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1. Функции нескольких переменных и их свойства 

В настоящем разделе дается справочный материал, касающийся диффе-
ренциальных свойств функций нескольких переменных (ФНП). Ради геометри-
ческой наглядности изложение ведется для функций двух переменных: f(x,y). В 
случае необходимости рассматриваются функции большего числа переменных.  

1.1. Частные производные 
Пусть функция f(x,y) определена в некоторой окрестности точки 

0 0 0( , ).M x y  
Определение 1.1. Полным приращением функции f(x,y) в точке 

0 0 0( , ),M x y  соответствующим приращениям аргументов и ,х у∆ ∆  называется 
разность 0 0 0 0( , ) ( , )f x x y y f x y+ ∆ + ∆ −  и обозначается .f∆  

Таким образом,  
 0 0 0 0( , ) ( , ).f f x x y y f x y∆ = + ∆ + ∆ −   (1.1) 

Замечание. Точка 0 0( , )M x x y y+ ∆ + ∆  принадлежит окрестности точки 
0 0 0( , ),M x y где определена функция f(x,y). 

Определение 1.2. Частным приращением функции f(x,y) по переменной х, 
соответствующим приращению ,х∆  называется разность 

0 0 0 0( , ) ( , )f x x y f x y+ ∆ −  и обозначается .x f∆  
Таким образом, 

 0 0 0 0( , ) ( , ).x f f x x y f x y∆ = + ∆ −   (1.2) 

Аналогично определяется частное приращение функции f(x,y) по пере-
менной у.  

Определение 1.3. Пусть функция f(x,y) определена в некоторой окрестно-

сти точки 0 0, 0( ).M x y  Если существует конечный предел 
0

lim ,x
x

f
x∆ →

∆
∆

 то он назы-

вается частной производной функции f(x,y) по переменной х в точке 

0 0, 0( )M x y и обозначается 0, 0( )f x y
x
∂
∂

 или 0 0( ).xf x y′  

Таким образом, 

 0 0 0
( , ) lim .x

x

f fx y
x x∆ →

∂ ∆
=

∂ ∆
  (1.3) 

Аналогично определяется частная производная функции f(x,y) по пере-
менной у. 
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Из определения 1.3 следует, что частная производная f
x
∂
∂

 вычисляется 

при фиксированном у, т.е. она вычисляется так же, как производная функции 
( ) ( , )x f x yϕ ≡  одной переменной х, а у является параметром. 

1.2. Дифференцируемость ФНП в точке  
Определение 1.4. Функция f(x,y) называется дифференцируемой в точке 

0 0, 0( ),M x y  если ее полное приращение в этой точке представимо в виде 

 2 2( ), ( ) ( ) ,f A x B y o x y∆ = ⋅∆ + ⋅∆ + ρ ρ = ∆ + ∆   (1.4) 

где величины А и В не зависят от и .х у∆ ∆  
Замечание. Всякая функция, определенная в некоторой окрестности точ-

ки 0 0 0( , )M x y , имеет полное приращение, но не для всякой функции ее полное 
приращение представимо в виде (1.4), т.е. не всякая функция дифференцируема 
в точке 0 0 0( , )M x y . 

Пример 1.1. Доказать, что функция 3( , )f x y xy=  недифференцируема в 
точке (0,0). 

Доказательство. Предположим противное: существуют величины А и В, 
независящие от иx y∆ ∆ , такие, что имеет место равенство 

 ( , ) (0,0) ( )f f x y f A x B y o∆ ≡ ∆ ∆ − = ⋅∆ + ⋅∆ + ρ , см. (1.4). 

Так как f(0,0) = 0, то отсюда получаем, что  

 3 ( )х у А х В у о∆ ⋅∆ = ⋅∆ + ⋅∆ + ρ .  (1.5) 

В (1.5) положим у х∆ = ∆ . Тогда  

 
1
3 ( )( ) ( ) о хх А В

х
− ∆

∆ = + +
∆

.  (1.6) 

В (1.6) переходим к пределу при 0х∆ → . Получим 
( ) 0,А В∞ = + +  что невозможно. 

Теорема 1.1 (необходимое условие дифференцируемости функции в точ-
ке). Если функция дифференцируема в некоторой точке, то она непрерывна в 
этой точке. 

Теорема 1.2 (необходимое условие дифференцируемости функции в точ-
ке). Если функция f(x,y) дифференцируема в точке 0 0 0( , )M x y , то в этой точке 

существуют обе частные производные иf f
x y
∂ ∂
∂ ∂

 и имеет место равенство 

 2 2
0 0 0 0( , ) ( , ) ( ), ( ) ( ) .f ff x y x x y y o x y

x y
∂ ∂

∆ = ⋅∆ + ⋅∆ + ρ ρ = ∆ + ∆
∂ ∂

 (1.7)  
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Замечание. Существование обеих частных производных в точке не явля-
ется достаточным условием дифференцируемости функции f(x,y) в этой точке. 
Например, функция f(x,y) = 3 ху  недифференцируема в точке (0,0) (см. пример 

1.1), но (0,0) (0,0) 0f f
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 (доказать). 

Теорема 1.3 (достаточное условие дифференцируемости функции в точ-

ке). Если обе частные производные иf f
x y
∂ ∂
∂ ∂

 определены в некоторой окрест-

ности точки 0 0 0( , )M x y  и непрерывны в самой точке 0M , то функция f(x,y) 
дифференцируема в точке 0 0 0( , )M x y . 

Замечание. Непрерывность частных производных в точке не является не-
обходимым условием дифференцируемости функции в этой точке. 

Пример 1.2. Доказать, что функция 

 
2 2

2 2

1( ) sin , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

 + ≠= +
 =

 

дифференцируема в точке (0,0), а ее частные производные 

( , ) и ( , )f fx y x y
x y
∂ ∂
∂ ∂

 не являются непрерывными в этой точке.  

Доказательство. 1. Так как 
2 2 2( , ) (0,0) ( ) ( ) ( )f f x y f x y o∆ ≡ ∆ ∆ − ≤ ∆ + ∆ = ρ = ρ , то функция f(x,y) диф-

ференцируема в точке (0,0). 

2. Имеем 
1

2 2 2
2 2 2 2

1 1( , ) 2 sin ( ) cosf x y x x x y
x x y x y

−∂
= − +

∂ + +
, 

( , ) (0,0).х у ≠  Отсюда следует, что 
0
0

lim ( , )
x
y

f x y
x→

→

∂
∂

 не существует.  

Следовательно, производная ( , )f x y
x
∂
∂

 не является непрерывной в точке 

(0,0). 

1.3. Дифференциал 
Определение 1.5. Пусть функция f(x,y) дифференцируема в точке 

0 0 0( , ).M x y  Дифференциалом функции f(x,y) в точке 0 0 0( , )M x y  (обозначается 
0 0( , )df x y ) называется линейная относительно их у∆ ∆  часть полного при-

ращения функции f(x,y) в точке 0 0 0( , ).M x y  
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Если х и у независимые переменные, то положим по определению 
0 0, .x x x dx y y y dy∆ = − = ∆ = − =  Тогда из (1.7) и определения 1.5 следует 

 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ,o
f fdf x y x y dx x y dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

  (1.8) 

или 

 .f fdf dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

  (1.8*) 

1.4. Производная сложной функции 
Теорема 1.4. Пусть функции u(x,y) и v(x,y) дифференцируемы в точке 

0 0 0( , ),М х у  а функция f(u,v) дифференцируема в точке 0 0( , ),M u v  где 
0 0 0 0 0 0( , ), ( , ).u u x y v v x y= =  Тогда сложная функция f(u(x,y), v(x,y)) дифференци-

руема в точке 0 0 0( , )М х у  и имеют место формулы 

 ,f f u f v
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (1.9) 

 .f f u f v
y u y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (1.10) 

Замечание 1. Теорема верна для любого количества переменных x,y,z,… и 
переменных u,v,w,…, причем количество переменных x,y,z,… не обязательно 
совпадает с количеством переменных u,v,w,… . Формулы для вычисления част-
ных производных функции f естественным образом обобщаются на эти случаи. 

Замечание 2. 
а) Если f = f(x,y), a x = x(t), y = y(t), то в результате имеем функцию одной 

переменной f(x(t),y(t)). Тогда 

 .df f dx f dy
dt x dt y dt

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂

 

В частности, 
б) если f = f(x,y), y = y(x), то  

 .df f f dy
dx x y dx

∂ ∂
= + ⋅
∂ ∂

  (1.11) 

Производная ,df
dx

 стоящая в левой части (1.11), называется полной произ-

водной функции f(x,y) по переменной х. Отметим, что f
x
∂
∂

 – частная производ-

ная функции f(x,y) по переменной х; вообще говоря, они не совпадают. 
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1.5. Инвариантность формы первого дифференциала 
Инвариантность формы первого дифференциала заключается в том, что 

формула 

 f fdf dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

  (1.8*) 

имеет место и тогда, когда х и у являются независимыми переменными, и 
тогда, когда х и у – некоторые функции; но в первом случае , ,dx x dy y= ∆ = ∆  а 
во втором – dx и dy – дифференциалы соответствующих функций. 

1.6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
Пусть S – поверхность, заданная уравнением 

 F(x,y,z) = 0.  (1.12) 
Определение 1.6. Прямая называется касательной к поверхности S в точ-

ке 0 0, 0 0( , ),M x y z  если она является касательной к какой-либо кривой, лежащей 
на поверхности S и проходящей через точку 0.М   

Определение 1.7. Точка ( , , )M x y z S∈  называется особой точкой поверх-

ности S, если в этой точке 0F F F
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 (см. (1.12)) или хотя бы одна из 

этих производных не существует. 
Определение 1.8. Точка ( , , )М x y z S∈  называется обыкновенной точкой 

поверхности S, если в точке М  существуют и непрерывны производные 

, ,F F F
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 и хотя бы одна из этих производных отлична от нуля. 

Теорема 1.5. Все касательные прямые к поверхности в ее обыкновенной 
точке лежат в одной плоскости.  

Определение 1.9. Плоскость, в которой расположены все касательные 
прямые к линиям на поверхности S, проходящим через данную точку 

0 0 0 0( , , ) ,M x y z S∈  называется касательной плоскостью к поверхности S в точке 

0 0 0 0( , , ).M x y z  
Замечание. В особых точках поверхности может не существовать каса-

тельной плоскости. Например, вершина конуса является особой точкой и не 
имеет касательной плоскости. 

Определение 1.10. Нормалью к поверхности в некоторой точке этой по-
верхности называется прямая, проходящая через указанную точку перпендику-
лярно касательной плоскости. 

а) поверхность задана неявно: F(x,y,z) = 0 (см. (1.12)).  
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Точка поверхности 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( ( , , ) 0)M x y z F x y z =  не является особой, 

т.е. 
22 2

0 0 0
`( ) ( ) ( ) 0.F F FM M M

x y z
 ∂ ∂ ∂   + + >    ∂ ∂ ∂    

    Нормальный вектор касатель-

ной плоскости в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  имеет вид 

0 0 0( ), ( ), ( ) .F F FN M M M
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 



    

Уравнение касательной плоскости: 

 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.F F FM x x M y y M z z
x y z

∂ ∂ ∂
− + − + − =

∂ ∂ ∂
     (1.13) 

Канонические уравнения нормали: 

 0 0 0

0 0 0

.
( ) ( ) ( )

x x y y z z
F F FM M M
x y z

− − −
= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  

  (1.14) 

Напомним, что 

 
22 2

0, 0 0 0 0 0( , ) 0, ( ) ( ) ( ) 0.F F FF x y z M M M
x y z

 ∂ ∂ ∂   = + + >    ∂ ∂ ∂    
    

б) Поверхность задана явно: 2( , ), ( , ) .z f x y x y G R= ∈ ⊂  
Нормальный вектор касательной плоскости в точке 

0 0 0 0 0( , , ( , ))M x y f x y S∈  имеет вид: 0 0( ), ( ), 1f fN M M
x y

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 



. Следовательно, 

уравнение касательной плоскости: 

 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ),f fz f M M x x M y y
x y
∂ ∂

− = − + −
∂ ∂

  (1.15)  

канонические уравнения нормали: 

 0 0 0

0 0

( ) .
1( ) ( )

x x y y z f M
f fM M
x y

− − −
= =

∂ ∂ −
∂ ∂

  (1.16) 

1.7. Скалярное поле 
Определение 1.11. Если каждой точке М области G cтавится в соответ-

ствие число U(M), то говорят, что в области G определено скалярное поле U(M). 
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Область G (область определения скалярного поля) может быть на плоско-
сти 2( ),G R⊆  а может быть и в пространстве 3( ).G R⊆  В первом случае ска-
лярное поле называется плоским, во втором – пространственным. 

Определение 1.12. Поверхностью уровня пространственного скалярного 
поля U(M) называется поверхность, на которой U(M) = C, C – константа.  

Аналогично определяется линия уровня плоского скалярного поля. 
Замечание. Понятия скалярного поля и функции двух (для плоского поля) 

и трех (для пространственного) переменных различны. Но как только введена 
система координат скалярное поле становится функцией соответствующих пе-
ременных. 

1.8. Производная по направлению. Градиент 
Определение 1.13. Пусть скалярное поле U(M) определено в некоторой 

окрестности точки 0,М  а из точки 0М  исходит луч l. Если существует конеч-
ный предел  

 
0

0
0

0

( ) ( )lim ( ),
M M
M l

U M U M U M
M M l→

∈

− ∂
≡
∂

  (1.17) 

то он называется производной скалярного поля U(M) в точке 0М  в 
направлении l . 

Пусть далее введена декартова прямоугольная система координат. В этом 
случае скалярное поле (пространственное) ( ) ( , , ).U M U x y z≡  Предполагается, 
что функция U(x,y,z) дифференцируема в точке 0 0 0 0( , , ).M x y z  Тогда 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( , , ) cos ( , , ) cos ( , , ) cos ,U U U UM x y z x y z x y z
l x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= α + β + γ

∂ ∂ ∂ ∂
 

или, короче, 

 cos cos cos ,U U U U
l x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= α + β + γ

∂ ∂ ∂ ∂
  (1.18) 

где , ,α β γ  – углы, которые образует направление l с координатными осями. 
Для плоского скалярного поля имеет место формула, аналогичная (1.18). 
Определение 1.14. Градиентом скалярного поля называется вектор 

 grad .U U Ui j k U
x y z

∂ ∂ ∂
+ + ≡

∂ ∂ ∂

d

dd

  (1.19) 

Используя понятие градиента скалярного поля, формулу (1.18) можно за-
писать в виде 

 (grad , ),U U l
l

∂
=

∂

d

  (1.20) 

где l


 – единичный вектор в направлении l. 
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Инвариантное определение градиента 
Определение 1.15. Градиентом скалярного поля называется вектор, 

направленный в сторону максимального возрастания поля, модуль которого ра-
вен производной поля в этом направлении. 

Заметим, что градиент скалярного поля (если это ненулевой вектор) пер-
пендикулярен поверхности (линии) уровня. 

1.9. Производные и дифференциалы высших порядков 

Частные производные иf f
x y
∂ ∂
∂ ∂

, вообще говоря, являются функциями 

переменных х и у. Следовательно, можно поставить вопрос о существовании 
частных производных каждой из этих функций. Если они существуют, то упо-
требляются следующие обозначения: 

 
2

2

2 2

2

2 2

2

, ,

, .

xx xyx

yx yy y

f f f ff f f
x x y x y xx

f f f ff f f
x y x y y y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ′′ ′′ ′′≡ ≡ ≡ ≡ ≡   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′ ′′≡ ≡ ≡ ≡ ≡   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

Производные 2 2,
x y

f f′′ ′′  называются чистыми производными, а производ-

ные xyf ′′ , yxf ′′  – смешанными. 
Аналогично можно рассматривать частные производные более высоких 

порядков (если они существуют). 
Замечание. Производные ( , ) ( , ),xy yxf x y и f x y′′ ′′  вообще говоря, могут 

быть неравны. 
Пример 1.3. Пусть 

 

2 2

2 2 ,
( , ) ( , ) (0,0),

0, ( , ) (0,0)

x yxy
f x y x yx y

x y

 −
= ≠+
 =

 

Докажем, что (0,0) (0,0).xy yxf f′′ ′′≠  
Действительно, (0,0) (0,0) 0x yf f′ ′= =  (доказать), 

 

2 2 2 3

2 2 2 2 2

2 2 3 2

2 2 2 2 2

4 , ( , ) (0,0),
( )

4 , ( , ) (0,0).
( )

f x y x yy x y
x x y x y

f x y x yx x y
y x y x y

∂ −
= + ≠

∂ + +

∂ −
= − ≠

∂ + +

 

Тогда 
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0

0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim 1,

(0, ) (0,0)(0,0) lim 1.

y y
yx x

x x
xy y

f x f
f

x
f y ff

y

∆ →

∆ →

′ ′∆ −
′′ = =

∆
′ ′∆ −′′ = = −

∆

 

Отсюда (0,0) (0,0).yx xyf f′′ ′′≠  
Теорема 1.6. (о равенстве смешанных производных). Пусть функция 

f(x,y) определена в некоторой окрестности точки 0 0 0( , )М х у  и имеет в указан-
ной окрестности производные и ,xy yxf f′′ ′′  непрерывные в точке 0.М Тогда 

 ( ) ( )0 0 0 0, ,xy yxf x y f x y′′ ′′=  

Эту теорему очевидным образом можно обобщить на любое количество 
переменных и на смешанные производные любого порядка. 

В дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать, что 
выполняются все условия теоремы о равенстве смешанных производных. 

Определение 1.16. Дифференциалом n-го порядка функции f(x,y) называ-
ется первый дифференциал от (n – 1)-го дифференциала этой функции: 

 1( ).n nd f d d f−=   (1.21)  

Определение n-го дифференциала индуктивно: первый дифференциал 
был определен ранее, второй определяется по формуле (1.21), далее, третий – 
по формуле (1.21) и т.д. 

Если х и у – независимые переменные, то выражения для 2-го и 3-го диф-
ференциалов следующие: 

 
2 2 2

2 2` 2
2 2( ) 2 ( ) ,f f fd f dx dxdy dy

x yx y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂∂ ∂

  (1.22) 

 
3 3 3 3

3 3 2 2 3
3 2 2 3( ) 3 ( ) 3 ( ) ( ) .f f f fd f dx dx dy dx dy dy

x x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (1.23) 

Если формально ввести дифференциальный оператор d dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

, 

то формулы (1.22) и (1.23) можно записать в виде 

 
2

2 ,d f dx dy f
x y

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

  (1.22*)  

 
3

3 .d f dx dy f
x y

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

  (1.23*) 

Обобщение формул (1.22*) и (1.23*) дает 
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 .
n

nd f dx dy f
x y

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

  (1.24) 

Оператор 
n

dx dy
x y

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

 раскрывается по формуле бинома Ньютона, 

причем , 0,1, , ,
n kk n

k n k k n
x y x y

−

−

 ∂ ∂ ∂  = =   ∂ ∂ ∂ ∂   
  т.е. 

 
0

!( ) ( ) , .
!( )!

n nn
n k k n k k

n nk n k
k

f nd f dx dy f C dx dy C
x y k n kx y

−
−

=

 ∂ ∂ ∂
= + = = ∂ ∂ −∂ ∂ 

∑  

Замечание 1. Формула (1.24) очевидным образом обобщается на случай 
любого количества переменных. 

Замечание 2. Для дифференциалов второго порядка и выше инвариант-
ность формы не имеет места. 

1.10. Формула Тейлора для ФНП 
Теорема 1.7. Пусть в некоторой окрестности точки 0 0 0( , )М х у  функция 

f(x,y) имеет непрерывные частные производные до (n + 1)-го порядка включи-
тельно. Тогда в указанной окрестности для ее приращения 

0 0( , ) ( , )f f x y f x y∆ ≡ −  имеет место формула  

 2
0 0 0 0 0 0

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
1! 2! !

n
nf df x y d f x y d f x y R x y

n
∆ = + + + +  (1.25) 

 11( , ) ( *, *),
( 1)!

n
nR x y d f x y

n
+=

+
  (1.26) 

где М*(х*,у*) – некоторая точка, лежащая на отрезке, соединяющем точки 
0 0 0( , ) ( , ).М х у и М х у  

Остаток ( , ),nR x y представленный в виде (1.26), называется остаточным 
членом в форме Лагранжа. 

Теорема 1.8. Пусть выполняются условия теоремы 1.7. Тогда имеет место 
формула (1.25), где 

 2 2( , ) ( ), ( ) ( ) .nR x y o x y= ρ ρ = ∆ + ∆   (1.27) 

Остаток ( , ),nR x y  представленный в виде (1.27), называется остаточным 
членом в форме Пеано. 

1.11. Неявные функции 

1 .  Неявная функция одной переменной 
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Определение 1.17. Функция у = у(х), ( , )x a b∈  называется неявной функ-
цией, определяемой уравнением 
 F(x,y) = 0,  (1.28) 

если 
 ( , ( )) 0, ( , ).F x y x x a b≡ ∈   (1.29) 

Замечание 1. Не всякую неявную функцию можно представить явно, т.е. в 
виде у = у(х), где у(х) – элементарная функция. Например, функции, заданные 
уравнениями 2 3 2или ln( 1),хух у е х у y+ = = +  не выражаются через элемен-
тарные функции, т.е. эти уравнения нельзя разрешить относительно у. 

Пример 1.4. Уравнение 

 2 2 4х у+ =   (1.30) 

определяет две неявные функции 

 [ ]2
1( ) 4 , 2,2у х х х= + − ∈ −   (1.31) 

и 

 [ ]2
2( ) 4 , 2,2у х х х= − − ∈ −   (1.32) 

Чтобы выделить конкретную функцию 1 2( ( ) или ( )),у х у х  необходимо 
указать значение 0у  для какого-либо 0 ( 2,2)х ∈ − : 0 0 0( ) , ( 2,2).у х у х= ∈ −  
Например, условие у(1) = 3+  дает функцию 1( ),у х  а условие (1) 3у = −  – 
функцию 2( ).у х Таким образом, чтобы получить функцию 1( )у х , функцию 

2 2( , ) 4F x y x y= + −  (см. (1.28)) необходимо рассматривать в некоторой окрест-
ности точки 1(1, 3),М  а для получения функции 2( )у х  функцию F(x,y) необхо-
димо рассматривать в некоторой окрестности точки 2(1, 3).М −  В таком случае 
говорят, что в некоторой окрестности точки 1(1, 3)М  уравнение (1.30) опреде-
ляет единственную неявную функцию (аналогично для точки 2(1, 3)М − ). За-

метим, что 1 2( ) 2 3 0, ( ) 2 3) 0.F FM M
y y

∂ ∂
= ≠ = − ≠

∂ ∂
 

Рассмотрим уравнение (1.30) в некоторой окрестности точки 3( 2,0)М − . 
Очевидно, что для любой достаточно малой окрестности точки 3М  каждому х 
согласно уравнению (1.30) соответствует два значения у, т.е. в этом случае 
уравнение (1.30) не определяет единственную неявную функцию у = у(х) ни на 

каком промежутке (а,b), содержащем точку х0 = –2. Заметим, что 3( ) 0.F M
y

∂
=

∂
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Теорема 1.9. Пусть для функции F(x,y), определенной в некоторой 
окрестности точки 0 0 0)( , ,М х у  выполняются следующие условия: 

а) в указанной окрестности существуют непрерывные частные производ-

ные F Fи
x y

∂ ∂
∂ ∂

; 

б) 0 0( , ) 0F x y = ; 

в) 0 0( , ) 0.F x y
y

∂
≠

∂
 

Тогда существует прямоугольник { }0 0( , ) : , ,K x y x x a y y b= − ≤ − ≤ в 
котором уравнение F(x,y) = 0 определяет единственную неявную функцию 
у = у(х), причем 0 0( ) .у х у=  

Функция у(х) непрерывно дифференцируема на интервале 0x x a− <  и 

 

( )

( , ) ( , ( ))
.

( , ) ( , ( ))
x

y y x

F Fx y x y x
x xy F Fx y x y x
y y=

∂ ∂
∂ ∂′ = − = −
∂ ∂
∂ ∂

  (1.33) 

Замечание 2. Условие в) 0 0( , ) 0F x y
y

∂
≠

∂
 является лишь достаточным (в со-

вокупности с условиями а) и б)), но не необходимым для существования в не-
которой окрестности точки 0М  единственной неявной функции у = у(х), опре-
деляемой уравнением (1.28). Например, 

 5 5
0( , ) 0, (0,0),F x y x y M≡ − =   (1.34) 

 4
(0,0)

(0,0) 5 0;F y
y

∂
= − =

∂
 

но у = х – единственная неявная функция, определяемая уравнением 
(1.34) в окрестности точки 0(0,0).М  

Замечание 3. Уравнение F(x,y) = 0 при некоторых условиях определяет 
неявную функцию х = х(у). 

Укажем правило отыскания производных неявной функции, не преобра-
зовывая ее в явную, т.е. не представляя ее в виде у = у(х) ( что не всегда воз-
можно, см. Замечание 1 этого пункта).  

Имеем из (1.29)  
 ( , ( )) 0, ( , )F x y x x a b≡ ∈ .  (1.35) 

Дифференцируя тождество (1.35) полным образом по переменной х, по-
лучим 
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 ( , ( )) ( , ( )) 0.x
F Fx y x x y x y
x y

∂ ∂ ′+ ⋅ ≡
∂ ∂

  (1.36) 

Отсюда 

 
( , ( ))

( , ( ))
x

F x y x
xy F x y x
y

∂
∂′ = −
∂
∂

, 

что совпадает с формулой (1.33).  
Далее, дифференцируя тождество (1.36) полным образом по переменной 

х, получим уравнение для .хху′′  Действуя таким образом далее, мы можем полу-
чить любую производную ( ) ( ), ,ny x n N∈  при условии что функция F(x,y) n раз 
дифференцируема. 

Пример 1.5. Найти значения производных (0), (0), (0)у у у′ ′′ ′′′  неявной 
функции у(х), определяемой уравнением 

 2 22 6 9 4 8 1 0х ху у х у− + + − − =   (1.37) 

и удовлетворяющей условию у(0) = 1. 
Решение. Дифференцируя (1.37) полным образом по переменной х, полу-

чим 
 4 6 6 18 4 8 0.х у ху уу у′ ′ ′− − + + − =   (1.38) 

Полагая в равенстве (1.38) х = 0, у = 1, получим 

 6 18 (0) 4 8 (0) 0,у у′ ′− + + − =  т.е. 1(0) .
5

у′ =  

Чтобы получить (0),у′′  продифференцируем (1.38) полным образом по 
переменной х: 

 24 6 6 6 18( ) 18 8 0,у у ху у уу у′ ′ ′′ ′ ′′ ′′− − − + + − = или 

 22 6 3 9( ) 9 4 0.у ху у уу у′ ′′ ′ ′′ ′′− − + + − =  (1.39) 

Полагая в (1.39) х = 0, у(0) = 1, 1 29(0) , получим (0) .
5 125

у у′ ′′= = −  

Для нахождения (0)у′′  продифференцируем (1.39) полным образом по 
переменной х: 
 6 3 3 18 9 9 4 0, илиу у ху у у у у уу у′′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′′′− − − + + + − =  

 9 3 27 9 4 0.у ху у у уу у′′ ′′′ ′ ′′ ′′′ ′′′− − + + − =   (1.40) 
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Полагая в (1.40) х = 0, у(0) = 1, 1 29(0) , (0) ,
5 125

у у′ ′′= = −  получим 

 522(0) .
3125

у′′′ = −  

Ответ: 1 29 522(0) , (0) , (0) .
5 125 3125

у у у′ ′′ ′′′= = − = −  

2 .  Неявная функция двух переменных 
Уравнение 

 ( , , ) 0F x y z =   (1.41) 

при некоторых условиях определяет функцию двух переменных 
( , ).z z x y= Сформулируем достаточное условие существования неявной функ-

ции, определяемой уравнением (1.41).  
Теорема 1.10. Пусть функция ( , , )F x y z  (см. (1.41)) , определенная в не-

которой окрестности точки 0 0 0 0( , , ),М х у z  удовлетворяет следующим условиям: 
а) в указанной окрестности существуют непрерывные частные производ-

ные , ,F F F
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

; 

б) 0 0 0( , , ) 0F x y z = ; 

в) 0 0 0( , , ) 0.F x y z
z

∂
≠

∂
 

Тогда существует параллелепипед 
{ }0 0 0( , , ) : , , ,K x y z x x a y y b z z c= − ≤ − ≤ − ≤  

в котором уравнение (1.41) определяет единственную неявную функцию 
 0 0 0( , ), причем ( , ) .z z x y z x y z= =  

Неявная функция ( , )z z x y=  непрерывно дифференцируема в прямо-
угольнике 0 0, ,x x a y y b− < − <  и 

( , )

( , )

( , , ) ( , , ( , ))
,

( , , ) ( , , ( , ))

( , , ) ( , , ( , ))
.

( , , ) ( , , ( , ))

z z x y

z z x y

F Fx y z x y z x yz x x
F Fx x y z x y z x y
z z
F Fx y z x y z x y

z y y
F Fy x y z x y z x y
z z

=

=

∂ ∂
∂ ∂ ∂= − = −

∂ ∂∂
∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂ ∂= − = −

∂ ∂∂
∂ ∂
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Замечание 4. Все Замечания, касающиеся неявной функции у(х), опреде-
ляемой уравнением (1.28), очевидным образом обобщаются на случай неявной 
функции z =z(x,y),определяемой уравнением (1.41). 

Пример 1.6. Найти частные производные 
2 2 2

2 2(0,0), (0,0), (0,0), (0,0), (0,0)z z z z z
x y x yx y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 неявной функции z = z(x,y), 

определяемой уравнением 

 1 0,ze xy z+ + − =   (1.42) 

если z(0,0) = 0. 
Решение. Функция F(x,y,z) 1ze xy z≡ + + −  удовлетворяет всем условиям 

теоремы 1.10. Дифференцируя уравнение (1.42) по переменной х, при этом у – 
независимая переменная, а z = z(x,y), получим 

 0.z z ze y
x x
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

  (1.43) 

Полагая в равенстве (1.43) х = у = z(0,0) = 0, получим (0,0) 0.z
x
∂

=
∂

 

Аналогично, используя равенство 

 0z z ze x
y y
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

  (1.44) 

и условия х = у = z(0,0) = 0,имеем (0,0) 0.z
y
∂

=
∂

 

Далее, из (1.43) и (1.44) дифференцированием получаем 

 
2 2 2

2 2 0,z zz z ze e
x x x
∂ ∂ ∂  + + = ∂ ∂ ∂ 

  (1.45) 

 
2 2

1 0,z zz z z ze e
x y x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (1.46) 

 
2 2 2

2 2 0.z zz z ze e
y y y

 ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ 

  (1.47) 

Полагая в (1.45) – (1.47) (0,0) (0,0) (0,0) 0,z zx y z
x y
∂ ∂

= = = = =
∂ ∂

 получаем 

2 2 2

2 2
1(0,0) (0,0) 0, (0,0) .
2

z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
= = = −

∂ ∂∂ ∂
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Ответ: 
2 2 2

2 2
1(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 0, (0,0) .
2

z z z z zz
x y x yx y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = = −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Аналогично определяются неявные функции любого числа переменных и 
находятся их частные производные. 

1.12. Экстремумы ФНП (безусловные) 
Определение 1.18. Пусть функция f(x,y) определена в некоторой окрест-

ности точки 0 0 0 0 0 0( , ). Точка ( , )М х у М х у  называется точкой локального ми-
нимума функции f(x,y), если существует такая окрестность точки 0М , в которой 
выполняется неравенство 
 0 0( , ) ( , ).f x y f x y≥   (1.48) 

Аналогично определяется точка локального максимума функции. Точки 
минимума и максимума функции называются точками экстремума функции. 

Замечание 1. В точках минимума 0f∆ ≥  (см. (1.48)), а в точках максиму-
ма 0.f∆ ≤  

Определение 1.19. Точка 0 0 0( , )М х у  называется точкой строгого мини-
мума функции f(x,y), если существует такая проколотая окрестность точки 

0 0 0( , ),М х у  в которой выполняется неравенство 

 0 0( , ) ( , ).f x y f x y>   (1.49) 

Аналогично определяется точка строгого максимума функции f(x,y). Да-
лее, в точках строгого минимума 0 00 (( , ) ( , )),f x y x y∆ > ≠  а в точках строгого 
максимума 0 00 (( , ) ( , )).f x y x y∆ < ≠  

Теорема 1.11 (необходимое условие экстремума). Если точка 0 0 0( , )М х у  
является точкой экстремума функции f(x,y) и существует частная производная 

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) , то ( , ) 0 ( , ) 0.f f f fx y x y x y x y
x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂
= =   ∂ ∂ ∂ ∂   

 

Следствие. Если точка 0 0 0( , )М х у  является точкой экстремума диффе-
ренцируемой функции f(x,y), то 0 0( , ) 0.df x y =  

Определение 1.20. Если функция f(x,y) дифференцируема в точке 

0 0 0 0 0 0 0( , ) и ( , ) ( , ) 0,f fМ х у x y x y
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

то эта точка называется стационарной 

точкой функции f(x,y). 
Замечание 2. Всякая точка экстремума дифференцируемой функции явля-

ется стационарной точкой (см. теорему 11), но не всякая стационарная точка 
является точкой экстремума. 
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Пример 1.7. Пусть 2( , )f x y x y= . Покажем, что точка (0,0) – стационар-
ная точка, но не является точкой экстремума этой функции. Действительно, 
функция 2( , )f x y x y=  всюду дифференцируема (доказать) и 

(0,0) (0,0) 0,f f
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 т.е. точка (0,0) – стационарная. Далее, 

0, ( , ) (0,0),
( , ) 0, ( , ) (0,0), 0,

0, ( , ) (0,0), 0.

x y
f x y x y y

x y y

=
= > ≠ >
< ≠ <

 

Отсюда следует, что ни в какой окрестности точки (0,0) 
( , ) (0,0) или ( , ) (0,0).f x y f f x y f≥ ≤  Значит, точка (0,0) не является точкой 

экстремума функции f(x,y). 
Перейдем теперь к рассмотрению достаточных условий существования 

экстремума ФНП. 
Пусть 1 2( ) ( , , , ), .nf x f x x x n N≡ ∈ Подчеркнем, что здесь n (количество 

переменных) не обязательно равно двум. Если функция f(x) в некоторой 
окрестности точки 0 10 20 0( , , , )nМ х х х  имеет непрерывные производные второго 
порядка, то ее второй дифференциал имеет вид  

 
2

2
0 0

1 1
( ) ( ) .

n n

i j
i j i j

fd f M M dx dx
x x= =

∂
=

∂ ∂
∑ ∑   (1.50) 

Отсюда следует, что второй дифференциал 2
0( )d f M  является квадратич-

ной формой переменных , 1,2, , .idx i n=   
Для рассмотрения достаточных условий существования экстремума нам 

понадобятся некоторые сведения о квадратичных формах. 
Определение 1.21. Квадратичная форма 

 1 2
1 1

( ) ( , , , ) , , , 1,2, , ,
n n

n i j i j i j j i
i j

F F a a a i j n
= =

ξ ≡ ξ ξ ξ = ξ ξ = =∑ ∑    (1.51) 

называется: 
а) положительно определенной, если 

1, 2( ) 0 при ( , , , ) (0,0, ,0)nF ξ > ∀ ξ ξ ξ ≠>>  ; 
б) отрицательно определенной, если 

1 2( ) 0 при ( , , , ) (0,0, ,0)nF ξ < ∀ ξ ξ ξ ≠  ; 
в) неопределенной, если существуют 
1 2 1 2( , , , ) и ( , , , )n n′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ξ = ξ ξ ξ ξ = ξ ξ ξ   такие, что ( ) 0 и ( ) 0.F F′ ′′ξ > ξ <  
Теорема 1.12 (критерий Сильвестра положительной определенности 

квадратичной формы). Для того, чтобы квадратичная форма ( )F ξ  (см. (1.51)) 
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была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все глав-
ные миноры ее матрицы были положительны, т.е. 

 

11 12 1

21 22 211 12
1 11 2

21 22

1 2

0, 0, , 0.

n

n
n

n n nn

a a a
a a aa a

a
a a

a a a

∆ = > ∆ = > ∆ = >

>

>

>



>

 

Замечание 3. Квадратичная форма ( )F ξ  отрицательно определена тогда и 
только тогда, когда квадратичная форма ( )F− ξ  положительно определена 

Теорема 1.13 (достаточное условие экстремума). Пусть функция 
1 2( ) ( , , , )nf x f x x x=   в некоторой окрестности точки 0 10 20 0( , , )nМ х х х  имеет 

непрерывные производные 
2

, , 1,2, ,
i j

f i j n
x x
∂

=
∂ ∂

  и, кроме того, 0M −  стацио-

нарная точка. Тогда, если 2
0( )d f M − положительно определенная квадратич-

ная форма, то точка 0М −  точка строгого минимума функции f(x), а если 
2

0( )d f M − отрицательно определенная квадратичная форма, то 0M −  точка 
строгого максимума функции f(x), если же 2

0( )d f M −  неопределенная квадра-
тичная форма, то точка 0M  не является точкой экстремума функции f(x). 

Если n = 2,то формулировка достаточного условия существования экс-
тремума функции упрощается. 

Теорема 1.14 (достаточное условие существования экстремума, n = 2). 
Пусть функция f(x,y) в некоторой окрестности точки 0 0 0( , )М х у  имеет не-

прерывные частные производные до второго порядка включительно, и, кроме 
того, 0М −  стационарная точка. Обозначим  

 
2 2 2

2
0 0 0 02 2( , ) , ( , ) , , .f f fx y A x y B C AC B

x yx y
∂ ∂ ∂

= = = ∆ = −
∂ ∂∂ ∂

  

Тогда, если 0,∆ >  то 0M − точка строгого экстремума, причем при A < 0 – точ-
ка строгого максимума, при A > 0 – точка строгого минимума; если 0∆ < , то 
точка 0M  не является точкой экстремума. 

Замечание 4. Если 0∆ = , то вопрос о существовании экстремума остается 
открытым. Например, 

а) 4 4( , ) .f x y x y= +  Очевидно, что точка (0,0) является точкой строгого 
минимума; 

б) 3 3( , ) .f x y x y= + Точка (0,0) не является точкой экстремума, так как в 
любой окрестности этой точки существуют точки, где f(x,y) > f(0,0) и точки, где 
f(x,y) < f(0,0).  
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Для обеих функций (см. п.п. а) и б)) точка (0,0) стационарная и 0.∆ =  

1.13. Условный экстремум 

Пусть в некоторой области nG R⊂  определены функции  

 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1 2

( ) ( , , , ), ( ) ( , , , ), ( ) ( , , , ),
, ( ) ( , , ),
n n n

m m n

f x f x x x x x x x x x x x
x x x x m n

≡ ϕ ≡ ϕ ϕ ≡ ϕ

ϕ ≡ ϕ <

  

 

 

Обозначим через E G⊂  множество точек, координаты которых удовле-
творяют системе уравнений 

 

1 1 2

2 1 2

1 2

( , , , ) 0,
( , , , ) 0,

( , , , ) 0.

n

n

m n

х х х
x x x

x x x

ϕ =

ϕ =

ϕ =









  (1.52)  

Уравнения системы (1.52) называются условиями связей. 
Определение 1.22. Точка 0 10 20 0( , , , )nM x x x E∈  называется точкой 

условного минимума функции 1 2( , , , )nf x x x  при условиях связей (1.52), если 
найдется такая окрестность 0( )U M  точки 0,М  что для всех точек 

1 2 0( , , , ) ( )nx x x E U M∈ ∩  выполняется неравенство 

 1 2 10 20 0( , , , ) ( , , , ).n nf x x x f x x x≥    (1.53) 

Аналогично определяется точка условного максимума функции. 
Определение 1.23. Точка 0 10 20 0( , , , )nM x x x  называется точкой строгого 

условного минимума функции 1 2( , , , )nf x x x  при условиях связей (1.52), если 
найдется такая проколотая окрестность 0( )U M  точки 0M , что для всех точек 

1 2 0( , , , ) ( )nx x x E U M∈ ∩ 

  выполняется неравенство 

 1 2 10 20 0( , , , ) ( , , , ).n nf x x x f x x x>>>    (1.54) 

Аналогично определяется точка строгого условного максимума. 
Геометрическая интерпретация. 

Пусть n = 2, f = f(x,y). Тогда условие связи может быть только одно 
(m = 1): 
 ( , ) 0.х уϕ =   (1.55) 

Геометрически равенство (1.55) является уравнением некоторой кривой 
на плоскости. Точка 0 0 0( , )М х у  условного минимума должна принадлежать 
этой кривой, т.е.  
 0 0( , ) 0.х уϕ =   (1.56) 
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Тогда согласно Определению 1.22 неравенство (1.53) 0 0( ( , ) ( , ))f x y f x y≥  
обязательно выполняется на части кривой (1.55), лежащей в некоторой окрест-
ности точки 0 0 0( , ).М х у Что касается остальных точек указанной окрестности, 
то в них это неравенство может выполняться, а может и не выполняться. 

Пример 1.8. Найти точки условного экстремума функции 
2 2( , )f x y x y= + при условии х + у = 1. 

Решение. Графиком функции f(x,y) = 2 2x y+  является параболоид вра-
щения 2 2.z x y= +  Геометрически условие связи является плоскостью х + у = 1, 
параллельной оси OZ, пересекающейся с графиком функции по параболе. Из 

соображений симметрии ясно, что наинизшая точка этой параболы 1 1 1, ,
2 2 2

 
 
 

, а 

наивысшей точки нет. Следовательно, функция 2 2( , )f x y x y= +  имеет услов-

ный минимум (условие связи х + у = 1) в точке 1 1,
2 2

 
 
 

, который равен 1 .
2

 

Это геометрическое решение задачи. Очень редко удается геометрически 
решить задачу отыскания условного экстремума. Поэтому рассмотрим наибо-
лее распространенные методы решения таких задач. 

А) Прямой метод отыскания точек условного экстремума. 
Если из системы (1.52) удается явным образом выразить m переменных 

через остальные, то подставляя в функцию 1 2( , , , )nf x x x  вместо соответству-
ющих переменных их выражения через остальные (n-m) переменных, получим 
функцию F(n-m) переменных. В этом случае задача отыскания условного экс-
тремума функции f, зависящей от n переменных, сводится к задаче отыскания 
безусловного экстремума функции F, зависящей от (n-m) переменных. 

Рассмотрим предыдущий пример: 
Пример 1.9. Найти точки условного экстремума функции 

2 2( , )f x y x y= +  при условии 1.x y+ =  
Решение. Из условия связи имеем у = 1 – х. Тогда  

 2 2( ,1 ) (1 ) ( ).f x x x x F x− = + − ≡  

Очевидно, что функция F(x) имеет безусловный минимум при 1 .
2

х =  То-

гда функция 2 2( , )f x y x y= + имеет условный минимум (х + у = 1 – условие свя-

зи) в точке 1 1, ,
2 2

 
 
 

который равен 1 .
2

 Этот результат совпадает с предыдущим 

(см. пример 1.8). 
Замечание 1. Прямой метод редко удается применить, так как из условий 

связей (1.52) далеко не всегда удается получить явные выражения для каких-
либо m переменных через остальные или эти выражения настолько громоздки, 
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что решение задачи отыскания безусловного экстремума функции F становится 
очень трудоемким. 

Поэтому следующий метод: 
Б) Решается задача: 
Найти условный экстремум функции f(x,y), если ( , ) 0.х уϕ =  
Решение: ( , ) 0х уϕ =  – уравнение кривой на плоскости. Если удается па-

раметризовать эту кривую (x = x(t),y = y(t)), то, подставляя эти выражения в 
функцию f(x,y), получаем функцию одной переменной F(t) ≡ f(x(t),y(t)). Далее, 
задача сводится к исследованию функции F(t) на безусловный экстремум. 

Пример 1.10. Найти условный экстремум функции  
2 2 2 2( , ) 3 4 7 , если 25f x y x xy y x y= + + + =  (условие связи). 

Решение. Из условия связи имеем 5cos , 5sin , [0,2 ).x t y t t= = ∈ π  
Тогда 2 2( , ) (5cos , 5sin ) 75cos 100cos sin 175sin ( ).f x y f t t t t t t F t= = + + ≡  

 ( ) 125 50 2 sin 2 , [0,2 ).
4

F t t tπ = + − ∈ π 
 

 

Очевидно, что функция F(t) имеет минимум, когда sin 2 1,
4

t π − = − 
 

 и 

максимум, когда sin 2 1.
4

t π − = 
 

 Тогда при 1 2
7 15и при
8 8

t tπ π
= =  получаем 

точки минимума функции F(t), а при 3 4
3 11и при
8 8

t tπ π
= =  – точки максимума 

функции F(t). Отсюда получаем: 
5 5 5 52 2 , 2 2 , 2 2 , 2 2
2 2 2 2

   − + − + − −   
   

 – точки условного 

минимума функции f(x,y) и 
5 5 5 52 2 , 2 2 , 2 2 , 2 2
2 2 2 2

   − + − − − +   
   

 – точки условного 

максимума функции f(x,y). 
При этом усл.min усл.max125 50 2 , 125 50 2 .f f= − = +  
Эти два метода – частные методы решения задачи отыскания условного 

экстремума. Общий метод: 
В) Метод множителей Лагранжа. 
Задача: исследовать на условный экстремум функцию 1 2( , , , ),nf x x x  ес-

ли 
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1 1 2

2 1 2

1 2

( , , , ) 0,
( , , , ) 0,

( , , , ) 0, ( ).

n

n

m n

x x x
x x x

x x x m n

ϕ =

ϕ =

ϕ = <









  (1.52) 

Решение: 
1 .  Строим функцию Лагранжа: 

 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2

2 2 1 2 1 2

( , , , , , , , ) ( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ).

n m n n

n m m n

L x x x f x x x x x x
x x x x x x

λ λ λ = + λ ϕ +

+λ ϕ + + λ ϕ

   

  

 

2 .  Находим стационарные точки функции Лагранжа из условий: 

 0, 1,2, , , 0, 1,2, , ,
i k

L Li n k m
x

 ∂ ∂
= = = =∂ ∂λ

    (1.57) 

т.е. решаем систему (1.57) относительно 
, 1,2, , , 1,2, , .i kx i n и k m= λ =   

Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( , , , , , , , ), 1,2,j j j j j j j

n mM x x x j pλ λ λ =

    – решения си-
стемы (1.57). Тогда точки ( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , ), 1,2, ,j j j j
nM x x x j p=   являются точка-

ми, “подозрительными" на условный экстремум функции 1 2( , , , )nf x x x  (усло-
вия связей (1.52)). 

3 .  Второй дифференциал функции Лагранжа в точках 
( ) , 1,2, ,jM j p=

  имеет вид 

 
2

2 ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ,

n n
j j

l q
l q l q

Ld L M M dx dx
x x= =

∂
=

∂ ∂
∑∑    (1.58) 

т.е. как будто функция Лагранжа не зависит от переменных 
( 1,2, , ).k k mλ =   

Далее, если 2 ( )( )jd L M −  положительно определенная квадратичная фор-
ма, то точка ( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , )j j j j
nM x x x  является точкой строгого условного мини-

мума функции 1 2( , , , );nf x x x  если 2 ( )( )jd L M −  отрицательно определенная 
квадратичная форма, то точка ( )jM  является точкой строгого условного макси-
мума функции 1 2( , , , ).nf x x x  На этом решение задачи заканчивается.  

Если же 2 ( )( )jd L M −  неопределенная квадратичная форма, то идем даль-
ше. 

4 .•  Из условий связей получаем 
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 ( ) ( )

1
( ) ( ) 0, 1,2, , .

n
j jk

k i
i i

d M M dx k m
x=

∂j
j = = =

∂
∑    (1.59) 

Это – линейная система относительно 1 2, , .ndx dx dx  
Пусть ранг матрицы системы (1.59) равен m. Не ограничивая общности 

будем считать, что базисный минор находится в левом верхнем углу матрицы. 
Тогда дифференциалы 1 2, , , mdx dx dx  однозначно выражаются через диффе-
ренциалы 1 2, , , .m m ndx dx dx+ +   Подставляя эти выражения в 2 ( )( ),jd L M  получим 
квадратичную форму переменных 1 2, , ,m m ndx dx dx+ +  . Обозначим ее через 


2 ( )( ).jd L M  Напомним, что мы рассматриваем случай неопределенной квадра-
тичной формы 2 ( )( ).jd L M  Далее, если 

2 ( )( )jd L M −  положительно определен-
ная квадратичная форма, то точка ( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , )j j j j
nM x x x  является точкой стро-

гого условного минимума функции 1 2( , , , );nf x x x  если 

2 ( )( )jd L M −  отрица-
тельно определенная квадратичная форма, то точка ( )jM  является точкой стро-
гого условного максимума функции 1 2( , , , );nf x x x  если 

2 ( )( )jd L M −  неопре-
деленная квадратичная форма, то точка ( )jM  не является точкой условного экс-
тремума функции 1 2( , , , ).nf x x x  

Решим задачи примеров 1.8 и 1.9 методом Лагранжа. 
Пример 1.11. Найти точки условного экстремума функции 

2 2( , ) , если 1.f x y x y x y= + + =  
Решение.  
1 .  Строим функцию Лагранжа 

 2 2( , , ) ( 1).L x y x y x yλ = + + λ + −  

2 .  Находим стационарные точки функции Лагранжа: 

 

2 0,

2 0,

1 0.

L x
x
L y
y
L x y

∂
= + λ =

∂
∂

= + λ =
∂
∂

= + − =
∂λ

 

Отсюда 1 , 1,
2

x y= = λ = −  т.е. 1 1, , 1 .
2 2

M M  = − 
 

   Таким образом, точка 

1 1,
2 2

М  
 
 

 является точкой, «подозрительной» на условный экстремум. 

3 .  Второй дифференциал функции Лагранжа в точке М  имеет вид: 
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2 2 2
2 2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )( ) 2 ( ) ( )( ) 2( ) 2( ) 0,

если ( ) ( ) 0.

L L Ld L M M dx M dxdy M dy dx dy
x yx y

dx dy

∂ ∂ ∂
= + + = + >

∂ ∂∂ ∂

+ >

   

 

Значит, точка 1 1,
2 2

M  
 
 

 является точкой условного минимума функции 

f(x,y), который равен 1 1 .
2 2

f   = 
 

 

Этот результат полностью совпадает с результатами, полученными дру-
гими методами (см. пример 1.8). 

Пример 1.12. Используя метод Лагранжа, найти условный экстремум 
функции 2 2 2 2( , ) 3 4 7 , 25f x y x xy y если x y= + + + =  (условие связи). 

Решение.  
1 .  Строим функцию Лагранжа 

 2 2 2 2( , , ) 3 4 7 ( 25)L x y x xy y x yλ = + + + λ + −  

2 .  Находим стационарные точки функции Лагранжа: 

 6 4 2 0,L x y x
x
∂

= + + λ =
∂

  (1.59) 

 4 14 2 0,L x y y
y
∂

= + + λ =
∂

  (1.60) 

 2 2 25 0.L x y∂
= + − =

∂λ
  (1.61) 

Из (1.59) и (1.60) следует  

 6 4 .
4 14

х у х
х у у
+

=
+

  (1.62) 

Обозначим .x t
y
=  Тогда (1.62) можно записать в виде 

2
1,2

3 2 , или 2 1 0. Отсюда 1 2.
2 7
t t t t t
t
+

= + − = = − ±
+

 Тогда получаем 

две системы относительно х и у: 

 2 2 25, (1 2),хх у
у

+ = = − +   (1.63) 
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 2 2 25 , 1 2 .хх у
у

+ = = − +   (1.64) 

5 2 2
2
5 2 2
2

х

у

= ± + 

= −




 – решения системы (1.63), при этом 5 2 2.λ = − +   

5 2 2
2
5 2 2
2

х

у

= ± − 

= ± +


 – решения системы (1.64), при этом 5 2 2.λ = − −  

Таким образом, стационарные точки функции Лагранжа: 
 

(1) (2)

(3) (4)

5 5 5 52 2 , 2 2 , 5 2 2 , 2 2 , 2 2 , 5 2 2 ,
2 2 2 2
5 5 5 52 2 , 2 2 , 5 2 2 , 2 2 , 2 2 , 5 2 2 .
2 2 2 2

М М

М М

   + − − − + − + − − +   
   
   − + − − − − − + − −   
   

 

 

 
Точки, “подозрительные” на условный экстремум: 

 

(1) (2)

(3) (4)

5 5 5 52 2 , 2 2 , 2 2 , 2 2 ,
2 2 2 2
5 5 5 52 2 , 2 2 , 2 2 , 2 2 .
2 2 2 2

М М

М М

   + − − − + −   
   
   − + − − − +   
   

 

3 .  Второй дифференциал функции Лагранжа в точках ( ) ( 1,2,3,4)jМ j =  
имеет вид: 

 
2 2 2

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2
2 2( ) ( )( ) 2 ( ) ( )( )j j j jL L Ld L M M dx M dxdy M dy

x yx y
∂ ∂ ∂

= + + =
∂ ∂∂ ∂

     

 
( ) 2 ( ) 2 2

2

(6 2 )( ) 8 (14 2 ) ( ) 4{( 1 2)( ) 2

(1 2)( ) }.

j jdx dxdy dy dx dxdy

dy

= + λ + + + λ = − ± + +

±
 

Таким образом, 

 2 ( ) 2( ) 4( 1 2)[ (1 2) ] .jd L M dx dy= − ± + ±   (1.62)  

Отметим, что в формуле (1.62) при j = 1,2 необходимо брать знак “+”, а 
при j = 3,4 – знак “–“. 

Далее, из формулы (1.62) следует, что если (1 2) , тоdx dy= − ±  
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2 ( ) 2 ( )( ) 0, . . ( )j jd L M т е d L M=   не является ни положительно опреде-
ленной, ни отрицательно определенной квадратичной формой.  

Таким образом, для дальнейшего исследования с помощью условия связи 
необходимо установить зависимость между дифференциалами dx и dy в точках 

( ).jМ  

4 .  Из условия связи имеем 2x dx+2y dy = 0, т.е. при 0 .xу dy dx
y

≠ = −  

Отсюда в точках ( )jM  

 (1 2) .dy dx= ±   (1.63) 

Здесь при 1,2 знак " ", а при 3,4 знак " ".j j= + = − −  Тогда 

 2 ( ) 2 2( ) 4( 1 2)[ (1 2) ]jd L M dx dx= − ± + ±   (1.64) 

для всех дифференциалов dx и dy, связанных соотношением (1.63). 
Из (1.64) следует, что  

 2 ( ) 2 ( )( ) 0 при 1,2 ( ) 0 при 3,4,j jd L M j и d L M j> = < =   

т.е. точки (1) (2)M и М  являются точками строгого условного миниму-
ма функции f(x,y), а точки (3) (4)М и М −точками строгого условного макси-
мума. 

Замечание 2. Этот результат совпадает с результатом, полученным при 
применении метода Б. Из рассмотренных способов решений этой задачи видно, 
что способ Б проще. Но нередко встречаются задачи, где способы А и Б не ра-
ботают. Тогда остается применить способ В (метод множителей Лагранжа). 

1.14. Задача отыскания наибольшего и наименьшего значений 
функции, заданной в замкнутой ограниченной области 

Пусть функция f(x,y) непрерывна в замкнутой ограниченной области 
2.G R⊆ Тогда согласно теореме Вейерштрасса функция f(x,y) в области G при-

нимает максимальное и минимальное значения. Требуется найти эти значения. 
Изложим алгоритм решения этой задачи. 
1 .  Находим стационарные точки ( , ), ( 1,2, , )i i iN x y i n=   функции  
f(x,y), лежащие внутри области G. Вычисляем ( , ), 1,2, , .i if x y i n=   
Из этих чисел выбираем наибольшее и наименьшее: 

 
11

max ( , ), min ( , ).i i i ii ni n
M f x y m f x y

≤ ≤≤ ≤
= =



  

2 .  Найдем максимальное и минимальное значения функции f(x,y) 
на границе G∂  области G.  
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Пусть граница G∂  состоит из конечного числа гладких кусков 
( 1,2, , ).jG j k∂ =   Обозначим 

 
( , )( , )

max ( , ), min ( , ), 1,2, , .j j x y Gjx y Gj
M f x y m f x y j k

∈∂∈∂
′ ′= = =   

Так как переменные х и у на каждой части jG∂  взаимосвязаны 
( ( , ) 0),j x yj =  то отыскание величин j jM и m′ ′  является задачей на отыскание 
условного экстремума функции f(x,y), если ( , ) 0, ( , ) .j jx y x y Gj = ∈∂  Далее 
имеем  
 

( , ) 1( , ) 1
max ( , ) max , min ( , ) min .j jx y G j kx y G j k

M f x y M m f x y m
∈∂ ≤ ≤∈∂ ≤ ≤

′ ′ ′ ′= = = =  

3 .  Ответ: ( , )

( , )

max ( , ) max{ , },

min ( , ) min{ , }.
x y G G

x y G G

M f x y M M

m f x y m m
∈ ∪∂

∈ ∪∂

′≡ =

′≡ =





 



31 

2. Решение типовых задач 

Задача 1. Найти частные производные первого и второго порядков функции 
u = sin (2x + 5y + 3). 

Решение.  

Фиксируем переменную y.Тогда 2cos(2 5 3).u x y
x
∂

= + +
∂

 

Фиксируем переменную x. Получим 5cos(2 5 3).u x y
y
∂

= + +
∂

 

Аналогично  

 

2

2

2 2

2

2

4sin (2 5 3),

10sin (2 5 3),

25 sin (2 5 3).

u x y
x

u u x y
x y y x

u x y
y

∂
= − + +

∂
∂ ∂

= = − + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂
= − + +

∂

 

Задача 2. Найти дифференциалы первого и второго порядков функции 
31 .u x y= +   

Решение.  
Имеют место следующие формулы: 

 ,u udu dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

  (2.1) 

 
2 2 2

2 2 2
2 22 .u u ud u dx dx dy dy

x yx y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂∂ ∂

  (2.2) 

Таким образом, решение задачи сводится к нахождению производных перво-
го и второго порядков заданной функции и подстановке их в формулы (2.1) и 
(2.2). 

Имеем 
2

3
3

31 , .
2 1

u u xyy
x y y
∂ ∂

= + =
∂ ∂ +

 Отсюда (см. (2.1)) 

 
2

3
3

31 .
2 1

xydu y dx dy
y

= + +
+

 

Далее, 
2 2 2 2 3

2 2 33 3 2

3 3 ( 4)0, , .
2 1 4(1 )

u u y u xy y
x yx yy y

∂ ∂ ∂ +
= = =

∂ ∂∂ ∂+ +
 Тогда (см. (2.2)) 
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2 3

2 2
1 33 32 2

3 3 ( 4) .
(1 ) 4(1 )

y xy yd u dxdy d y
y y

+
= +

+ +
 

Задача 3. Найти дифференциалы первых двух порядков сложной функции 
( , ),u = ϕ ξ η  если ( , )ϕ ξ η  – дважды непрерывно дифференцируемая функция, 
2 2 2 2, ,x y x yx = + η = −  а х и у – независимые переменные. 

Решение. Задача сводится к нахождению производных  
2 2 2

2 2, , , ,u u u u u
x y x yx y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 и использованию формул (2.1) и (2.2). Имеем 

 2 2 ,u x x
x x x
∂ ∂ϕ ∂x ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂ϕ

= + = +
∂ ∂x ∂ ∂η ∂ ∂x ∂η

  (2.3) 

 2 2 .u y y
y y y
∂ ∂ϕ ∂ξ ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂ϕ

= + = −
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

  (2.4) 

Отсюда и из формулы (2.1) получим 

 2 2 .du x dx у dу
   ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

= + + −   ∂x ∂η ∂x ∂η   
 

Далее, 

 
2

2 2 2 2 2 2 2 ,u x x x x
x x xx
     ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ

= + = + + +     ∂ ∂x ∂η ∂x ∂ ∂x ∂η ∂ ∂η∂      
 (2.5) 

  
2 2

22 2 2 2 ,x x x x
x
     ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ

= + = +     ∂ ∂x ∂x ∂x ∂η ∂η ∂x ∂η∂x     
  (2.6)  

 
2 2

22 2 2 2 .x x x x
x
     ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ

= + = +     ∂ ∂η ∂x ∂η ∂η ∂η ∂x∂η ∂η     
  (2.7) 

Подставляя (2.6),(2.7) в (2.5), получим  

 
2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2u x x x x x x
x

   ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
= + + + + + =   ∂x ∂x∂η ∂η ∂x∂η∂ ∂x ∂η   

 

 
2 2 2

2
2 24 2 2 ,x

   ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ
= + + + +   ∂x∂η ∂x ∂η∂x ∂η   

 (2.8) 
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2

2 2 2 2u u y y y y
x y x y x x x

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ
= = − = − =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂x ∂η ∂ ∂x ∂ ∂η       

 

  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 2 2 4 .y x x y x x xy
     ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ

= + − + = −     ∂x∂η ∂x∂η∂x ∂η ∂x ∂η     
 (2.9) 

Наконец, 

 
2

2 2 2 2 2u u y y y
y y y yy

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ
= = − = + −      ∂ ∂ ∂ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂ ∂ξ∂       

 

  2 2 ,y
y

  ∂ϕ ∂ ∂ϕ
− +  ∂η ∂ ∂η  

  (2.10)  

 
2 2

22 2 2 2 ,y y y y
y
     ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ

= − = −     ∂ ∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂ξ∂η∂ξ     
  (2.11) 

 
2 2

22 2 2 2 .y y y y
y
     ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ

= − = −     ∂ ∂η ∂ξ ∂η ∂η ∂η ∂ξ ∂η ∂η     
  (2.12) 

Подставляя (2.11) и (2.12) в (2.10), получим 

 
2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2u y y y y y y
y

   ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
= + − − − − =   ∂ξ ∂ξ∂η ∂η ∂ξ∂η∂ ∂ξ ∂η   

  

  
2 2 2

2
2 24 2 2 .y

   ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ
= − + + −   ∂ξ∂η ∂ξ ∂η∂ξ ∂η   

  (2.13) 

Равенства (2.2), (2.8), (2.9) и (2.13) дают 

 

2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 2 2
2

2 2

4 2 2 8

4 2 2 .

d u x dx xy dxdy

y

     ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
= + + + + + − +     ∂x∂η ∂x ∂η ∂x∂η∂x ∂η ∂x      

    ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ
+ − + + −    ∂x∂η ∂x ∂η∂x ∂η    

 

Задача 4. Найти первую и вторую производные функции y(x), заданной не-
явно:  

 0.x ye y x+ + − =   (2.14)  

Решение. Чтобы найти ,xy′ уравнение (2.14) дифференцируем полным обра-
зом по переменной x, т.е. в процессе дифференцирования уравнения (2.14) по-
лагаем x независимой переменной, а у = у(х) – функцией переменной x. Имеем 
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 (1 ) 1 0.x ye y y+ ′ ′+ + − =   (2.15) 

Отсюда 

 1 .
1

x y

x x y
ey
e

+

+
−′ =
+

 

Чтобы найти xxy′′  уравнение (2.15) продифференцируем полным образом по 
переменной x: 

 2(1 ) 0 .x y x ye y e y y+ +′ ′′ ′′+ + + =  

Тогда 

 
2

3
(1 ) 4 .

1 (1 )

x y x y
x

xx x y x y
e y ey

e e

+ +

+ +

′+′′ = − = −
+ +

 

Задача 5. Найти 0 0 0( ), ( ), ( )y x y x y x′ ′′ ′′′  для неявной функции у(х), удовлетво-
ряющей условию 0 0( )y x y= : 

 2 2 4 4
0 03 2 1, 0, 1.x y x y x y− + = = = −   (2.16) 

Решение. Уравнение (2.16) дифференцируем полным образом по переменной 
x (см. задачу 4): 

 2 2 3 36 6 8 4 0 ,xy x yy x y y′ ′+ − + =   

или 

 2 2 3 33 3 4 2 0 .xy x yy x y y′ ′+ − + =   (2.17) 

В равенство (2.17) подставляем х = 0, у = –1 : 2 (0) 0 .у′ = Отсюда 

 (0) 0 .у′ =  

Далее, уравнение (2.17) дифференцируем полным образом по переменной x: 

 2 2 2 2 2 2 2 33 6 6 3 ( ) 3 12 6 ( ) 2 0,y xyy xyy x y x yy x y y y y′ ′ ′ ′′ ′ ′′+ + + + − + + =  

или 

 2 2 2 2 2 2 23( 4 ) 12 3( 2 )( ) (3 2 ) 0.y x xyy x y y y x y y′ ′ ′′− + + + + + =  (2.18) 

В равенство (2.18) подставляем х = 0, у = –1, (0) 0.у′ =  Тогда 3(0) .
2

у′′ =  

Далее, действуя аналогично, получим : (0) 0 .у′′′ =  
 
Задача 6. Найти частные производные первого и второго порядков функции 

z(x,y), заданной неявно:  
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 ln 1.x z
z y
= −   (2.19) 

Решение. Из равенства (2.19) имеем: 
 ln ln .x z z z y z= − −   (2.20) 

Отметим, что в равенстве (2.20) x и y – независимые переменные, z = z(x,y). 

Чтобы найти z
x

∂
∂

 равенство (2.20) продифференцируем по переменной x: 

 11 ln ln ,z z z zz z y
x z x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= + ⋅ ⋅ − −
∂ ∂ ∂ ∂

  

или 

 1 ln lnz zz y
x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

,  (2.21) 

Отсюда 

 1 .
ln ln

z
x z y
∂

=
∂ −

  (2.22) 

Из равенств (2.19) и (2.22) следует 

 .z z
x x z
∂

=
∂ +

  (2.23) 

Точно так же, дифференцируя равенство (2.20) по переменной y, получим 

 0 ln ln .z z zz y
y y y
∂ ∂

= − −
∂ ∂

  (2.24) 

Тогда ,
(ln ln )

z z
y y z y
∂

=
∂ −

 

или, с учетом равенства (2.19), 

 
2

.
( )

z z
y y x z
∂

=
∂ +

  (2.25) 

Чтобы найти 
2

2
z

x
∂
∂

 равенство (2.21) продифференцируем по переменной x: 

 
22 2

2 2
10 ln ln .z z zz y
z xx x
 ∂ ∂ ∂

= + − ∂∂ ∂ 
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Отсюда 

2

2

2 ,
(ln ln )

z
xz

z z yx

 ∂
 ∂∂  = −

−∂
 

или, с учетом равенств (2.19) и (2.23) 

 
2 2

2 3 .
( )

z z
x x z
∂

= −
∂ +

  (2.26) 

Аналогично, дифференцируя равенство (2.21) по переменной y или равенство 
(2.24) по переменной x, получим 

 
2 2

1 1

,
ln ln

z z z
z z y x z x y

x y y x z y

∂ ∂ ∂−
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂ −

 

или 

 
2 2

3 .
( )

z z x
x y y x z
∂

=
∂ ∂ +

  (2.27) 

Точно так же из (2.24), (2.19) и (2.25) следует 

 
2 2 2

2 2 3 .
( )

z x z
y y x z
∂

= −
∂ +

  (2.28) 

Формулы (2.23), (2.25) – (2.28) дают ответ задачи. 
 

Задача 7. Найти второй дифференциал в точке 0( , )
2

M π
π  функции 

z = z(x, y), заданной неявно, 0( ) 1z M = : 

 2 4 sin .x y z xyz− + =   (2.29) 

Решение. Имеем 

 
0 0 0 0

2 2 2
2 2 2

2 2( ) 2 ( ) .M M M M
z z zd z dx dxdy dy

x yx y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂∂ ∂

  (2.30) 

Отсюда следует, что задача сводится к вычислению вторых частных произ-
водных в точке 0M  функции z = z(x,y), заданной неявно. 

Из равенства (2.29) получаем 

 2 cos .z zxyz y z x
x x

 ∂ ∂
+ = ⋅ + ∂ ∂ 

  (2.31) 
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Полагая здесь , , 1,
2

x y zπ
= π = =  получим 

 
0

2.M
z
x
∂

= −
∂

  (2.32) 

Аналогично из равенства (2.29) следует 

 4 cosz zxyz x z y
y y

 ∂ ∂
− + = ⋅ + ∂ ∂ 

 . (2.33) 

и  

 
0

4.M
z
y
∂

=
∂

  (2.34) 

Дифференцируя равенство (2.31) по переменной x, получим 

 
22 2

2 2sin ( ) cos( ) 2 .z z z zy xyz y z x xyz x
x xx x

   ∂ ∂ ∂ ∂ = − ⋅ + + ⋅ +  ∂ ∂∂ ∂     
 

Тогда 

 
0

2
2

2 (2 1) .
4M

z
x
∂ π

= − π −
∂

  (2.35) 

Теперь, дифференцируя равенство (2.31) по переменной y, получим 

 

2

2

sin cos

cos

z z z zxyz x z y y z x xyz z x
x y y x x

z zxyz y x
y x y

     ∂ ∂ ∂ ∂
= − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 ∂ ∂
+ ⋅ + ∂ ∂ ∂ 

 

и 

 ( )0

2

1 4 1 2 (4 1).
2 2 2M

z
x y

 ∂ π π π
= − + ⋅ − π ⋅ = π − 

∂ ∂  
  (2.36) 

Аналогично из равенства (2.33) (дифференцированием его по переменной y), 
получаем 

 
22 2

2 2sin cos 2z z z zx x xyz z y xyz y
y yy y

   ∂ ∂ ∂ ∂ = − ⋅ + + ⋅ +  ∂ ∂∂ ∂     
 

и 
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0

2
2

2 (2 1) .M
z

y
∂

= − π π +
∂

  (2.37) 

Подставляя (2.35) – (2.37) в формулу (2.30), получим 

 
0

2 2 2 2 2(2 1) (4 1) (2 1) .
4Md z dx dxdy dyπ

= − π − + π π − − π π +  

Это ответ. 
 
Задача 8.  
а) Приняв y за новую независимую переменную, а x – за функцию от y, пре-

образовать уравнение 

 3 3( ) 0.y y y x′′ ′ ′− − =   (2.38) 

Решение. 
По теореме о производной обратной функции имеем 

 1 .x
y

y
x

′ =
′

  (2.39) 

Далее, используя теорему о производной сложной функции, получим 

 2 3
`

1 1 1 1( ) ( ) .
( ) ( )

yy
xx x x x y x yy

y y yy yy

x
y y y y x

x x xx x

′
  ′′

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′= = ⋅ = ⋅ = − ⋅ ⋅ = −  ′ ′ ′′ ′ 
 (2.40) 

Из равенств (2.38) – (2.40) следует 

 2 3( ) 0.yy yx x x′′ ′+ + =  

Ответ: 2 3( ) 0 .x x x′′ ′+ + =  
б) Вводя новые переменные, преобразовать обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение 

 2 2
3 ,

( 1) ( 2)
yy

x x
′′ =

− −
  (2.41) 

 1, ln , ( ).
2 2

y xu t u u t
x x

−
= = =

− −
  (2.42) 

Решение.  
Из первого равенства (2.42) следует 

 ( 2) .x xy u x u′ ′= − +   (2.43) 

Далее из второго равенства (2.42) получаем 
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 1 1 .
1 2 ( 1)( 2)

t
x t x t

uu u t u
x x x x

′ ′ ′ ′ ′= = − = − − − − − 
  (2.44) 

Равенство (2.43) дает нам 
 ( 2) 2 .xx xx xy u x u′′ ′′ ′= − +   (2.45) 

Далее, 2 2 2 2
1 1 1 1 (2 3)( ) .

1 2 ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
tt t

xx t x t
u x uu u u

x x x x x x
′′ ′  + − ′′ ′ ′ ′= − + − + =  − − − − − −   

 От-

сюда и из равенств (2.44), (2.45) следует  

 2 2
(2 3) 2 .

( 1)( 2)( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
tt t t tt t

xx
u x u u u uy

x xx x x x
′′ ′ ′ ′′ ′+ − −′′ = − =

− −− − − −
  (2.46) 

Учитывая равенства (2.42) и (2.46), из уравнения (2.41) получим 
 3 .u u u′′ ′− =   (2.47) 

Напомним, что в уравнении (2.47) дифференцирование производится по пе-
ременной t. 

 
Задача 9. 
а) Приняв u и v за новые независимые переменные, преобразовать следующее 

уравнение: 

 2 2( ) 0,xx xy yy x yxy z x y z xy z y z x z− + + + + =   (2.48) 

 2 21 ( ), .
2

u x y v xy= + =   (2.49) 

Решение. Имеем 
 ,x u x v x u vz z u z v x z y z= + = +   (2.50) 

 .y u y v y u vz z u z v y z x z= + = +  (2.51)  

Отсюда 
 ( ) ( ) [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]xx u u x v x u u u u v v u v vz z x z y z z x z y z y x z y z= + + = + + + + =  
  2 22 ,uu uv vv ux z xy z y z z= + + +  (2.52) 

 ( ) ( ) [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]xy u y v v y u u u v v v u v vz x z z y z x y z x z z y y z x z= + + = + + + + =  

  2 2( ) ,uu uv vv vxy z x y z xy z z= + + + +  (2.53) 

 ( ) ( ) [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]yy u u y v y u u u u v v u v vz z y z x z z y y z x z x y z x z= + + = + + + + =  

  2 22 .uu uv vv uy z xy z x z z= + + +  (2.54) 
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Подставляя (2.50) – (2.54) в уравнение (2.48) и проводя необходимые преоб-
разования, получим 

 2 2 2 2 2[4 ( ) ] 4 0.uv ux y x y z xy z− + + =  

Отсюда и из равенств (2.49) следует 

 2 2( ) 0.uv uv u z v z− + =  

Ответ: 2 2( ) 0.uv uv u z v z− + =  
б) Приняв u и v за новые независимые переменные, а w – за новую функцию 

от u и v, преобразовать к новым переменным уравнение 
 2 2 4 4 0,xx xy yy x yz z z z z z+ + + + + =   (2.55) 

 2 , , .x yu y x v x z we− −= − = =   (2.56) 

Решение. Из равенств (2.56) имеем 

 ( ) , ( ) ,x y x y
x x y yz w w e z w w e− − − −= − = −   (2.57) 

 ( 2 ) , ( ) ,x y x y
xx xx x xy xy x yz w w w e z w w w w e− − − −= − + = − − +  

( 2 ) .x y
yy yy yz w w w e− −= − +   (2.58) 

Подставляя (2.57) и (2.58) в уравнение (2.55), после некоторых преобразова-
ний получим 
 2 2 2 2 0.xx xy yy xw w w w w+ + − − =   (2.59) 

Далее, равенства (2.56) нам дают  
 , 2 , 2 2 , 4 .x u v xx uu uv vv xy uu uv yy uuw w w w w w w w w w w w= − + = − + = − + =  

Отсюда и из уравнения (2.59) следует 
 0.uu vv u vw w w w w+ + − − =  

Ответ: 0.uu vv u vw w w w w+ + − − =  
 
Задача 10.  

а) Найти угол между градиентами скалярных полей 3 4 1( , , )
6

u x y z
x y z

= + −  и 

3 2
zv

x y
=  в точке 0

11,2, .
6

M  
 
 

 

Решение. Имеем 
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 2 2 2
3 4 1grad , , , .

, 6
u u uu
x y z x y z

  ∂ ∂ ∂
= = − −  ∂ ∂ ∂   

  

Отсюда 
0

grad ( 3, 1, 6).Mu = − −  Далее 

4 2 3 3 3 2
3 2 1grad , , , , .v v v z zv

x y z x y x y x y
  ∂ ∂ ∂

= = − −  ∂ ∂ ∂   
 Отсюда  

0

3 1 1grad , , .
44 6 4 6Mv  = − − 

 
 Наконец, 

 0 0

0 0

4
(grad ,grad ) 6cos 1,1grad grad 4

6

M M

M M

u v

u v
ϕ = = =

⋅ ⋅
  

здесь ϕ −  искомый угол между градиентами скалярных полей u и v в точке 
0.M   

Отсюда 0ϕ = , т.е. в точке 0М  градиенты заданных скалярных полей сона-
правлены. 

Ответ: 0.ϕ =  
б) Найти производную скалярного поля 2( , , ) 2 arctg ( )u x y z z x y= + −  в точке 

0(1,2, 1)M −  по направлению вектора (1,2, 2).l −


 
Решение. Для решения поставленного вопроса используем формулу 

 ( )0 0 0grad , ,M M
u u l
l

∂
=

∂

d

  (2.60) 

где 0l −


 орт вектора .l


 Имеем 

 
0 0 0 0 0 0 02 2

2 2grad , , , ,2
1 ( ) 1 ( )M M M M M M M

u u uu z
x y z x y x y

  ∂ ∂ ∂
= = − =  ∂ ∂ ∂ + − + −   

 

  (1, 1, 2).= − −   (2.61) 

Далее, 

 0
1 (1,2, 2).
3

ll
l

= = −




   (2.62) 

Подставляя (2.61) и (2.62) в формулу (2.60), получим 
0

1.M
u
l

∂
=

∂
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Ответ: 
0

1.M
u
l

∂
=

∂
  

Задача 11. Найти касательную плоскость и нормаль к поверхности 

 
2 2 2

1
4 9 16
x y z

+ + =  в точке 0(2,0,0).M  

Решение. Так как координаты точки 0M  удовлетворяют уравнению заданной 
поверхности, то точка 0M  действительно принадлежит этой поверхности. Да-
лее, вектор 

 
0

2 2 2

grad ( , , ) 1
4 9 16M
x y zN F F x y z

 
= = + + − 

 

d

  

является нормальным вектором касательной плоскости и одновременно 
направляющим вектором нормали к поверхности в точке 0.M  Таким образом, 

 
0 0 0

2, , (1,0,0).
2 9 8M M M
x y zN  = = 

 



  

Значит, уравнение касательной плоскости 2x =  и канонические уравнения 
нормали 

 2 .
1 0 0

x y z−
= =  

Ответ: 2;x = 2 .
1 0 0

x y z−
= =  

 
Задача 12. Найти локальные экстремумы функции 

 23 2 8 8.u x x y y x= − + − +  

Решение. Используя необходимое условие существования экстремума  
ФНП, находим точки, «подозрительные» на экстремум. Их координаты яв-

ляются решениями системы 

 0, 0,u u
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

т.е. в нашем случае 

 
6 2 8 0,

1 0.

x y
x
y

 − − =

− + =


  (2.63) 
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Система (2.63) имеет единственное решение (2,4). Таким образом, мы полу-
чили единственную точку 0(2,4)M , «подозрительную» на экстремум.  

Теперь используем достаточное условие существования экстремума. Имеем 

 
0 0 0 0 0

2 2 2

2 2
1 1 1 16, , .

2 82M M M M M
u u uA B C

x yx yy y y
∂ ∂ ∂

= = = = − = − = = =
∂ ∂∂ ∂

 

Отсюда 2 1 0.
2

AC B∆ = − = >  

Следовательно, точка 0(2,4)M  является точкой экстремума исследуемой 
функции, причем т.к. 0,A >  0M −  точка минимума и 

 min (2,4) 0.u u= =  

Ответ: min (2,4) 0.u u= =  
 
Задача 13. Найти локальные экстремумы функции двух переменных, заданной 

неявно (z = z(x,y)): 

 2 2 22 3 4 2 4 9 0.x y z yz x y+ + + − + − =   (2.64) 

Решение. Чтобы найти точки, «подозрительные» на экстремум, воспользу-
емся необходимым условием существования экстремума ФНП ( 0).x yz z′ ′= =  
Отметим, что в равенстве (2.64) x  и y  – независимые переменные, а ( , ).z z x y=  

Сначала равенство (2.64) продифференцируем по переменной x: 
 2 6 4 2 0.x xx z z y z′ ′+ ⋅ + − =   (2.65) 

Отсюда, учитывая, что в “подозрительной” точке 0,xz′ =  получим 

 2 2 0,x − =  т.е . 1.x =   (2.66)  

Аналогично, дифференцируя равенство (2.64) по переменной y, имеем 
 4 6 4 4 4 0,y yy z z z y z′ ′+ ⋅ + + + =   (2.67) 

что с учетом того, что 0yz′ =  дает нам 

 4 4 4 0.y z+ + =   (2.68) 

Уравнения (2.64),(2.66) и (2.68) объединяем в систему: 

 
2 2 2

1,
1 0

x  2y 3 4 2 4 9 0.

x
y z

z yz x y

 =
 + + =
 + + + − + − =

  (2.69) 

Система (2.69) имеет два решения: 1(1, 7,6)M −  и 2(1,1, 2)M −  – это точ-
ки,”подозрительные” на экстремум. 
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Для дальнейшего исследования используем достаточное условие существо-
вания экстремума. 

Применяя правило дифференцирования неявно заданной функции, из ра-
венств (2.65) и (2.67) получим 

 1 2, 0, .
3 2 3 2i i i i ixx M M xy M yy M Mz z z

z y z y
′′ ′′ ′′= − = = −

+ +
 

Здесь мы учли, что 0; 1, 2.
i ix M y Mz z i′ ′= = =  Отсюда 

 2
2

2( ) 0.
(3 2 )i i i iM xx M yy M xy Mz z z

z y
′′ ′′ ′′∆ = ⋅ − = >

+
 

Следовательно, каждая точка ( 1, 2)iM i =  является точкой строгого экстре-
мума заданной неявной функции. 

Далее, так как 
1

0,xx Mz′′ <  то точка 1(1, 7,6)M −  – точка строгого максимума: 

max (1, 7) 6;z z= − =  так как 
2

0,xx Mz′′ >  то точка 2(1,1, 2)M −  – точка строгого ми-
нимума: min (1,1) 2.z z= = −  

Ответ: min max(1,1) 2, (1, 7) 6.z z z z= = − = − =  
 
Задача 14. Найти точки условного экстремума заданной функции ( , ).u u x y=  
а) ( , ) ,u x y xy=  если 

 1.x y+ =   (2.70) 

Решение. В данном случае условие связи (2.70) таково, что можно выразить 
переменную y через переменную x: 
 1 .y x= −   (2.71) 

Подставляя (2.71) в функцию ( , ),u x y  получим 

 ( ,1 ) (1 ) ( ).u x x x x v x− = − ≡  

Таким образом, задача на условный экстремум функции ( , )u x y  свелась к за-
даче на безусловный экстремум функции ( ).v x  Имеем 

 0 0
1( ) 1 2 0, , ( ) ( ) 2 0.
2

v x x x v x v x′ ′′ ′′= − = ⇒ = = = − <  
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Отсюда следует, что точка 0
1
2

x =  является точкой максимума функ-

ции max
1 1( ) :
2 4.

v x v v = = 
 

 Тогда точка 0
1 1,
2 2

M  
 
 

 есть точка условного макси-

мума функции .max
1 1 1( , ) : , .
2 2 4услu x y u u = = 

 
 

Ответ: .max
1 1 1, .
2 2 4услu u = = 

 
 

б) ( , ) ,u x y xy=  если 

 2 2 1.x y+ =   (2.72) 

Решение. Параметризуем условие связи (2.72): 
 cos , sin , [0,2 ].x t y t t= = ∈ π   (2.73) 

Подставляя (2.73) в функцию ( , )u x y , получим 

 1(cos ,sin ) cos sin sin 2 ( ), [0,2 ].
2

u t t t t t v t t= = ≡ ∈ π  

Таким образом, задача на условный экстремум функции ( , )u x y  свелась к за-
даче на безусловный экстремум функции ( ),v t  определенной на 

ке[0,2 ].π Так как 1( ) sin 2 ,
2

v t t=  то совершенно очевидно, что 

min max
3 7 1 5 1, .
4 4 2 4 4 2

v v v v v vπ π π π       = = = − = = =       
       

 

Тогда 

 
.min

.max

2 2 2 2 1, , ,
2 2 2 2 2

2 2 2 2 1, , .
2 2 2 2 2

усл

усл

u u u

u u u

   
= − = − = −   

   
   

= = − − =   
   

 

Ответ: 

.min
2 2 2 2 1, , ,

2 2 2 2 2услu u u
   

= − = − = −   
   

.max
2 2 2 2 1, , .

2 2 2 2 2услu u u
   

= = − − =   
   

 

в) ( , ) ,u x y xy=  если 
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 3 3 4 0.x y xy+ − =   (2.73)  

Решение. При условии связи (2.73) целесообразно применить метод множи-
телей Лагранжа (см. пример 1.12, стр. 25). Функция Лагранжа имеет вид 

 3 3( , , ) ( 4 )L x y xy x y xyλ = + λ + −   (2.74) 

Далее, 

 23 4 0,L y x y
x

∂
= + λ − λ =

∂
  (2.75) 

 23 4 0,L x y x
y
∂

= + λ − λ =
∂

  (2.76) 

 3 3 4 0.L x y xy∂
= + − =

∂λ
  (2.77) 

Решениями системы (2.75) – (2.77) являются (0,0, ),M Rλ λ∈  и 0
12,2, .
2

M  − 
 

 

Сначала докажем, что точка (0,0) не может быть точкой экстремума функции 
( , )u x y  при условии (2.73).  
Имеем (0,0) 0.u =  Далее в любой окрестности точки М(0,0) непрерывная кри-

вая (2.73) имеет точки как в 1-й четверти, так и во 2-й и 4-й четвертях. Но в 1-й 
четверти на кривой (2.73) ( , ) 0,u x y >  т.е. ( , ) (0,0);u x y u>  во 2-й и 4-й четвертях 
на кривой (2.73) ( , ) 0,u x y <  т.е. ( , ) (0,0).u x y u<  Тогда, согласно определению 
точки условного экстремума, точка М(0,0) не является точкой условного экс-
тремума функции ( , ).u x y  

Теперь рассмотрим точку 0
12,2, .
2

M  − 
 

 Имеем 

 
0

0 0 0

2 2 2
2 2 2 2 2

2 22 6( ) 0.M
M M M

L L Ld L dx dx dy dy dx dx dy dy
x yx y

∂ ∂ ∂
= + + = − − + <

∂ ∂∂ ∂
 

Очевидно, что квадратичная форма в скобках является положительно опре-
деленной. Следовательно, 

0

2 0Md L <  и точка (2,2)M  есть точка условного 
максимума функции .max( , ) : (2,2) 4.услu x y xy u u= = =  

Ответ: .max (2,2) 4.услu u= =  
Задача 15. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

 2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + − +  в области 2 2 2{( , ) : 25, 5}.G x y R x y x y= ∈ + ≤ − ≤  
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Решение. Сначала на координатной плоскости изобразим область G, в кото-
рой исследуется заданная функция f(x,y). Обозначим: 

2
1

3{( , ) : 5, 0 }.
2

x y R π
Γ = ∈ ρ = ≤ ϕ ≤  Здесь ( , )ρ ϕ −  полярные координаты точки 

( , ).x y   
Напомним, что cos , sin .x y= ρ ϕ = ρ ϕ  Далее, обозначим 

2
2 {( , ) : 5, 0 5}.x y R y x xΓ = ∈ = − ≤ ≤  Таким образом, 1 2;G G∂ = GG  ∂ −G  гра-

ница области G. 
1 .  Ищем стационарные точки функции ( , ).f x y  Имеем 

 2 12 0, 2 16 0.f fx y
x y
∂ ∂

≡ − = ≡ + =
∂ ∂

  (2.78) 

                                                        y 
 
 
                                           G 
 
                                       
                                                                                              x 
                                                                         B(5, 0) 
                                       1G                                  2G  
                                                             A(0, –5) 
                                                               
 

 
 
         0 

 

Рис. 2.1 

Система уравнений (2.78) имеет единственное решение 0(6 8);М −  но эта 
точка не принадлежит области .G  

2 .  Исследуем функцию ( , )f x y  на границе .G∂  
Так как граница G∂  состоит из двух частей 1Γ  и 2,Γ  по-разному выражаю-

щихся аналитически, то исследуем функцию ( , )f x y  на каждой из этих частей 
отдельно. Предварительно вычислим значения функции ( , )f x y  в точках стыка 
частей границы 1Γ  и 2Γ  (А(0,–5), В(5,0), см. рис. 2.1): 

 (0, 5) 55, (5,0) 35.f f− = − = −   (2.79) 

а) На части 1Γ  функция 
3( , ) ( cos , sin ) 25 60 cos 80 sin ( ), 0 .
2

f x y f u π
≡ ρ ϕ ρ ϕ = − ϕ+ ϕ ≡ ϕ ≤ ϕ ≤  На отрез-

ке 30,
2
π 

  
 найдем стационарные точки функции 
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( ) : ( ) 60 sin 80 cos 0.u u′ϕ ϕ ≡ ϕ + ϕ =  Отсюда на отрезке 30,
2
π 

  
 получаем един-

ственную стационарную точку 0
4arctg .
3

ϕ = π −  Тогда  

 0( ) ( 3,4) 125.u fϕ = − =   (2.80) 

б) На части 2Γ  функция 2( , ) ( , 5) 2 6 55 ( ), [0,5].f x y f x x x x v x x= − = − − ≡ ∈  
На отрезке [0,5] найдем стационарные точки функции v(x): 

( ) 4 6 0.v x x′ ≡ − =  Отсюда стационарная точка 0
3 [0,5].
2

x  ∈ 
 

Тогда 

 3 3 7 119, .
2 2 2 2

v f   = − = −   
   

  (2.81)  

в) Из найденных значений (2.79) – (2.81) функции ( , )f x y  получим 

 
( , ) ( , )

119( , ) , ( , ) 125.maxmin 2x y G x y G
f x y f x y

∈∂ ∈∂
= − =  

3 .  Учитывая результаты п.п. 1  и 2 ,  окончательно получим 

 
( , ) ( , )

119( , ) , ( , ) 125.maxmin 2x y G G x y G G
f x y f x y

∈ ∪∂ ∈ ∪∂
= − =  

Ответ: 
( , ) ( , )

119( , ) , ( , ) 125.maxmin 2x y G G x y G G
f x y f x y

∈ ∪∂ ∈ ∪∂
= − =  
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3. Задания 

Задача 1. Найти частные производные первого и второго порядков от задан-
ной функции. 

1.1. 3(1 log ) .yu x= +   1.2. .xu xy
y

= +  

1.3. arctg .yu
x

=  1.4. 
3

.yu x y
x

= +  

1.5. ln (3 5 7 ) .u x y= + +  1.6. arctg .
1
x yu

xy
+

=
−

  

1.7. 
2 22 5 .x yu e− +=  1.8. .y xu x y= +  

1.9. 
2cos .xu

y
=   1.10. ln tg .xu

y
=   

1.11. .
yx eu e=   1.12. ln .xu y=  

1.13. ln ( ln ) .u x y= +   1.14. 
2
.yu x=  

1.15. 
2
.xyu e=   1.16. arcsin .u xy=  

1.17. ln ( ).u xy x y= +   1.18. .xyu x=  

1.19. 1 .
3 7

u
x y

=
+

  1.20. sin .xu
y

=  

1.21. 1 .
arctg

u y
x

=   1.22. 

2 2
.xu

x y
=

+
2 0, , , .xx xy yy

y zz z z u x y v w
x x

− + = = + = =   

1.23. 
2

tg .xu
y

=   1.24. (1 ) .yu xy= +  

1.25. ln .
2
yu x
x

 = + 
 

  1.26. 
3 3

2 2 .x yu
x y
+

=
+

 

1.27. 
2 2

2 2
arcsin .x yu

x y

−
=

+
  1.28. sin cos .x yu

y x
=  

1.29. arctg .yu x=   1.30. 2(2 ) .x yu x y += +  
 
Задача 2. Найти дифференциалы первого и второго порядков заданной 

функции. 
2.1. 3 2 .u x y=   2.2. .u xy yz zx= + +  
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2.3. cos( ) .xu e y=   2.4. .y xu x y= +   

2.5. ln .u xyz=   2.6. arctg .xyu
z

=  

2.7. arcsin .u xy=   2.8. 3 3.u x y xy= −  

2.9. 2 .yu x=   2.10. 21 .u x y= +  

2.11. 2cos( ) .u x y= −   2.12. .xu
y

=   

2.13. 2 2 .u x y= +   2.14. 2 2ln .u x y= +  

2.15. .xyu e=   2.16. 2 2 .zu
x y

=
+

 

2.17. sin .xyu
y

=   2.18. 4 2 2 32 .u x y x y xy x y= + + + −  

2.19. 2 3ln ( ) .u xy z=   2.20. 2 2 3(2 1) .u x y x= − +  
2.21. 2 1( 1) .yu x += +   2.22. arccos .u xy=  

2.23. ln tg .xu
y

=   2.24. 3 5 .u xy
x y

= − +  

2.25. .xyu z=   2.26. arctg .
1
x yu

xy
+

=
−

 

2.27. 
3

.x yu e−=   2.28. 2 23 4 .u x y= +  

2.29. 
2

2 2 .
1

x yu
x y

+
=

+ +
  2.30. 3ln ( sin ) .u x xy= +  

 
Задача 3. Найти дифференциалы первых двух порядков сложной функции u, 

если ϕ  - дважды непрерывно дифференцируемая функция и x, y, z – независи-
мые переменные. 

3.1. 2 2( ), .u t t x y= ϕ = −   
3.2. ( , , ), ,u xy= ϕ x η ς x = , .x y x yη = − ς = +  
3.3. ( ), .u t t xyz= ϕ =  

3.4. ( , ), , .xu xy
y

= ϕ x η x = η =  

3.5. ( ), .u t t xy yz zx= ϕ = + +  
3.6. 2 2( , ), , .u x y xy= ϕ x η x = + η =  
3.7. 2 2 2( ), .u t t x y z= ϕ = + +  

3.8. ( , ), , .x yu
y x

= ϕ x η x = η =  
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3.9. ( ), sin3 cos5 .u t t y x x y= ϕ = −  
3.10. 2 2( , ), , .u x y x y= ϕ x η x = + η = +  

3.11. u = ( ), .xt t xy
y

ϕ = +  

3.12. u = ( , ), , .xy yzϕ x η x = η =  

3.13. u = 
3

( ), .yt t x y
x

ϕ = +  

3.14. u = 
2

2( , ), , .x y
y x

ϕ x η x = η =  

3.15. u = ( , ), , .xx
y

ϕ x η x = η =  

3.16. u = ( ), .t t x yϕ = +  
3.17. u = ( , ), 2 , 3 .x yϕ x η x = η = −  

3.18. u = 2 2( ), .t t x yϕ = +  
3.19. u = ( , ), , .x y x yϕ x η x = + η = −  

3.20. u = ( ), .yt t
x

ϕ =  

3.21. u = ( , ), , .x y zϕ x η x = + η =  
3.22. u = 2 2 2( , ), , .x y z x y zϕ x η x = + + η = + +  

3.23. u = ( , ),ϕ ξ η ξ = , .x y
y z

η =  

3.24. u = ( , , ),ϕ ξ η ς ξ = 2 3, , .x x xη = ς =  
3.25. u = ( , , ),ϕ ξ η ς ξ = 2 , 3 , 4 .x y zη = ς =  
3.26. u = ( , , ),ϕ ξ η ς ξ = 2 2 2 2, , 2 .x y x y xy+ η = − ς =  
3.27. u = ( , ),ϕ ξ η ξ = 2, .x y z+ η =  
3.28. u = ( , ),ϕ ξ η ξ = 2 2, .xy x yη = +  
3.29. u = ( , ),ϕ ξ η ξ = tg ( ), cos .x y xy+ η =  
3.30. u = ( , ),ϕ ξ η ξ = 2ln ( ), arcsin .yx e x y+ η =  
 
Задача 4. Найти первую и вторую производные функции y(x), заданной не-

явно. 

4.1. 
2 2

2 2 1.x y
a b

+ =  4.2. .x yy x=  

4.3. ( ) 2sin 0.xyxy e x y− − =  4.4. соs (x + y) + y = 0. 
4.5. sin .y y x− =  4.6. 2 2 2 2 2ln ( ) .x y x y a+ + + =  
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4.7. sin .y y a
x x
+ =  4.8. 2 2 2( ) ( ) .xy xy r−α + −β =  

4.9. 3 32 2 3 1 0.x y xy xy+ − + =  4.10. ln tg .y y a
x x
− =  

4.11. 2 2 2 2 2 2( ) ( ).x y bx a x y+ − = +  4.12. 3 sin 2 cos 1 0.x x
y y
− + =  

4.13. 2 21 ln ( ) arctg 0.
2

yx y
x

+ − =  4.14. 2 12 4 2 2 0.y y yx x x+− ⋅ + − + + =  

4.15. 0.x yx y e ++ − =  4.16. 3 3 3 0.x y axy+ − =  
4.17. x sin y – cos y + cos 2y = 0.  4.18. 2 2 22 .x xy y a+ − =   

4.19. 2 arctg .yy x
x

=  4.20. 3 3 4.x y y x a− =  

4.21. 2 2 4 4 4.x y x y a− − = −  4.22. 0.y x xyxe ye e+ − =  
4.23. 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0.x y a x y+ − − =  4.24. 2 3 2 3 2 3.x y a+ =   

4.25. xy – ln y = a. 4.26.arctg 0.x y y
a a
+

− =   

4.27. 2 .yx y e=  4.28. 0.x yy e e+ =   

4.29. 3 3 12.x y x y+ + + =  4.30. 3 3 1 4 4,2.
5

x y x y+ − + =  

 
Задача 5. Найти 0 0 0( ), ( ), ( )y x y x y x′ ′′ ′′′  для неявной функции y(x), удовлетво-

ряющей условию 0 0.( )y x y=  

5.1. 2 2
0 03, 1.x xy y x y+ + = = =  

5.2. 2 3
0 0.sin 1, 0, 1.y x x y x y+ + = = =  

5.3. 0 0
5 1 52 sin 2 0, , .

2 2
y y x x yπ + π
+ − = = =  

5.4. 2 2
0 02 1, 0, 1.x xy y x y x y− + + − = = =  

5.5. 0 0
1ln 1, 2, .
2

xy xy x y+ = = =  

5.6. 0 0
1 10, , .
2 2

x ye y x x y+ + − = = = −  

5.7. 0 0
4arctg , , 1.

4
y x y x y− π
= + = =  

5.8. 0 0arctg , 2.
4

xx y x y
y

π
− + = = =  

5.9. 2 2
0 05 2 24 0, 2, 3.x y xy x y x y+ + − + + = = = −  
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5.10. 4 4
0 021, 1, 5.x xy y x y− + = = =  

5.11. 2 3
0 0( ) (2 ) 125, 4 3.x y x y x y+ + = = = −  

5.12. 0 0, 0, 1.
x
yy e x y

−
= = =  

5.13. 2 2
0 07 30 0, 7, 6.x y x y x y+ − + − = = = −  

5.14. 0 01 , 0, 2.xy y x y= + = =  
5.15. 2 2

0 02 2 3 6 0, 4, 5.x xy y x y x y− + + − + = = =  

5.16. ( )
2

2 2
0 0

1ln 1 2arctg , 1.yx y x y
x
−

+ − = = =  

5.17. 0 0ln 0, 1, 0.xy ch xy x y− = = =  
5.18. 0 0sin , , .x y y x y k k Z= −α = = π ∈  
5.19. 2 2

0 02 4 2 2 0, 1.x xy y x y x y+ + − + − = = =  
5.20. 0 01 , 0.x yx y e x y−+ + = = =  
5.21. 2 2 2

0 0( ) ( ) , , .x a y b R x a y b R− + − = = = +  
5.22. 2 2 2 2 3

0 0( ) 3 , 1.x y x y y x y+ = + = =  
5.23. 2 2

0 04 10 4 0, 6, 2.x y x y x y+ − − + = = =  
5.24. 4 4 2 2 5

0 0, .x y xy ax y a x y a+ − = = =  
5.25. 2 2 2 2

0 0
3 4ln ( ) 1, .5, 5x y x y x y+ + + = = = −  

5.26. 3 3
0 03 1, 2, 3.x y xy x y+ − = − = = −  

5.27. 2 2 2 2 2
0 05 ( 2 ) 9 ( ), 1, 2.x y x x y x y+ − = + = = −  

5.28. 2 2 4 4
0 05 1, 2, 1.x y x y x y− − = = = −  

5.29. 0 0
33 arctg , 3, 0.

3 4
x y y x y+ π

− = = =  

5.30. 0 02 ln 1 0, 0, .xy y x y e− + = = =  
 
Задача 6. Найти частные производные первого и второго порядков функции 

z(x,y), заданной неявно. 
6.1. 2 2 22 4 2 5 0.x y z x z− + − + − =   
6.2. 3 33 .z xy a+ =  
6.3. 3 0.e xyz− =  

6.4. 
2 2 2

2 2 2 1.x y z
a b c

+ + =  

6.5. .zx y x e+ + =  
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6.6. 3 3 3 3 0.x y z xyz+ + − =  

6.7. arctg .yz x
z x

= +
−

 

6.8. 2 2 2 2 .x y x z+ + =  
6.9. 3 3 3 3 0.x y z z+ + − =  

6.10. 2 2
2 2

tg .zz x y
x y

= −
−

 

6.11. ( ).x y zx y z e− + ++ + =  
6.12. 3 2 16.z xyz y− + =  

6.13. arctg .z z x y
x
= + +  

6.14. ln , 0, 0, 0.x y z xyz x y z+ + = > > >  
6.15. 2 2 2ln ( ) 2.xy yz x y z+ = + + −  
6.16. cosx y z xyz+ + =  
6.17. 4 3 3 4.z zx zy a+ + =  
6.18. 2 2 2.xyz x y z= + +  

6.19. 2 2 ln ( ).z x y z
x y

= + +
+

 

6.20. 2 4(1 ) (1 ).z x y z+ = +  
6.21. 2 2 22 0.x y z zy y− + − + =  
6.22. 3 3 32 3 2 3 0.x y z xyz y+ + − − + =  
6.23. cos cos cos 1.x y y z z x+ + =  
6.24. 2 2 2 0.x y z xy+ − − =  

6.25. 
2 2 2

2
2 2 2 .x y z a

a b c
+ − =  

6.26. 3 3 4.z xyz− =  
6.27. 4 3 32 4 48.z zx zy− + =  
6.28. 2 2 22 3 6 .x y z xyz+ + =  
6.29. 2 2 2ln ( ) 2 3.xy xz x y z+ = − + −  
6.30. tgx y z xyz+ + =  
 
Задача 7. Найти второй дифференциал в точке 0 0 0 0 0( , ), ( )M x y z M z=  функ-

ции z = z(x,y), заданной неявно. 
7.1. 2 2 2 3 3

0 03 2 2 4 4 0, (2,1), 2.x y z xy zx zy M z+ − + − = = =  
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7.2. 0 0ln , (0, 2), 2.zx z M z
y

= = =  

7.3. 2 2 2
0 02 3 9, (1, 2) , 1.x y z xy z M z+ + + − = = − =  

7.4. 2 2
0 03 5( ), (1, 2), 1.xyz x z x y M z+ = + = − =  

7.5. 2 2
0 034, (4, 3) , 7.x zx z y M z+ + + = = − = −  

7.6. 3 3 3
0 03 2 0, (2, 1), 3.x y xyz z M z+ − − + = = − =  

7.7. 2 2 2
0 0

1 12ln 4, 0, 0, 0; (4, ), .
2 2

xyz x y z x y z M z= + − − > > > = =  

7.8. 4 4 4
0 03 , ( 1, 1), 1.x y z xyz M z+ + = = − − =  

7.9. 5 3 3
0 00, (1,0), 1.xz y z x M z+ − = = =  

7.10. 2 2 2
0 05 5 5 2 2 2 72 0, (1,1), 4.x y z xy yz xz M z+ + − − − − = = =  

7.11. 2 2 2
0 02 2 8 8 0, ( 2,0), 1.x y z xz z M z+ + + − + = = − =  

7.12. 2 2 2
0 02 2 4 8 0, (0,2), 1.x y z xz z M z+ + + − − = = =  

7.13. 2 2 2
0 02 4 2 10 0, (1, 1), 3.x y z x z M z− + − + − = = − =  

7.14. 3
0 03 207 0, (5,4), 3.z xyz M z+ + = = = −  

7.15. 0 01 ( 1,7), 0.ze xyz M z− = = − =  
7.16. 0 02 , (2, 1), 0.zx y z e M z+ + = − =  

7.17. 0 0arctg 1, ( 2,0), 1.yz x M z
z x

= + + = − = −
−

 

7.18. 2 2 2
0 03 , (1, 1), 1.x y z z M z+ + = = − =  

7.19. 3 3 3
0 03 0, ( 1, 1), 2.x y z z M z+ + − = = − − =  

7.20. 2 2
0 02 2

2 tg , (2,1), 0.zz x y M z
x y

= − = =
−

 

7.21. 3 2
0 03, (1,2), 1.z xyz y M z− + = = =  

7.22. 0 0arctg 2 , (1, 1), 0.z z x y M z
x
= + + = − =  

7.23. 2 2 2
0 0ln ( ) 2, (0,1), 1.xy yz x y z M z+ = + + − = =  

7.24. 0 0cos , (0,0) 1.x y z xyz M z+ + = = =  
7.25. 4 3 3

0 01, (1, 1), 1.z zx zy M z+ + = = − =  
7.26. 2 2 2

0 08, (1,2), 3.x y z xyz M z+ + = + = =  

7.27. 0 02 2 ln ( ), ( 1,2), 0.z x y z M z
x y

= + + = − =
+

 

7.28. 2 4
0 0(1 ) (1 ), (13,0), 0.z x y z M z+ = + = =  
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7.29. 2 2 2
0 02 67, ( 7,4), 5.x y z zy y M z− + − + = = − =  

7.30. 3 3 3
0 02 3 2 47, ( 4,2), 3.x y z xyz y M z+ + − − = = − =  

 
Задача 8. Приняв y за новую независимую переменную, а x за функцию от y, 

преобразовать следующие уравнения: 
8.1. 2 53( ) ( ) 0.y y y y y′ ′′′ ′′ ′− − =  8.2. 3( )( ) 0.yy e x y′′ ′+ − =  
8.3. 2 (4) 3( ) 10 15( ) 0.y y y y y y′ ′ ′′ ′′′− + =  8.4. 3 3( ) ( ) 0.yy x y e y′′ ′ ′− + =  
8.5. 3( ) 0.y y y′′ ′+ =  8.6. 2 2 2( )( ) ( ) (3 0.y yy y y y x′′′ ′ ′ ′′ ′+ − + =  
Вводя новые переменные, преобразовать следующие обыкновенные уравне-

ния:  
8.7. 2 2( ) 0, , ( ).y x xy y y tx y y t′+ − = = =  

8.8. 4 3 12 0, , ( ).x y x y y x y y t
t

′′ ′+ + = = =  

8.9. 3 2 0, , , ( ).t tx y xyy y x e y u e u u t′′ ′+ − = = = =  
8.10. 2 3 0, , ( ).tx y xy y x e y y t′′ ′+ + = = =  
8.11. 2 2 2(1 ) 2 (1 ) 0, tg , ( ).x y x x y y x t y y t′′ ′+ + + + = = =  

8.12. 3 3
2

12 2 , , ( ).y xy x y u u u x
y

′ + = = =  

8.13. 3 10, , , ( ).uy x y xy y x y u u t
t t

′′′ ′′ ′− + − = = = =  

8.14. 2 4 0, , ( ).tx y xy y x e y y t′′ ′− + = = =  

8.15. 3
6 , ln , ( ).yy t x y y t
x

′′′ = = =  

8.16. 2 3
2

1, , ( ).y xy x y u u u x
y

′ = + = =  

8.17. 2( ) 0, , ln , ( ).yxyy x y yy t y u u u t
x

′′ ′ ′− + = = = =  

8.18. 3 22 0, ln , ( ).x y x y xy y t x y y t′′′ ′′ ′+ − + = = =  

8.19. 4 2 10, , , ( ).ux y c y y x u u t
t t

′′ − = = = =  

8.20. 
2 ln ln1, 1, , ( ).

1 ln
x x ty y y u u u t

x x t
′ + = = + = =

−
 

8.21. 2(1 ) 0, sin , ( ).x y xy ay x t y y t′′ ′− − + = = =  
8.22. 3( )(1 ) 0, , , ( ).y x y y x u t y u t u u t′′ ′+ + + = = + = − =  

8.23. 2 , , ( ).x uxy y xy e y u u x
x

′′ ′+ − = = =  
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8.24. 
2

2
12 2 0, ln tg 2 , ( ).
22

m yy th x y x t y y t
ch x

′′ ′+ ⋅ + = = =  

8.25. 2 2(1 ) , , , ( ).ux y y x tht y u u t
cht

′′+ = − = = =  

8.26. 
2

0, , ( ).
4
xxy y xy t y y t′′ ′− + = = =  

8.27. 3 2 2( ) (1 3 ) 0, 1 .x x y x y xy x t′′ ′− + − − = = −  

8.28. 2 2(1 ) , tg , , ( ).
cos

ux y y x t y u u t
t

′′+ = = = =  

8.29. 2 2
1, , ln , ( ).

2 2( 1) ( 2)
y y xy u t u u t

x xx x
−′′ = = = =

− −− −
 

8.30. 2 2 2 2(1 ) 2 (1 ) 0, , ( ).
1

xyx y x x y x tht y y t
x

′′ ′− − − + = = =
−

 

 
Задача 9. Приняв u и v за новые независимые переменные, преобразовать сле-

дующие уравнения: 

9.1. 2 2 210, ( ), .
2xx yyz z m z x u v y uv+ + = = − =  

9.2. 2 22 sin sin 0, tg , .
2xx xy yy
yx z x y z y z u x v x− ⋅ + ⋅ = = =  

9.3. 2 0, 2 2, 1.xx xy yy x yz z z z z u x y v x y+ − + + = = + + = − −  

9.4. 2 3 2 2 12 2( ) 0, , .xx x yz xy z y y z x y z x uv y
v

+ + − + = = =  

9.5. 
2 2

2 2

(1 ) (1 ) 0,

ln ( 1 ), ln ( 1 ).

xx yy x yx z y z xz yz

u x x v y y

+ + + + + =

= + + = + +
 

9.6. 21 10, 0, ( ), ( ) .
2 16xx yyz yz y x u v y u v− = > = + = −  

9.7. 2 22 0, ln , ln .xx xy yyax z bxyz cy z u x v y+ + = = =  

9.8. 2 212 0, ( ), .
2xx xy yyy z yz z x u v y v+ + = = + =  

9.9. 2 2 2 20, , .xx yy
x yz z u v

x y x y
+ = = =

+ +
 

9.10. 12 0, , .
2xx xy yy yxz xy z yz z u x y v x− + + = = + =  

9.11. 
2 2 3tg 2 tg tg 0,

sin , .
xx xy yy xx z y x z y z x z

u y x v y

⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= =
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9.12. 2 0, cos , sin .u u
xx yyz z m z x e v y e v+ + = = =  

9.13. 1 0, 0, 2 , 2 .
2xx yy yz yz z y u x y v x y− − = > = − = +  

9.14. 2 22 0, , .xx xy yy
yx z xyz y z u v y
x

+ + = = =  

9.15. 

2 2

2 2

( ) 0,

1 ( ), .
2

xx xy yy x yxy z x y z xy z y z x z

u x y v xy

⋅ − + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= + =
 

Приняв u и v за новые независимые переменные, а w за новую функцию от u 
и v, преобразовать к новым переменным следующие уравнения: 

9.16. 2 0, , , .xx xy yyz z z u x v x y w x y z+ + = = = − = − +  

9.17. 22 , , , .yy y
xyz z u v x w xz y

x y
+ = = = = −  

9.18. 2 0 , , .xx xy yyz z z u x y v x y w xy z+ + = = + = − = −  

9.19. 2 0, , , .xx xy yy
y zz z z u x y v w
x x

− + = = + = =  

9.20. 2 1 0, , , .xx xy yy
yz z z u x v x y w x y z
x

 − + + ⋅ = = = + = + + 
 

 

9.21. 1 1, ( ), ( ), .
2 2

y
xx xy xz z z z u x y v x y w z e+ + = = + = − =  

9.22. 2 22 0, , , .xx xy yyx z xy z y z u xy v y w z y− + = = = = −  

9.23. 
2 4,

, , .
xx xy yy x yx z x z x z z z

u x y v x y w zx

+ − + + =

= + = − =
 

9.24. 2 2(1 ) (1 ) 0, sin , sin , .w
xx yy x yx z y z xz yz x u y v z e− + − − − = = = =  

9.25. 1 11 , , .
2 2xx xy yyz z z z xy u x v y w xy z+ + − = − = − = − = −  

9.26. 

2

4 2

1(1 ) 2 0, 1,
4

1 1( arccos ), ( arccos ), 1 .
2 2

xx yy xx z z x z z x

u y x v y x w z x

− ⋅ − − ⋅ − = <

= + = − = −
 

9.27. 
4

1(1 ) 0, 1 ,
2

1 1 , 2 1 .
2

xx yy xx z z z u y x

v y x w z x

− ⋅ − − = = + −

= − − = ⋅ ⋅ −
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9.28. 

2 2
2 2

2 2

2 2

( )( ) 2 2 3 0,

, , , .

xx yy x y
x yx y z z x z y z z
x y

zx y u x y v x y w
x y

+
− + − + + =

−

> = + = − =
−

 

9.29. 2 0, , , .yy xy xxz z z u y x v y x w xy z+ + = = + = − = −  

9.30. 
(1 ) (1 2 ) (1 ) 0,

, , .
y y xx x y x y xy x x yyz z z z z z z z z z z

u x z v y z w x y z

+ ⋅ − + + + ⋅ + + ⋅ =

= + = + = + +
 

 
Задача 10. Найти угол между градиентами скалярных полей u(x,y,z) и v(x,y,z) 

в точке 0 0 0 0( , , ).M x y z   

10.1. 
2 3

3 3
02

1 1, 6 3 6 , 2 , , .
2 2 3

x xu v y z M
yz

 = = − +  
 

 

10.2. 2 2 2
0

1 1, 9 6 , 1, , .
3 6

u xyz v x y z M  = = + +  
 

 

10.3. 3 3 3
02

1 1 1, 6 6 6 6 2 , , , .
6 6 6

yu v x у z M
xz

 = = − +  
 

 

10.4. 0
6 2 3 3 3, , 2 , 2 , .

22 2
yzu v M
x x y z

 
= = + −  

 
 

10.5. 
3 3 3 2

02 3
8 3, , 2 , 2 , .

22 2 3
x y z xu v M

y z
 

= − − =  
 

 

10.6. 02
6 6 2 1 1 1, , , .

2 2 3 2 2 3
xu v M

x y z yz
 = − + − =  
 

 

10.7. 
2

3 3 3
0

1 16 6 6 6 2 , , , ,1 .
6 6

xzu x y z v M
y

 = − + =  
 

 

10.8. 
2

2 2 2
02

1 1 23 2 3 2 , , , 2, .
3 32

zu x y z v M
xy

 
= − + =  

 
 

10.9. 
2 3

0
1 2 2 3 3 1 3, , , 2 , .

2 22 2
y zu v M

y z xx
 

= − − =  
⋅  

 

10.10. 
3 3 3

3
02

4 1 39 2 , , , 2, .
3 22 2 3

y z zu x v M
xy

 
= − − =  

 
 

10.11. 3 3 3
02

1 1 1, 6 6 6 6 2 , , , .
6 6 6

yu v x y z M
xz

 = = − +  
 
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10.12. 
3 3 2

3
03

4 1 39 2 , , , 2, .
3 22 2 3

y z xyu x v M
z

 
= ⋅ − − =  

 
 

10.13. 
2

0
6 6 2 1 1 1, , , , .

2 2 3 2 2 3
yzu v M

x y z x
 = − + =  
 

 

10.14. 2 2 2 2
0

3 2 12 6 2 , , 1, , .
32 6

u x y z v xy z M  = − − =  
 

 

10.15. 03 2
3 4 1 1, , 1, 2, .

6 6
zu v M

x y x yz
 = + − =  
 

 

 
Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  по 

направлению вектора .l


 
10.16 . 2 2

02 , (1,2,3), (1,1,1).u x xy y z M l= − + +


 
10.17 . 2 3

0, (3,2,1), (2,2,1).u xy z M l=


 
10.18. 3 2 2

02 3 , (3,3,1), (2,2,1).u x xy yz M l= + +


 
10.19. 2

0ln (1 ) arctg , (0,1,1), (2, 3, 2).u x z M l= + − − −


 

10.20. 02 2
arcsin , (1,1,1), (2,1,2).zu M l

x y
=

+



 

10.21. 0( ) , (1,1, 2), (1, 1, 2).u x y z y x M l= − − + − − −


 
10.22. 2 2 2

0ln ( ), (1,2,1), (2,2,2)u x y z M l= + +


 
10.23. 2

04 ln (3 ) 8 , (1,1,1), (1, 1,1).u x xyz M l= + − −


 

10.24. 0, (6, 7,1), (2,1, 2).
2 3 6
x y zu M l= + + − −



 

10.25. 2
09 , (1,1,0), ( 2,2, 1).u xy z M l= − − − −



 

10.26. 3 2 2
0, (1, 3,4), (0,1, 1).u x y z M l= + + − −



 

10.27. 0, ( 4,3, 1), (5,1, 1).xu xy M l
z

= − − − −


 

10.28. 2 2
0, (1,5, 2), (0,1, 1).u x y xy z M l= − + − −



 
10.29. 0(ln arctg ), ( 2,1, 1), (2,1,2).u x y z M l= − − −



 
10.30. 2

0ln( 1) arctg , (0,1,1), (2, 3, 2).u y x z M l= + − − −


 
 
Задача 11. Найти касательную плоскость и нормаль к поверхности в точке 
0 0 0 0( , , ).M x y z  
11.1. 2 2 2

02 4 9 0, ( 5,1,0).x y z z M− + − − =  



61 

11.2. 2 2
02 2 , (1,1,1).z x xy y x y M= − + − +  

11.3. 2 2
0, (1,2,5).z x y M= +  

11.4. 2 3
012, (1,2,2)xy z M+ =  

11.5. 2 2 2
0169, (3,4,12).x y z M+ + =  

11.6. 0, (5,1,5).z xy M=  

11.7. 2 3 2
0

3 1 3, 2, , .
8 2 8

x y xy z M  − = + − 
 

 

11.8. 0arctg , 1,1, .
4

yz M
x

π =  
 

 

11.9. 2
0, (0,1,1).z x y M= +  

11.10. 2 2
01 , (1,1,3).z x y M= + +  

11.11. 2 2 2
02 2 2 , (2,0,0).x y z x M+ + =  

11.12. 2 2 2
03 4 3 0, ( 3, 1,0).x y z y z M+ + + + = −  

11.13. 2 2 2
01, (2,2,3).x y z M+ − = −  

11.14. 0ln , (1,1,1).xz y M
z

= +  

11.15. 8 13
05 7, (1,1,1).x y z M+ + =  

11.16. 3 3
03 3, (1,4,2).x y xz M+ − =  

11.17. 02 2 8, (2,2,1).
x y
z z M+ =  

11.18. 2 2
0ln ( ), (1,0,0).z x y M= +  

11.19. 3 3
0, (1, 1,0).z x y M= + −  

11.20. 01, (1,0,0).x y z M+ + =  
11.21. 2 2 2

02 0, (0,1,1)x y z x M+ − − =  

11.22. 0
3sin ( ), 1, , .

3 2
z xy M

 π
=  

 
 

11.23. 0
1sin cos , , , .

4 4 2
z x y M π π =  

 
 

11.24. 3 3 3
0, (1,1,1).xy xz yz x y z M+ + = + +  

11.25. 3 3 3
0, (1, 1, 1).x y z xyz M+ + = − − −  

11.26. 0, (1, 1,1).x yz e M+= −  

11.27. 
2 2

2
0

31, 0, ,1 .
9 4 2
x zy M

 
 + + = −
 
 
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11.28. 2 2 2
02 3 21, (4,1,1).x y z M+ + =  

11.29. 2 2 2
0169, (0,13,0).x y z M+ + =  

11.30. 2 2 2
02 4 10 0, ( 5,1,0).x y z z M− + − − =  

 
Задача 12. Найти локальные экстремумы функций. 
12.1. 2 33 18 30 .u x y y x y= + − −  12.2. 2(1 ).u xy x y= − −  

12.3. 1 .
2( )

u xy
x y

= +
+

 12.4. 3 2( ).u x y a x y= − −  

12.5. 2 2 3 3 .u x xy y ax by= + + − −   12.6. 4 4 2( ) .u x y x y= + − +  

12.7. 1 .xu y
y x

= + +  12.8. 2 2ln ( ).u xy x y= +  

12.9. 
2 2

2 21 , 0, 0.x yu xy a b
a b

= − − > >  12.10. 4 4 22( ) .u x y x y= + − −  

12.11. 2 2 1 1 .u x xy y
x y

= + + + +  12.12. 2 2 2( ).x yu e x y+= −  

12.13. 3 3 15 .u x y xy= + −  12.14. 2 3 8ln 6ln .u x xy x y= + − −  
12.15. 2 2( 2 ).xu e x y y= + +   12.16. 3 32 3 6 .u x y x y= − − +  
12.17. 2 2 3 2 1.u x xy y x y= − + + − +   12.18. 2 3 2 2(8 6 3 ).x yu e x xy y+= − +   

12.19. 3 2 2 42 .u x x y y= − +  12.20. 
2 2( )( 2 ) .x yu x y e− += −  

12.21. 2 2 4ln 10ln .u x xy y x y= + + − −  
 12.22

2 2( cos cos ) ( sin sin ) .u a x b y a x b y= + + +  
12.23. 2 22 2 2 .u x xy y x= − + +  12.24. 2 2 4 52 .u x xy y y= − + −  
12.25. 4 4 36 .u x y xy= + −   12.26. 2 2( 2 2 ) .x yu x xy y e −= − +  

12.27. 2 22 ln 3arctg .yu x y x y
x

= − + + +  12.28. 
22 2 ( )( 2 ) .x yu x y e− += +  

12.29. 4sin sin .u x y x y= + + ⋅   12.30. 23 2 8 8.u x x y y x= − + − +  
 
Задача 13. Найти локальные экстремумы функции двух переменных, заданной 

неявно (z = z(x,y)). 
13.1. 2 2 22 2 8 8 0.x y z yz z+ + + − + =   
13.2. 2 2 2 2 2 2 2( ) 25( ).x y z x y z+ + = + −  
13.3. 4 4 4 2 2 298( ).x y z x y z+ + = + +  
13.4. 3 2 16 0.z xyz y− + − =  
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13.5. 2 2 2 2 2 2 2( ) 36( ).x y z x y z+ − = + +  
13.6. 2 2 22 6 2 8 4 8 3 0.x y z xz x y+ + + − − + =  
13.7. 2 2 2 2 2 2 2( ) 9( ).x y z x y z+ + = + −  
13.8. 2 2 25 4 3 6 2 4 0.z zy y x x y+ + + − − + =  
13.9. 4 4 4 2 2 22( ).x y z x y z+ + = + +  
13.10.  2 2 3 0.z xyz xy x+ − − =  
13.11.  2 2 2 2 2 2 2( ) 4( ).x y z x y z+ − = + +  
13.12.  2 2 26( )x y z+ +  + 4x – 8y – 8z + 5 = 0 . 
13.13.  4 4 4 2 2 218( ).x y z x y z+ + = + +  
13.14.  3 2 24 16 0.z xyz y x− + + − =  
13.15.  2 2 2 2 2 2 2( ) .x y z x y z+ + = + −  
13.16.  2 2 2 2 2 4 10 0.x y z x y z+ + − + − − =   
13.17.  2 2 2 2 2 2 2( ) 9( ).x y z x y z+ − = + +  
13.18.  2 2 22 2 8 8 0.x y z xz z+ + + − + =  
13.19.  2 2 2 2 2 2 2( ) 49( ).x y z x y z+ + = + −  
13.20.  2 2 25( ) 2 2 2 72 0.x y z xy xz yz+ + − − − − =  
13.21.  4 4 4 2 2 28( ).x y z x y z+ + = + +  
13.22.  3 2 2 23 6 7 3 14 0x y xy x y y z z− + + + + − − =  
13.23.  2 2 2 2 2 2 2( ) 16( ).x y z x y z+ + = + −  
13.24.  2 2 2 2 2 2 2 0.x y z xz yz x y z+ + − − + + + − =  
13.25.  2 2 2 2 2 2 2( ) .x y z x y z+ − = + +  
13.26.  2 2 2 2 2 2 2( ) 4( ).x y z x y z+ + = + −  
13.27.  4 4 4 2 2 272( ).x y z x y z+ + = + +  
13.28.  2 2 2 2 2 2 2( ) 36( ).x y z x y z+ + = + −  
13.29.  2 2 2 2 2 2 2( ) 25( ).x y z x y z+ − = + +  
13.30.  4 4 4 2 2 250( ).x y z x y z+ + = + +  
 
Задача 14. Найти точки условного экстремума заданной функции. 
14.1. 2 2 22 1, если 2 22.u x y z x y z= + − + + + =  

14.2. 2 2
1 1 1, если .

25
u x y

x y
= + + =  

14.3. , если 5.u xyz x y z= + + =  
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14.4. 2 2, если 1.
3 4
x yu x y= + + =  

14.5. 2 2 2, если 25.u xyz x y z= + + =  
14.6. 2 2 2 212 2 , если 4 25.u x xy y x y= + + + =  
14.7. 2 2 2, если 3.u xyz x y z= + + =  

14.8. , если tg 3tg 0, , .
2 2

u x y x y x yπ π
= − − = < <  

14.9. , если 25, 0, 0, 0.u xyz xy xz yz x y z= + + = > > >  

14.10. 1 2 3, если 1.u x y z
x y z

= + + + + =  

14.11.  2 2cos cos , если .
4

u x y x y π
= + − =  

14.12. 2 2 22 , если 1.u x y z x y z= + + − + =  
14.13. 3 2 3 5, если 0.u x y z x y z= + − + + − =  
14.14. 2 2 22 2 , если 1.u x y z x y z= − + + + =  
14.15.  2 3 4, если 2 3 4 5.u x y z x y z= + + =  
14.16.  , если 9, 0, 0, 0.u xyz xy xz yz x y z= + + = > > >  
14.17.  , если 8, 5.u xyz xy xz yz x y z= + + = + + =  
14.18.  2 2 2 2 2 22 3 , если 1, 2 3 0.u x y z x y z x y z= + + + + = + + =  

14.19.  
2 2 2

2 2 2, если 1.
64 36 16
x y zu x y z= + + + + =  

14.20.  2 2 22 , если 1.u x y z x y z= − + + − =  
14.21.  2 3 , если 2 3 6, 0, 0, 0.u xy z x y z x y z= + + = > > >  
14.22.  2 2 2, если 1, 0.u xyz x y z x y z= + + = + + =  

14.23.  sin sin sin , если , 0, 0, 0.
2 2 2
x y zu x z y x y z= + + = π > > >  

14.24.  2 2, если 2, 2, 0, 0, 0.u xy yz x y y z x y z= + + = + = > > >  

14.25.  
2 2 2

2 2 2, если 1.
64 36 16
x y zu x y z= + + + + =  

14.26.  2 2
1 1 1, если .

49
u x y

x y
= + + =  

14.27.  3 3, если 9 0.u xy x y xy= + − =  

14.28.  4 7 10, если 1.u x y z
x y z

= + + + + =  

14.29.  2 3 4, если 2 3 4 21.u x y z x y z= + + =  
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14.30.  , если 36, 0, 0, 0.u xyz xy xz yz x y z= + + = > > >  
 
Задача 15. Найти наибольшее и наименьшее значения функции в заданной 

области. 

15.1. 2 2 24 ; 0 6, 0 4 .
3

f x xy y x x y x= − + − ≤ ≤ ≤ ≤ −   

15.2. 2 23 2 ; 1, 1.f x y y x y= + + ≤ ≤  

15.3. 2 21 ; 0 1, 0 2.
2

f xy x y xy x y= − − ≤ ≤ ≤ ≤  

15.4. 2 2 2 212 16 ; 25.f x y x y x y= + − + + ≤  
15.5. 2 3; 1, 0, 0.f x y x y x y= − − + ≤ ≥ ≥  
15.6. 2 23 18 4; 0 1; 0 1.f x y x y x y= + − + − ≤ ≤ ≤ ≤  
15.7. 2 22 10; 1, 4.f x xy y y x= − − ≤ ≥ −  
15.8. ; 1 2, 2 3.f xy x y x y= + + ≤ ≤ ≤ ≤  
15.9. 2 2; 1.f xy x y= + ≤  
15.10. 2 2 2 21 ; ( 1) ( 1) 1.f x y x y= − − − + − ≤  
15.11. 3 23 3 ; 0 2, 0 1.f x y xy x y= + − ≤ ≤ ≤ ≤  
15.12. 2 2; 1.f x xy y x y= − + + ≤  

15.13. 2 21 1 1 ; 1, 0, 0.
2 6 8 3 4

x yf xy x y xy x y= − − + ≤ ≥ ≥  

15.14. 2 22 4; 3, 0, 1.f x xy y x y y x= + − − ≤ ≥ ≤ +  
15.15. 2 23 ; 1, 1, 1.f x y x y x y x y= + + − + ≥ ≤ ≤  

15.16. sin sin sin ( ); 0 , 0 .
2 2

f x y x y x yπ π
= + + + ≤ ≤ ≤ ≤  

15.17. 2 22 4 1; 1 0, 3, 0.f x xy y x x y x y= − − + + + + ≤ ≥ − ≥  
15.18. 6 6 2 23 6 3 ; 0 2.f x y x xy y y x= + − + − ≤ ≤ ≤  
15.19. cos cos cos( ); 0 , 0 .f x y x y x y= + ≤ ≤ π ≤ ≤ π  
15.20. 2 2 2; 1 4.f x y x y= ≤ + ≤  

15.21. 3 3sin sin cos( ); 0 , 0 .
2 2

f x y x y x yπ π
= + + + ≤ ≤ ≤ ≤  

15.22. 2 2 6 4 2; 1 4, 3 2.f x y x y x y= + − + + ≤ ≤ − ≤ ≤  

15.23. 2 2 23( ) (1 ) ; 2.f x y x y x= − − ≤ ≤  
15.24. 3 3 9 27; 0 6, 0 6.f x y xy x y= + − + ≤ ≤ ≤ ≤  
15.25. 2 22 4 ; 2 0, 0, 0.f x xy y x x y x y= + − + + + ≥ ≤ ≤  
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15.26. 2 2 24 9; 4.f x y x y= + + + ≤  
15.27. 4 4 2 22 4 2 ; 0 2, 0 2.f x y x xy y x y= + − + − ≤ ≤ ≤ ≤  

15.28. 2 sin 2 sin sin ( ); 0 , 0 .
2 2

f x y x y x yπ π
= + + + ≤ ≤ ≤ ≤  

15.29. 2 2 212 2 2 ; 0, 2 2.
2

f x xy y x x x y= + − − ≥ ≤ ≤  

15.30. 2 1; 0, 3, 9.f x y x y x x y= + + ≥ ≤ + + ≤  



67 

Библиографический список 

Берман Г.Н. Сборник задач по курсу математического анализа. – М.: Физмат-
лит, 2005. 
Бобкова Л.П., Дружининская И.М., Федорова В.И. Высшая математика. Учеб-
ное пособие. – М.: Издательство МИСиС, 1996, –4.2. 
Бутузов В.Ф., Крутицкая Н.Ч, Медведев Г.Н., Шишкин А.А. Математический 
анализ в вопросах и задачах. Учебное пособие. – М.: Физматлит, 2001. 
Виноградова И.А., Олехник С.Н., Садовничий В.А. Задачи и упражнения по ма-
тематическому анализу. – М.: Дрофа, 2001. – 4.1. 
Гюнтер Н.М., Кузьмин Р.О. Сборник задач по высшей математике. Учебное по-
собие. – СПб.: Издательство «Лань», 2003. 
Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упражнениях 
и задачах. – М.: ОНИКС, Мир и Образование, 2006. – 4.1. 
Демидович Б.П. Сборник задач и упражнений по математическому анализу. – 
М.: Физматлит, 2007. 

 



68 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Подписано в печать 27.04.2015 г. 

Печать офсетная                   Формат 60х84/16                 3,69 уч.-изд. л. 
3,95 усл.печ.л.                         Заказ № 2001/                      Тираж 70 экз. 
 
Московский государственный технический университет ГА 
125993 Москва, Кронштадтский бульвар, д.20 
Редакционно-издательский отдел 
125493 Москва, ул. Пулковская, д.6а 
 


	титул
	«МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ
	УНИВЕРСИТЕТ ГРАЖДАНСКОЙ АВИАЦИИ» (МГТУ ГА)
	Кафедра прикладной математики
	ПОСОБИЕ
	Москва-2015

	аннот.
	ББК 517.2
	Л 79
	Рецензент д-р техн. наук, проф. В.Л. Кузнецов


	Функции нескольких переменных и их свойства
	1. Функции нескольких переменных и их свойства
	1.1. Частные производные
	1.2. Дифференцируемость ФНП в точке
	1.3. Дифференциал
	1.4. Производная сложной функции
	1.5. Инвариантность формы первого дифференциала
	1.6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности
	1.7. Скалярное поле
	1.8. Производная по направлению. Градиент
	1.9. Производные и дифференциалы высших порядков
	1.10. Формула Тейлора для ФНП
	1.11. Неявные функции
	1.12. Экстремумы ФНП (безусловные)
	1.13. Условный экстремум
	1.14. Задача отыскания наибольшего и наименьшего значений функции, заданной в замкнутой ограниченной области

	2. Решение типовых задач
	3. Задания
	Библиографический список

	аннот.
	ББК 517.2
	Рецензент д-р техн. наук, проф. В.Л. Кузнецов
	125993 Москва, Кронштадтский бульвар, д.20
	125493 Москва, ул. Пулковская, д.6а




