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Статьи настоящего Вестника можно разделить на четыре тематические части. 
Первая, носящая более теоретико-математический характер, в основном 

посвящена исследованию аналитических объектов (таких как уравнения и/или 
многообразия) методами алгебры и геометрии. Сюда входит статья Лукацкого А.М. 
о дифференциально-геометрических методах в механике сплошной среды и близкая ей 
по предмету исследований статья Богданова Р.И., Богданова М.Р., Кузина П.С. о тер-
модинамических симметриях в слабо диссипативной теории Колмогорова-Арнольда-
Мозера.  

Вторую группу составляют исследования геометрических структур 
дифференциальных уравнений. Это статья Морозова О.И., в которой изучается 
накрытие уравнения популярных уравнений математической физики и многозначные 
структуры Эйнштейна-Вейля, статья В.В. Солодова о слоениях малой гладкости, 
статья Самохина А.В. о симметриях обыкновенных дифференциальных уравнений с 
запаздывающим аргументом, а также статья Четверикова В.Н. о структуре          
C-спектральных последовательностей систем с управлением. 

Использование компьютерного моделирования в различных прикладных задачах 
объединяет в третью группу статьи Павлухина П.В., Меньшова И.С. - об 
эффективной параллельной реализации метода LU-SGS для задач газовой динамики; 
Евсеева А.В., Четверикова В.Н. - об использовании компьютерной алгебры в задаче 
реализации отображений вход - выход. Ещё три работ: Пантелеева А.В., Алёшиной Е.А. - 
об алгоритмическом и программном обеспечении метода гравитационной 
кинематики; Рыбакова К.А. - об анализе чандлеровских колебаний полюса Земли 
спектральным методом и Кудрявцевой И.А., Пантелеева А.В. - о моделировании в 
потоке плазмы процессов переноса вблизи заряженной пластины имеют наиболее 
выраженный физический характер. 

Задачи управления (в широком смысле) являются предметом исследования 
последней группы статей. Это относится к работе Пантелеева А.В., Рязанцевой О.В. 
«Применение метода направленного табу-поиска к задаче оптимального управления 
дискретными системами» и к статье Илларионовой Т.М., где предложен обобщенный 
показатель задержки рейсов как индикатор эффективности работы авиакомпании и 
на основе реальной открытой статистики проведен анализ задержек чартеров. 
Результаты такого рода анализа позволят принимать оперативные и рациональные 
решения о заявках авиакомпаний на выполнение чартерных рейсов. В статье 
Тарасчева С.И. о моделировании и управлении в системах массового обслуживания в 
режиме установления и неоднородных потоков традиционный предмет исследования 
опирается на компьютерные методы статистической обработки данных. 

 
 

Ответственный редактор -  
доктор технических наук, профессор                                                         А.В. Самохин 
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ôåòíïäéîáíéþåóëéå óéííåôòéé
÷ óìáâï-äéóóéðáôé÷îïê ôåïòéé ëáí

ò.é. âïçäáîï÷, í.ò. âïçäáîï÷, ð.ó. ëõúéî

÷ ÓÌÁÂÏ-ÄÉÓÓÉÐÁÔÉ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ëáí (ÉÌÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÞÔÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÓÉÓÔÅÍ) ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ
ÓÉÓÔÅÍÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÍÁÌÙÍÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑÍÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ
ÓÉÓÔÅÍ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ëáí ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÄÉÎÁÍÉËÕ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÈÓÑ ÍÁÌÙÍÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑÍÉ ×ÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. óÌÏ×Á ¥ÐÏÞÔÉ, ÓÌÁÂÏ¥ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÎÅ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Ë×ÁÚÉÒÁ×ÎÏ×ÅÓÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÐÏÞÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ: ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÏÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ.

úÄÅÓØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ Ï ÒÁÓÞÅÔÅ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÔÅÎÃÉÁ-
ÌÏ× ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÉÈ Ó×ÑÚÉ ÓÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ (ÇÒÕÐÐÁÍÉ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ). ¥ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÍÏÄÅÌØ¥ − ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÌÅÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÓÉÌ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÁÎÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÕ, ÓÌÁÂÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÁÑ ÓÉÌÁÍÉ ÔÒÅÎÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
ÔÒÅÎÉÑ, ÁÆÉÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÓÔÒÕÊ.

1. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ

÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ëáí [4,6,19] ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù ÓÉÓÔÅÍÙ × ÞÅÔÎÏ-
ÍÅÒÎÏÍ Ü×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R2n {(q1, ..., qn, p1, ..., pn)} , ÇÄÅ qi - ÆÁÚÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á
pi - ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÉÍ ÉÍÐÕÌØÓÙ. çÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ H (q1, ..., qn, p1, ..., pn) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

H = H0 + εH1 + ε2H2 + ..., (1)

ÇÄÅ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ H0 ×ÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ H0 =
∑

p2i /2 + (q, Bq),
ÇÄÅ B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ)[6,8]. ÷ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ H1 ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÓÌÕÞÁÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÉÄÁ [4,6,14,19]

‘pi = −∂H
∂qi

‘qi =
∂H
∂pi

}

i = 1, ..., n. (2)

ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ

H (q1, ..., qn, p1, ..., pn) ≡ Const, (3)

ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × R2n, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÄÉÎ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.
÷ ÓÌÁÂÏ-ÄÉÓÓÉÐÁÔÉ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ëáí ÍÙ ÒÁÚÒÕÛÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÍÙ ÐÉÛÅÍ ÎÁ H ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ôÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2), Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ, ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ×
ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ H. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÏÓÏÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ H ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÄÉÎÁ-
ÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØ Ë ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ (3).
÷ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÍ (ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ) ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

�x = εF (x, ‘x, q1, ..., qn, p1, ..., pn) . (4)



6 ò.é. âÏÇÄÁÎÏ×, í.ò. âÏÇÄÁÎÏ×, ð.ó. ëÕÚÉÎ

òÉÓ. 1. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÎÔÁÌØÐÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÒÅÚÏÎÁÎÓÎÏÇÏ ÔÏÒÁ [4,19] ×ÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ-
ÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ H0 × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (4) ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ q1, ..., qn, p1, ..., pn ÍÏÖÎÏ
ÕÂÉÔØ, Ô.Å. ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ × R2n+1 Ë ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ [4,6,19]. îÉÖÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ (4) × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

2. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ ×ÒÅÍÑ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÍÏÄÅÌÉ

þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÉÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÏÂÅÚÒÁÚÍÅÒÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ. äÌÑ ÐÏÎÉ-
ÍÁÎÉÑ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÉÈ ÏÒÁÚÍÅÒÉ×ÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÁÓÐÅËÔÁ: ÌÏËÁÌØÎÁÑ
ÆÏÒÍÁ ÍÏÄÅÌÉ; ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ; Ó×ÑÚØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.
ìÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÂÉÆÕÒËÁÃÉÅÊ âÏÇÄÁÎÏ×-ôÁËÅÎÓ [1,4,5,8,14] ÉÍÅÅÔ ÐÒÏ-

ÓÔÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

�x = −∂U

∂x
+ f (x) ‘x, (5)

ÇÄÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U = εx − x3/3, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ f (x) = µ + x, ÐÒÉÞÅÍ, ε É µ - ÍÁÌÙÅ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ (ε, µ ≪ 1 ).
äÌÑ ÏÒÁÚÍÅÒÉ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ×ÁÖÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÄÌÉÎÙ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÎÏÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÑÍÙ É ËÏÒÏÍ ÁÎÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ U (× (5) ÜÔÏ
x = −√

ε É x =
√

ε ).
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ÏÒÁÚÍÅÒÉ×ÁÎÉÑ ÓÉÌ ÔÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ

ÔÒÅÎÉÑ f (x) : x = −µ. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÄÎÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÑÍÙ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ÓÌÁ-
ÇÁÅÍÏÍ, Ô.Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÍÁÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ çÕËÁ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÙ. ó
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òÉÓ. 2. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ

ÕÞÅÔÏÍ ÍÁÌÏÓÔÉ µ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ ÍÁÌÕÀ ×ÑÚËÏÓÔØ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÙ. üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÃÅÎÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× [2,16,23].
çÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ (5) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ

x É ‘x ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÑÍÁ ÁÎÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ É ÅÇÏ ËÏÒ ÒÁÚ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Á ÍÁÓÛÔÁÂ ÉÍÐÕÌØÓÁ ‘x ÐÏÄÞÉÎÅÎ Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ
ÓÉÓÔÅÍÙ (5) ÐÒÉ ε = µ = 0 [14]. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

�x = −∂U

∂x
+ f (x) ‘x, (6)

ÇÄÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U = x2/2−x3/3, f (x) = ε+µx, ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ε É µ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ
ε, µ ÓÉÓÔÅÍÙ (4)[1,14].
ìÏËÁÌØÎÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÁÃÉÉ (5) ÐÏ ÐÏÌÕÑ×ÎÏÊ ÓÈÅÍÅ üÊÌÅÒÁ

ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ [1]

xn+1 = xn + hyn+1

yn+1 = yn + h �x|x=xn,y=yn
=

= yn + h
[(

x2n − ε
)

+ (µ+ xn) yn

]

.

(7)

òÅÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x
ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ

xn+1 = xn + yn+1

yn+1 = yn + kxn (xn − 1) + (ε+ µxn) yn,
(8)

ÇÄÅ k, ε, µ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ (7), ÌÉÂÏ (6).
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òÉÓ. 3. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒ.1

ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÁ-
ÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ü÷í É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÞÉÓÌÅÎÎÏ. ó×ÑÚØ (8) Ó (5) É (6) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÄÅÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÆÉÚÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÄÌÑ
ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÉÎÁÍÉËÉ, ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÎÏÊ ÐÏ ÓÈÅÍÅ (8) [11,12,13,14,15,16,17,21,25].

3. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ

óÉÓÔÅÍÁ (7) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ × ÔÅÞÅÎÉÉ ÐÒÏÌÅÔ-
ÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ h, Á ÚÁÔÅÍ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉÃÙ × ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÅ
Ó ÁËÔÁÍÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÒÁÓÓÅÑÎÉÑ Ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÐÏÌÑ ÓÉÌ: ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ Ó ÍÁÌÙÍ
×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ÓÉÌÁÍÉ ×ÑÚËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ × ÒÁÓÞÅÔÁÈ ÍÙ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ
ÄÏ ∼ 108 ÁËÔÏ× ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ××ÉÄÕ ÉÈ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á [8,13,14,24].
ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÓÔÏÑ×ÛÉÈÓÑ ÍÅÔÏÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ, ËÏ-

ÔÏÒÙÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

⌢

F (n, x) =
1

n

n
∑

j=1

F
(

gj (x)
)

, (9)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ g ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (8), x - ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, Á n - ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁÃÉÊ (8).
åÓÌÉ x - ÔÏÞËÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N ÉÍÅÅÍ gN (x) = x,

ÔÏ
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òÉÓ. 4. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒ.2

⌢

F (n, x) →
n→∞

1

N

N
∑

j=1

F
(

gj (x)
)

=
⌢

F (x) , (10)

Ô.Å. ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ É ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ×ÄÏÌØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÆÁËÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ. üÔÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.
÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ gN (x) ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÔØ. ÷ ÓÌÕ-

ÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (Ô.Å. ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ) ÌÉ-
ÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÂÉÔØ ÏÒÂÉÔÙ ÎÁ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ: ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ (λi ∈
C, Reλi < 0 ); ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ( λi ∈ C, Reλi > 0); ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ
(λi ∈ R, λ1 > 1, λ2 < 1) [4,8,9,10].
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ∈ R2, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ∀y ∈ Oε (x)

⌢

F (n, y) →
n→∞

⌢

F (x) , (11)

ÐÒÉÞÅÍ, ÄÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ

⌢

F (n, y) →
n→−∞

⌢

F (x) . (12)

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÐÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ
⌢

F (x) - ÁÄÉÁÂÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ [6,8,29].
õËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÓÌÁÂÏ-ÄÉÓÓÉÐÁÔÉ×ÎÏÊ

ÔÅÏÒÉÉ ëáí × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ
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òÉÓ. 5. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒ.5

ÓÌÏÖÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ [4,6,15,16,17,18,19,21,29]. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÅÄÌÏ×ÙÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ ÐÏ-
×ÅÄÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ¥ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ¥, ÏÂÑÚÁÎÎÏÊ Ñ×ÌÅÎÉÀ
ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ áÒÎÏÌØÄÁ [6,8,14,19]. ïÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ × ÓÌÁÂÏ-ÄÉÓÓÉÐÁÔÉ×ÎÏÊ
ëáí ÚÁÞÁÓÔÕÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ ÌÅÖÁÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ-
ÓËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÓÒÅÄÎÉÅ ×ÄÏÌØ ÓÅÄÌÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, ÍÁÌÏ (∼ 10% ) ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ, ÞÔÏ ×ÅÄÅÔ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ
ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ áÒÎÏÌØÄÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁ-
ËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÄÉÎÁÍÉËÉ, ËÁË ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÐÒÏÂÅÇÁ É Ô.Ð.). ÷ÁÖÎÏ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÕÞÅÎÉÀ Ó ÐÏÄ-
ÈÏÄÑÝÉÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ × ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÊ ÍÁÓÛÔÁÂ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÛÅ-
ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ¥ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÁÈ×ÁÔÁ¥ × (11) É (12)) [2,3,6,8,14,20,22,23, 26,28,30].
îÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÕÄÏÂÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔÙ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ ÏÒÂÉÔÁÍÉ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó

ÉÈ ¥ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÊ¥ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔØÀ: × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (11), (12) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ
(ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÙ × ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ. üÔÏÔ
ÆÁËÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃÙ × ÉÚÕÞÁÅÍÏÊ
ÍÏÄÅÌÉ [8,11,13,14,16,18,21,24,27,31].
÷ÁÖÎÏ ÄÒÕÇÏÅ: ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ∼ 1000 ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊ-

ÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ. üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ∼ 10÷ 20 ÇÒÕÐÐ ÏÒÂÉÔ, Õ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÁÄÉÁÂÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ×ÅÓØÍÁ ×ÙÓÏËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÎÁ ÐÏÒÑÄËÉ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÔ ¥ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ¥ ÄÁÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ ÇÒÕÐÐÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ¥ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ¥ ÓÖÁÔÉÅ ÏÂßÅÍÏ× ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÄÉÎÁÍÉËÕ.
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òÉÓ. 6. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒ.7

4. çÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÅ

íÙ ÏÔÐÒÁ×ÌÑÅÍÓÑ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ, ËÁË ÜÎÅÒÇÉÑ u: × ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ × ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØ-

ÔÏÎÏ×ÏÊ Ó ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ u = ‘x
2

/2 + U (x) (5). æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ (ÇÒÕÐÐÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ) × ÇÒÕÐÐÅ ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÁÚÏ-
×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÆÁÚÏ×ÙÍÉ ÐÏÔÏËÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅË-
ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÓÔÉ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ
ÎÁÌÉÞÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÅÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ [8,14].
÷ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [20]. îÉÖÅ ÍÙ
ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÇÒÁÆÉËÉ ÒÁÓÞÅÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏ×,
ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ. ôÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÒÅÄÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ×ÙÞÉÓÌÅÎ-
ÎÙÅ ×ÄÏÌØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ. çÒÁÆÉËÉ ÍÙ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÓÎÁÂÖÁÅÍ ÔÁÂÌ. 1 É 2. ÷ ÜÔÉÈ
ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ. ÷ ËÁ-

ÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÐÏÌÎÏÊ (ÎÅ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÊ) ÜÎÅÒÇÉÉ u = ‘x
2

/2 + U (x) ÍÅÎÑÅÔÓÑ
× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ. ûÉÒÉÎÁ ÚÏÎÙ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÄÒÕÇÏÊ (ÉÎÏÇÄÁ ÎÁ ÐÏÒÑÄËÉ
×ÅÌÉÞÉÎ)[8,13,14].
õÍÅÓÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ¥ËÏÎÔÒÁÓÔÎÏÓÔØ¥ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ c Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ

ÐÅÒÉÏÄÁ ÏÒÂÉÔ. ÷ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÉÚËÉÈ ÐÅÒÉÏÄÏ× ÍÙ ×ÉÄÉÍ ÛÕÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØÓÑ
ÐÏ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ [2,3,7,30].
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òÉÓ. 7. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒ.8

îÁ ÒÉÓ. 1,2 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÎÔÁÌØÐÉÉ h = u+ pv É Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ
f = u−Ts ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ x c (ÚÄÅÓØ u - ÜÎÅÒÇÉÑ, s - ÜÎÔÒÏÐÉÑ, v -
ÏÂßÅÍ, p - ÄÁ×ÌÅÎÉÅ, T - ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ). õËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÈ×ÁÔÁ [8,9,11,13,14]. ðÏËÁÚÁÎÙ ×ÍÅ-
ÓÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ε = −1.0E − 5, µ = 5.93805E - 5,
k = 1.261502.
þÁÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10% ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÇÉ-

ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÏÒÂÉÔÁÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ áÒÎÏÌØÄÁ.
ãÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

x c = 1/N
N

∑

j=1

x
(

gj (x)
)

,

ÇÄÅ x - ÔÏÞËÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, Á x - ÁÂÓÃÉÓÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ g j (x) [3,4,5,6,
7,8,14].
îÁ ÒÉÓ. 3 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÚÎÅÒÇÉÉ f ÏÔ ÔÑÖÅÓÔÉ x c Ó ÐÏ-

ÍÏÝØÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ u,
ÕËÁÚÁÎÎÏÊ × ÔÁÂÌ. 1 É 2. ÷ÉÄÎÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÊ, ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ
ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ.
îÁ ÒÉÓ. 8 ÐÏËÁÚÁÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ f ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÈ×ÁÔÁ (ËÏÔÏ-

ÒÁÑ ÄÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ (ÎÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÒÂÉÔ ÍÏÖÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË
ÒÁÚÍÅÒ ×ÉÈÒÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÁÎÔÉ) ÃÉËÌÏÎÁ.
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òÉÓ. 8. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÉÈÒÑ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ

îÁ ÒÉÓ. 9 ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÂÉÔ. úÁÔÅÍ, Ó Õ×Å-
ÌÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

ôÁÂÌÉÃÁ 1

îÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÆÏËÕÓÙ

NÇÒÕÐÐÙ u min u max
1 1.529598686E-0001 1.529598695E-0001
2 1.562802784E-0001 1.562957006E-0001
3 1.607279249E-0001 1.609381684E-0001
4 1.676186886E-0001 1.677931781E-0001
5 2.061509114E-0001 2.061718280E-0001

ôÁÂÌÉÃÁ 2

õÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÆÏËÕÓÙ

NÇÒÕÐÐÙ u min u max
6 1.367901889E-0001 1.37932265E-0001
7 1.380262292E-0001 1.385728181E-0001
8 1.52955529749E-0001 1.52955529757E-0001
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òÉÓ. 9. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÉÈÒÑ ÇÒ.1

òÉÓ. 10. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÉÈÒÑ ÇÒ.2

5. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

æÁËÔ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÒÁÂÏ-
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òÉÓ. 11. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÉÈÒÑ ÇÒ.5

ÔÁÎÙ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÓÎÑÔÉÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÊ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÏ ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÁÔÏÍÁ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ Ë ÒÁÂÏ-
ÔÁÍ òÅÚÅÒÆÏÒÄÁ, î. âÏÒÁ, á. úÏÍÍÅÒÆÅÌØÄÁ, í. ðÌÁÎËÁ, ü. æÅÒÍÉ É Ô.Ä. [15,16,17,20,25,26].
÷ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÒÁÓÞÅÔÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ¥ÎÁÓÙÝÅÎÉÅ¥ ÁÄÉÁÂÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ë ÐÏ-

ÓÔÏÑÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÞÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ

òÉÓ. 12. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÉÈÒÑ ÇÒ.7
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òÉÓ. 13. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÉÈÒÑ ÇÒ.8

ÏÒÂÉÔ × ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å [13,14]. úÁÓÅÌÅÎÉÅ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ × Ë×ÁÎÔÏ×Ï-ÍÅÈÁÎÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÁÐÅÌÌÉÒÕÅÔ Ë ÐÒÉÎÃÉÐÕ ðÁÕÌÉ, ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ æÅÒÍÉ × Ô×ÅÒÄÏÍ ÔÅÌÅ, ÓÔÁÔÉ-
ÓÔÉËÁÍ âÏÚÅ ÉÌÉ æÅÒÍÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ.
òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÓÃÅÎÁÒÉÉ ÚÁÓÅÌÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ

ÏÒÂÉÔ, ÓÎÑÔÉÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÎÓÁÍÂÌÅÊ ÞÁÓÔÉÃ ∼ 104÷1013, Ô.Å. × ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÚÒÅÖÅÎ-
ÎÙÈ ÇÁÚÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÛÁ ÍÏÄÅÌØ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÉ 5 ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ (ÉÓÔÏËÏ×)
Ó 3 ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ ÕÒÏ×ÎÑÍÉ (ÓÔÏËÁÍÉ). ðÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ¥ÐÅÒÅÈÏÄÎÙÅ¥ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ É ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ¥ÒÁÓÓÅÑÎÉÀ¥ ÜÎÅÒÇÉÉ.
÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ 20 ÷ 40 ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× × ÛÉÒÏËÏÍ ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ

ÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ [8,10,11,13,14] ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ ÒÅÛÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÏÎÎÙÅ, ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×ÅÄ-
ÞÅÓËÉÅ É Ô.Ð. ÐÒÏÂÌÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÞÁÓÔÉÃ × ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ
ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÓÒÅÄÅ. ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÓÁÍÏÏÒÇÁÎÉÚÕÀÝÉÈÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒ
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÏ×ÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÊ.
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THERMODYNAMIC SYMMETRIES IN WEAKLY-DISSIPATIVE THEORY ëáí

Bogdanov R. I, Bogdanov M. R , Kuzin P.S.

In the ëáí weakly-dissipative theory (a.k.a. the theory of almost open systems) we study the dynamical
systems which are small perturbations of Hamiltonian systems in a class of all dynamical systems. The classical
ëáí theory describes the dynamics of general positions of the Hamiltonian systems which are small perturbations
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of completely integrable Hamiltonian systems. Words ¥almost, weakly¥ mean a possibility to use integrals of the
un-perturbed system for the analysis of dynamics. It allows to understand structure of arising quasi-equilibrium
states in almost open dynamics: to compare interdependence of integrals with classical relations of mathematical
physics. In particular, we cite the new numerical data on calculation of thermodynamic potentials of the elementary
model. Their connection with stationary groups of dynamics (groups of interior symmetries) is also discussed. ¥The
elementary model¥ is a system of the second order on a straight line with a ¦eld of the forces corresponding to an
unharmonic potential; it is weakly perturbed by a frictional force with a friction coe©cient depending a©nely on
a phase variable.

Key words: Hamiltonian dynamical systems, stochastic dynamics of jets.
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õäë 517.977

éóðïìøúï÷áîéå ëïíðøàôåòîïê áìçåâòù ÷ úáäáþå
òåáìéúáãéé ïôïâòáöåîéê ÷èïä�÷ùèïä

á.÷. å÷óåå÷, ÷.î. þåô÷åòéëï÷1

òÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ � ×ÙÈÏÄ × ×ÉÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ

ÒÁÎÅÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × ×ÉÄÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒ × ÓÒÅÄÅ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ MAPLE. òÁÂÏÔÁ

ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÐÒÏÃÅÄÕÒ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÁ Ä×ÕÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÅÏÒÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ-×ÙÈÏÄ, ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ.

óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÀÔ ÓÌÏÖÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÒÕÞÎÕÀ, ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ. é ÈÏÔÑ
ÍÅÔÏÄÙ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ, × ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÉÚÌÏÖÅÎÙ ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ.
÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ � ×ÙÈÏÄ × ×ÉÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÑ. òÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÔÏÄÙ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ
ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × [1] ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎ É ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × ×ÉÄÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ
ÐÒÏÃÅÄÕÒ × ÓÒÅÄÅ MAPLE. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ
ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Á ÎÅ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÞÅÔÁÔØ Ó
ËÏÎÔÒÏÌÅÍ ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÒÁÓÞÅÔÁÍÉ. üÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÔÁË ËÁË
ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÎÏÇÄÁ ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔ ÎÕÖÎÏÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÉÌÉ ÎÁÈÏÄÑÔ, ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÎÅÕÄÏÂÎÏÍ ×ÉÄÅ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. é ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÅÝÅ ÒÁÚ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÜÔÏ.

1. úÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ � ×ÙÈÏÄ

íÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÈÏÄ � ×ÙÈÏÄ.
ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÄÅÌÅÎÙ
×ÈÏÄÎÙÅ u1, . . . , um (ÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ) É ×ÙÈÏÄÎÙÅ y1, . . . , yp

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ,
Á ÓÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÊ uq(t) × ÆÕÎËÃÉÉ yi(t). õÐÏÍÑÎÕÔÙÅ
ÚÁÄÁÞÉ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ × ÐÏÉÓËÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ uq(t), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ
× ÆÕÎËÃÉÉ yi(t) ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ×ÉÄÁ.
óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎ¾ÎÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ-×ÙÈÏÄ.
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÈÏÄ (y ∈ R

p) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ×ÈÏÄÏÍ (u ∈ R
m) ÐÒÉ

ÐÏÍÏÝÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

y
(ki)
i = ϕi(t, y, ‘y, . . . , y(k−1), u, ‘u, . . . , u(s)), i = 1, . . . , p. (1)

÷ ÓÉÓÔÅÍÅ (1) ÆÕÎËÃÉÉ ϕi ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÈÏÄÏ× yj É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ kj−1,
j = 1, . . . , p É ÏÔ ×ÈÏÄÏ× uq, q = 1, . . . , m É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ s.
õÒÁ×ÎÅÎÉÑ cÉÓÔÅÍÙ (1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ � ×ÙÈÏÄ.

1òÁÂÏÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ îû-4144.2010.1 ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ

É òææé, 10-07-00617.
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÷ÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÈÏÄÁ É ×ÙÈÏÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÅ x = (x1, . . . , xn), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ÷ÈÏÄ u ÉÚÍÅÎÑÅÔ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ x ÓÉÓÔÅÍÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ

‘x = f(t, x, u, ‘u, . . . , u(r0)), x ∈ R
n, u ∈ R

m, (2)

ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÈÏÄ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ r

y = h(t, x, u, ‘u, . . . , u(r)), y ∈ R
p. (3)

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t. ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÕÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑ u = u(t) ËÁË × ÓÉÓÔÅÍÕ (1), ÔÁË É × ÓÉÓÔÅÍÕ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÈÏÄÏ×, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ¡
ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.
þÔÏÂÙ ×ÙÈÏÄ ÂÙÌ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, É × ÔÏÍ É × ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u(t) 7→ y(t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÉÊ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔ ÎÁÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅ ËÁË ÓÁÍÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ, ÔÁË É ÐÒÁ×ÉÌ ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÉ
ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÏÇÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (2)�

(3) Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ (1). úÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ¡ ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (1) Ë ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ (2)�(3), Ô.Å. ÐÏÉÓË ÓÉÓÔÅÍÙ (2)�(3) É ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

x = X(t, y, ‘y, . . . , y(k0−1), u, ‘u, . . . , u(s1)), (4)

ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (3) × ÓÉÓÔÅÍÕ (1) Ó ÕÞ¾ÔÏÍ (2) É ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ (4) ×
ÓÉÓÔÅÍÕ (2)�(3) ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (1) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÎÙ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÅ u.
ïÔ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (1) Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ (2)�(3) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÎÙ:

x1 = y1, x2 = ‘y1, . . . , xk1 = y
(k1−1)
1 , xk1+1 = y2, xk1+2 = ‘y2, . . . , xk1+...+kp

= y(kp−1)
p .

ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÂÕÄÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ u ÄÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ s ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÍÎÏÇÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ:

‘x = f(t, x, u), x ∈ R
n, u ∈ R

m. (5)

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÉÄÁ (5)�(3), ÐÏÉÓËÕ ËÏÔÏÒÙÈ É ÐÏ-
Ó×ÑÝÅÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ.

2. ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [1, 2], ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) Ë ×ÉÄÕ (5)�(3), Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ hj,
j = 1, . . . , p ÉÚ (3).
ðÕÓÔØ F ¡ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y, u

É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ (ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÍÏÄÕÌØ 1-ÆÏÒÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ F :

H1 = spanF{dt, dy1, d ‘y1, . . . , dy
(k1−1)
1 , dy2, d ‘y2, . . . , dy(kp−1)

p , du1, . . . , du
(s−1)
1 , du2, . . . , du(s−1)m }.

äÌÑ 1-ÆÏÒÍÙ ω ∈ H1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘ω ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÓÉÌÕ ÓÉÓÔÅÍÙ (1). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ

Hk+1 = {ω ∈ Hk : ‘ω ∈ Hk}, k ≥ 1.
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íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ [1], ÞÔÏ Hk ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ F É dt ∈ Hk ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ≥ 1.
äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ yi ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ κi ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÓÉÌÕ

ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ y
(κi)
i ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ u

(s)
q ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ q = 1, . . . , m. åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ κi

ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÌÏÖÉÍ κi =∞.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. [1]. Á) òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ×ÉÄÁ (5)�(3) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ Hs+1 ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÔÏÞÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ X ÉÚ (4) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÔÏÒÙÈ
×ÍÅÓÔÅ Ó dt ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Hs+1.
åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ:

Â) n = k1 + . . .+ kp;
×) ÆÕÎËÃÉÑ yi = hi × (3) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ t, x, ÅÓÌÉ κi > s, É ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t, x, u, ‘u, . . . ,

u(s−κi), ÅÓÌÉ κi ≤ s.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÕÖÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ ÍÏ-
ÄÕÌÑ Hs+1 É ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÏÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÕÓÌÏ-
×ÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÉÄÁ (5)�(3) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. åÓÌÉ
ËÏÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ËÁËÏÊ�ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ Hs+1 ×ÉÄÁ
{dt, dx1, . . . , dxn}, ÇÄÅ x1, . . . , xn ¡ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÈ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÐÒÁ-

×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1). ÷ÅËÔÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ X = (x1, . . . , xn)
Ô

É ÅÓÔØ ÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÚÁÍÅÎÕ (4). äÁÖÅ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÄÁÎÎÙÅ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ. õÄÏÂÎÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÉÄÁ (5)�(3) É ÆÕÎËÃÉÉ X ÎÁ ÑÚÙËÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ η1, . . . , ηN ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

t, y1, ‘y1, . . . , y
(k1−1)
1 , y2, ‘y2, . . . , y

(kp−1)
p , u1, . . . , u

(s−1)
1 , u2, . . . , u

(s−1)
m ,

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ dη1, . . . , dηN ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ H1.

ìÅÍÍÁ 1. [2]. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ≥ 1 ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ Hj ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ 1�ÆÏÒÍ ×ÉÄÁ
∑N

l=1 fldηl,
ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1, . . . , fN ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ

t, y1, ‘y1, . . . , y
(k1−1)
1 , y2, ‘y2, . . . , y

(kp−1)
p , u1, . . . , u

(j+s−2)
1 , u2, . . . , u

(j+s−2)
m . (6)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (6) ÐÒÉ j = s + 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ j = 1, . . . , s+ 1 ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ Hj ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ 1�ÆÏÒÍ ÎÁ E . á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ
ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ E ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ

D =
∂

∂t
+

p∑

α=1

kα−2∑

lα=0

y(lα+1)α

∂

∂y
(lα)
α

+

p∑

α=1

ϕα

∂

∂y
(kα−1)
α

+
m∑

β=1

2s−2∑

k=0

u
(k+1)
β

∂

∂u
(k)
β

É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

Di = spanC∞(E){B1, . . . , Bm, adDB1, . . . , adDBm, . . . , adi−1
D B1, . . . , ad

i−1
D Bm}, i = 1, 2, . . . ,

ÇÄÅ

Bβ =
∂

∂u
(s)
β

, β = 1, . . . , m.

óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÏÄÕÌÀ Di × H1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D
T
i

DT
i = {ω ∈ H1 : ∀X ∈ Di X⌋ω ≡ 0}.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. [2]. äÌÑ j = 2, . . . , s+ 1 ÉÍÅÅÍ Hj = DT
j−1.
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË dt ∈ Hj , ÔÏ t ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Dj−1 ÐÒÉ
j = 2, . . . , s+ 1.
éÚ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ×ÉÄÁ (5)�(3) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ds ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ X ÉÚ (4) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ds,
ËÏÔÏÒÙÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó t ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ

ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ: ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄ-×ÙÈÏÄ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (1), ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÉÄÁ (5)�(3) É × ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÁÊÔÉ
ÔÁËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (4), ÐÒÉ×ÏÄÑÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (1) Ë ×ÉÄÕ (5)�(3).

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Di ÄÌÑ i = 1, . . . , s
É ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ. åÓÌÉ ËÁËÏÅ�ÌÉÂÏ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉ-
ÒÕÅÍÏ, ÔÏ ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÉÄÁ (5)�(3) É ÐÒÅËÒÁÝÁÅÍ
ÒÁÂÏÔÕ.
2. åÓÌÉ ×ÓÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ, ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÑÅÍ t ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎË-

ÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ds É ÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ (4).
3. ïÂÒÁÝÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ

(t, y, ‘y, . . . , y(k−1), u, ‘u, . . . , u(s)) −→ (t, x, u, ‘u, . . . , u(s)), (7)

ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (4). ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (3).
4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ (4) × ÓÉÌÕ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) É ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁ-

ÖÅÎÉÊ ×ÙÈÏÄÙ y Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ (5).

éÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
1. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ É ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÕÓÌÏ×ÉÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÁ

ÑÚÙËÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ).
2. ðÏÉÓË ÂÁÚÉÓÁ ω1, . . . , ωk ÓÏÐÒÑÖ¾ÎÎÏÇÏ ËÏÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÊ

æÒÏÂÅÎÉÓÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ

dωj ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωk = 0, j = 1, . . . , k. (8)

3. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÏÉÓË ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× {g} ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

Xi(g) = 0, i = 1, . . . , q, (9)

ÇÄÅ X1, . . . , Xq ¡ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÉÓËÏÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D.

4. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ Maple

ðÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × ÓÒÅÄÅ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Maple × ×ÉÄÅ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ realization varchange, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÅÊ ÐÏÉÓË ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (4), É ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ (5)�(3).
÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ × ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÄÁÎÎÙÅ ÔÉÐÁ Vector. äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó

ÎÉÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÐÁËÅÔÙ LinearAlgebra É VectorCalculus (Ï Maple ÓÍ.,
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ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [5]). òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ
ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.
ðÒÏÃÅÄÕÒÁ realization varchange ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ

×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ
ñËÏÂÉ VectorCalculus[Jacobian].
îÁ ×ÈÏÄ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ realization varchange ÐÏÄÁ¾ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ

ÔÉÐÁ list, É ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ p, m, k1, . . . , kp, s ÓÉÓÔÅÍÙ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
×ÈÏÄÁ u É ×ÙÈÏÄÁ y É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ × ÉÍÅÎÁ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ
ÓÐÉÓËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E É ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ D É B1, . . ., Bm.
äÁÌÅÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ.
äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Di, i = 1, . . . , s ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ

×ÉÄÁ (9) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ pdsolve, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÎÅ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÅÖÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÎÅËÏÒÒÅËÔ-
ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ LinearAlgebra[Rank] × ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. ðÒÉÞÉÎÁ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ LinearAl-
gebra[Rank] ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ É ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ
ÒÁÂÏÔÙ Ó ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇ, ×ÙÞÉÓÌÅÎ-
ÎÙÊ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÙÛÅ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ ÚÁ ÓÞ¾Ô ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌØÎÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ.
åÓÌÉ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÉÄÁ (9) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÕÎËÃÉÉ pdsolve ÎÅ ÕÄÁ¾ÔÓÑ, ÔÏ

ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ 1-ÆÏÒÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑ-
ÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ ÓÏÐÒÑÖ¾ÎÎÏÇÏ Ë Di ËÏÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Hi+1. âÁÚÉÓ ËÏÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
ËÁË ÂÁÚÉÓ ÑÄÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÍÁÔÒÉÃÅ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). ðÏ-
ÉÓË ÂÁÚÉÓÁ ÑÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ LinearAlgebra[NullSpace], ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÉÐ Vector. üÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ × 1-ÆÏÒÍÙ ÐÕÔ¾Í
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ËÏ×ÅËÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ k 1-ÆÏÒÍ
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (8). äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó 1-ÆÏÒÍÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÁËÅÔ di¨orms.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÏÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ds, ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë (7) ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ solve. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÐÒÏ-
ÂÏ×ÁÔØ ÎÁÊÔÉ Å¾ ×ÒÕÞÎÕÀ.

5. ðÒÉÍÅÒÙ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

�y1 = y1y
2

2 +
�u

y2
, ‘y2 = u .

÷ Maple ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÄÁ¾ÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

>sys1_string:="[diff(y[1],t$2)=y[1]*y[2]^2+diff(u,t$2)/y[2],diff(y[2],[t])=

y[2]^2]":

>sys1:=subs({seq(y[i]=y[i](t),i=1..2),u=u[1](t)},parse(sys1_string));
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úÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ

>opts1:={k=[2,1], p=2, m=1, s=2};

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ realization varchange ÄÁ¾Ô ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D2

x1 = y2, x2 = u − y2y1, x3 = ‘u − y2 ‘y1 + y22y1.

ðÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ

‘x1 = x21 , ‘x2 = x3 − 2x1u+ 2x1x2 , ‘x3 = x21(u − x2) ,

y1 =
u − x2

x1
, y2 = x1.

÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ×ÉÄÁ (5)�(3). ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÔÁËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ. îÏ ÄÁÖÅ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ realization varchange ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕ-
ÞÁÑÈ ÐÏÎÉÚÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ s0 (s0 < s), ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D2, . . . ,Ds0 ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ. úÁÔÅÍ ÎÅÏÂÈÏ-
ÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÛÁÇÉ 2�4 ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ Ds ÎÁ Ds0 . ðÏÌÕÞÉÍ
ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (2)�(3), ÇÄÅ r0 = s − s0.

ðÒÉÍÅÒ 2 (ÕÐÒÏÝ¾ÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÄß¾ÍÎÏÇÏ ËÒÁÎÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉ-
ÓÔÅÍÕ [3,4]

‘x1 = x2, ‘x2 = −
g sin x1

R
−
2x2
R
‘R −
cosx1

R
�D, (10)

ÇÄÅ x1 ¡ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÎÁÔÏÍ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓØÀ, x2 ¡ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÕÇÌÁ x1, R ¡
ÄÌÉÎÁ ËÁÎÁÔÁ, D ¡ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÌÅÖËÉ. ÷ÈÏÄÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (R, D), ×ÙÈÏÄÏÍ (x1, x2)
(ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [3]).
÷ ÒÁÂÏÔÅ [4] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (10) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ Ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ×ÉÄÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ.
ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ realization varchange ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ

“x1 = x1, “x2 = ‘D +
x2R

cos x1
.

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ

‘“x1 =
cos “x1(“x2 − ‘D)

R
,

‘“x2 =
sin “x1 “x

2
2 − 2 sin “x1 “x2 ‘D + sin “x1 ‘D

2 − “x2 ‘R + ‘R ‘D

R
− g tg “x1 ,

x1 = “x1,

x2 =
(“x2 − ‘D) cos “x1

R
,

ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ × [4]. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏÎÉÚÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÏÊ ×ÈÏÄÁ D ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.
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USING COMPUTER ALGEBRA IN THE PROBLEM OF REALIZATION OF

INPUT�OUTPUT MAPS

Evseev A.V., Chetverikov V.N.

The problem of realization of input-output map in the form of state equations is solved. The earlier algorithm
is realised in the form of library of procedures (LIB) in the environment of MAPLE symbolical calculations. The
developed procedures are applied to two worked out examples.

Key words: computer algebra, control theory, input-output maps, realization problem.
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ðÒÏÐÕÓÔÉÔÅ ÐÕÓÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ



2011 îáõþîùê ÷åóôîéë íçôõ çá ½ 165

õäë 519.46

çåïíåôòéþåóëéê ðïäèïä
÷ äéîáíéëå óðìïûîïê óòåäù

á.í. ìõëáãëéê1

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒ¾ÈÍÅÒÎÏÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁ-
ÍÉËÉ × ÆÏÒÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. äÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ
ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÁ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒ¾ÈÍÅÒÎÏÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÙ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ 3-ÍÅÒÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ <, >x. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ M ËÁË ÏÂÌÁÓÔØ ÔÅÞÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÄÉ-
ÎÁÍÉËÉ ÖÉÄËÏÓÔÉ Ó ÐÏÌÅÍ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ u ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÆÏÒÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ [1-3] ÉÌÉ
çÒÏÍÅËÉ � ìÅÍÂÙ [2]

∂u

∂t
= u ∧ rotu+∇α. (1)

ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÙ âÅÒÎÕÌÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÊ
ÁÎÁÌÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÏÌÑ
ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M . á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

b(u, u) = u ∧ rotu. (2)

éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÉÍÅÅÍ

< b(u, u), u >x=< u ∧ rotu, u >x= − < rot u, u ∧ u >x= 0. (3)

îÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÆÏÒÍÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 3-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ ÎÁ
ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ × ÔÁËÏÍ ×Á-
ÒÉÁÎÔÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÓÑ ÁÎÁÌÏÇ Ó×ÏÊÓÔ×Á (3). ÷ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (2) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (3). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. áÎÁÌÏÇ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×) ÆÏÒÍÙ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎ × [3] ÐÕÔÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ
×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ.

1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M . ïÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ <, >x ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å TxM . õÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊ-
ÌÅÒÁ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÎÁ M ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

∂u

∂t
+∇uu+∇p = 0. (4)

úÄÅÓØ u � ÂÅÚÄÉ×ÅÒÇÅÎÔÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ∇uu¡ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ
ÐÏÌÑ u ×ÄÏÌØ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ, p � ÄÁ×ÌÅÎÉÅ ÖÉÄËÏÓÔÉ.

1òÁÂÏÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÆÏÎÄÁ òææé, ÇÒÁÎÔ 07-01-00230.
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éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ
ÍÅÔÒÉËÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ËÒÕÞÅÎÉÅÍ, Ô.Å. ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ

∇XY −∇Y X − [X, Y ] = 0,

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅ×É-þÉ×ÉÔÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ M

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅ×É -þÉ×ÉÔÙ. ðÕÓÔØ X, Y, Z � ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M .
âÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ - ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï [4,

Ð. 3.5]. ðÕÓÔØ X, Y, Z � ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M . ôÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ
x ∈ M ÉÍÅÅÍ

< ∇XY, Z >=
1

2
(X < Y, Z > +Y < Z, X > −Z < X, Y > +

+ < Z, [X, Y ] > + < Y, [Z, X] > − < X, [Y, Z] >).

äÌÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u ÎÁ M ÉÍÅÅÍ

< ∇uu, u >x=
1

2
u(< u, u >)x =< ∇(< u, u >)x, ux >, (5)

ÐÒÉÞÅÍ (5) ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏ, Á × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M . ÷×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ
×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

b(u, u) = −∇uu+
1

2
∇(< u, u >). (6)

éÓÐÏÌØÚÕÑ (5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M

< b(u, u)x, ux >= 0. (7)

úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

α = −p −
1

2
< u, u > . (8)

éÓÐÏÌØÚÕÑ (4) É (6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ

∂u

∂t
= b(u, u) +∇α. (9)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ α × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ
üÊÌÅÒÁ × ÆÏÒÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ (1) Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÄÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8), [2].
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ (9) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍ-

ÐÁËÔÎÏÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ × ÆÏÒÍÅ
âÅÒÎÕÌÌÉ (1).
÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ b(u, u) ÄÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÁÍÏÓÔÏ-

ÑÔÅÌØÎÏÊ ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÅÅ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.
÷ÙÂÅÒÅÍ ÁÔÌÁÓ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ðÕÓÔØ (x1, ..., xn)− ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ M ÜÔÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G = (gi,j)− ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÏ× ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1, ..., xn). ÷×ÅÄÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ
ei =

∂
∂xi

, i = 1, ..., n. éÍÅÅÍ

∇ei
ej =

n∑
k=1

•k
i,jek. (10)

úÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÉ •k
i,j− ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÒÔÙ U , [4].
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ∇uu. úÁÐÉÛÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ u × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

u =
n∑

i=1

uiei. (11)

éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÍÅÅÍ

∇uu = u(u) +
n∑

k=1

n∑
i,j=1

•k
i,juiujek. (12)

äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï [4, Ð. 3.5] ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ •k
i,j × ÌÏËÁÌØÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ
∑

l

gl,k•
k
l,j =

1

2
(
∂gj,k

∂xi

+
∂gk,i

∂xj

−
∂gi,j

∂xk

). (13)

ïÔÓÀÄÁ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ

G(∇uu) = G(u(u)) +
1

2

∑
i

(
∑
j,r

uruj(
∂gi,j

∂xr

+
∂gi,r

∂xj

−
∂gr,j

∂xk

))ei.

äÁÌÅÅ

G(u(u))) =
∑

i

(
∑
r,j

gi,r

∂ur

∂xj

uj)ei.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÁÌÅÅ G(∇uu) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ G(∇uu) = F +H +K, ÇÄÅ

F =
1

2

∑
i

(
∑
j,r

uruj(
∂gi,j

∂xr

+
∂gi,r

∂xj

− 2
∂gr,j

∂xi

))ei, (14)

H =
1

2

∑
i

(
∑
r,j

(2gi,r

∂ur

∂xj

uj − gr,j(
∂ur

∂xi

uj +
∂uj

∂xi

ur))ei, (15)

K =
1

2

∑
i

(
∑
r,j

(
∂gr,j

∂xi

uruj + gr,j(
∂ur

∂xi

uj +
∂uj

∂xi

ur))ei. (16)

úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ K = G(G−1K), ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ

G−1K =
1

2
∇ < u, u > .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ

∇uu = G−1F +G−1H +
1

2
∇ < u, u > . (17)

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ

G−1F +G−1H = ∇uu −
1

2
∇ < u, u > (18)

ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ −b(u, u) (6) É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (7).
éÍÅÅÍ − < b(u, u), u >= (Gb(u.u), u) = P +Q, ÇÄÅ

P =
1

2

∑
i,j,r

uiujur(
∂gi,j

∂xr

+
∂gi,r

∂xj

− 2
∂gr,j

∂xi

).

É

Q =
1

2

∑
i,j,r

(2gi,r

∂ur

∂xj

ujui − gr,j(
∂ur

∂xi

ujui) +
∂uj

∂xi

uiui)).
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ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÉÎÄÅËÓÏ× ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ P = 0, Q = 0. üÔÏ ÄÁÅÔ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Á (7) ÞÅÒÅÚ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.
ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ

ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÂÙ-
ÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ × [5]. îÁÉÂÏÌÅÅ ÔÉÐÉÞÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ
ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ M = Rn.

2. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÄÉÎÁÍÉËÅ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÓÒÅÄÙ

2.1. óÌÕÞÁÊ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ âÅÒÎÕÌÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (7) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÞÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ
ÆÏÒÍÙ âÅÒÎÕÌÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ

∂ < u, u >x

∂t
= 2(

∂u

∂t
, u)x = 2(u,∇α) = 2u(α)x.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (7) É (8), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

∂ < u, u >x

∂t
= 2u(α)x. (19)

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÎÅÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÅÞÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

u(α) = 0. (20)

äÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÅÞÅÎÉÊ |u(x)| ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M .
ðÒÉÍÅÒ 2.1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ 3-ÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ

u = (a, sin(f(x)), cos(f(x)). (21)

üÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

u = h+ v, h = (a, 0, 0), v = (0, sin(f(x)), cos(f(x)).

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÔÉÐÁ ÂÅÇÕÝÅÊ ×ÏÌÎÙ, [6-7]. ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

ut = (a, sin(f(x − at)), cos(f(x − at)). (22)

óÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ |u(x)| ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. äÁÌÅÅ ÉÍÅÅÍ

∂u

∂t
= af ′(x − at)(0,− cos(f(x − at)), sin(f(x − at)).

ôÁËÖÅ
rotu = f ′(x − at)(0, sin(f(x − at)), cos(f(x − at)).

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
∂u

∂t
= u × rotu. (23)

úÁÍÅÔÉÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÆÏÒÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÞÌÅÎ α = 0 .
ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÞÌÅÎ α × ÆÏÒÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ − ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ (ÔÅÞÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÄÁ×ÌÅÎÉÅÍ).
ðÒÉÍÅÒ 2.2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ

u = (a, b(x), c(x, y)). (24)
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éÍÅÅÍ
rotu = (c′y,−c′x, b

′
x),

u × rot u = (bb′x + cc′x,−ab′x + cc′y,−ac′x − bc′y)) =
1

2
< u, u > +h.

úÄÅÓØ h = (0,−ab′x,−ac′x − bc′y)). éÍÅÅÍ divh = 0. ïÔÓÀÄÁ α = 1

2
< u, u >, Á p = 0, Ô.Å.

×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ (24) ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ Ó
ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (24). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ

ut = (a, b(x(t)), c(x(t), y(t)). (25)

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ

x̀ = −a, ỳ = −b(x).

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ut = (a, b(x − at), c(x − at, y −

∫ t

0

b(x − aτ)dτ). (26)

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÈ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ
ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. ÷ [8] ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÄÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ
ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ, ÎÏ É ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ
ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (26), ÓÄÅÌÁ× ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ x′ = x − at, y′ = y −
∫ t

0
b(x − aτ)dτ .

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÎÄÁÕ�
ìÉÆÛÉÃÁ [9]

∂m

∂t
= m × Nu. (27)

úÄÅÓØ m− ÇÌÁÄËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ 3-È ÍÅÒÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
M , N− ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÕÓÔØ M − −− ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ, Á
N = – ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ

u = (f1, f2, f3), (28)

ÇÄÅ fi, i = 1, 2, 3− ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ f Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ λ. ðÕÓÔØ

m = a+ u. (29)

úÄÅÓØ a ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÔÏÒÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (27) ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ

∂a

∂t
= 0;

∂u

∂t
= λa × u, (30)

ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ
u(t) = a+ exp(λt ad a)(u). (31)

úÄÅÓØ ad a− ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ so(3), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÔÒÅÈÍÅÒ-
ÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, exp : so(3)→ SO(3),−
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÎÄÁÕ�ìÉÆÛÉÃÁ ×ÉÄÁ (28), ÐÒÉÞÅÍ
λ 6= 0.
ôÏÇÄÁ u ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×Ï ÐÏ ìÑÐÕÎÏ×Õ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÄÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ u ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ua = a+u. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÕÀ ÔÏÞËÕ x, × ËÏÔÏÒÏÊ u(x) 6= 0.ôÏÇÄÁ ÉÚ (31) É Ó×ÏÊÓÔ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ δ > 0 ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ a, |a| < δ É t, ÞÔÏ ua(t) = a− u. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉÐ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÎÄÁÕ�ìÉÆÛÉÃÁ. ðÕÓÔØ

m = a+ fb, (32)

ÇÄÅ a, b− ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÔÏÒÅ, f− ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. éÍÅÅÍ

∂m

∂t
= (a+ fb)×–(f)b = –(f)a × b. (33)

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

m(t) = a+ fb+ (exp(t–(f) ad a)− Id)(b). (34)

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÎÄÁÕ�ìÉÆÛÉÃÁ ×ÉÄÁ (28) Ó a = 0, b 6= 0,
Ô.Å. u = fb, ÐÒÉÞÅÍ –f 6= 0.
ôÏÇÄÁ u ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×Ï ÐÏ ìÑÐÕÎÏ×Õ.
ðÒÉÍÅÒ 2.2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ (A, B, C)− ÐÏÌÑ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ.

v = (−A sin z + C cos y,−B sinx+A cos z,−C sin y +B cosx). (35)

ïÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ (A, B, C)− ÐÏÌÑ [1] ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ rot v = −v, ÔÏÇÄÁ ËÁË
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏe ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÒÏÔÏÒÏÍ. äÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (35) ÉÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ –v = −v.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ

u = h+ v, (36)

ÇÄÅ h = (a, b, c)− ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÎÄÁÕ�ìÉÆÛÉÃÁ ÄÌÑ (36) ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ

∂v

∂t
= −h × v (37)

É ÓÏÇÌÁÓÎÏ (31) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ

u(t) = h+ exp(−t adh)(v). (38)

ðÒÉÍÅÒ 2.3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
(36). úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÉÐÁ ÂÅÇÕÝÅÊ ×ÏÌÎÙ [6-7], ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

w(t) = h+ v(t), (39)

ÇÄÅ v(t) = (−A sin(z−ct)+C cos(y−bt),−B sin(x−at)+A cos(z−ct)z,−C sin(y−bt)+B cos(x−
at)). õÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ×ÉÄ

∂v

∂t
= −h × v +∇α. (40)

úÄÅÓØ α(t) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ u ∧ rotu É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

α(t) = bB sin(x − at)− cB cos(x − at) + cC sin(y − bt)− aC cos(y − bt)+

+aA sin(z − ct)− bA cos(z − at).
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äÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p = − 1
2

< u, u > −α É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

p = 2(AC sin(z − ct) cos(y − bt) +AB sin(x − at) cos(z − ct)+

+CB sin(y − bt) cos(x − at)).

2.2. óÌÕÞÁÊ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÄÅÁÌØÎÕÀ ÓÖÉÍÁÅÍÕÀ ÖÉÄËÏÓÔØ. åÅ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÞÉÎÅÎÁ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (4), ÇÄÅ b ÄÁÅÔÓÑ (6), Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÅÚÄÉ×ÅÒÇÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÑ
ÓËÏÒÏÓÔÅÊ u, Á ÄÁ×ÌÅÎÉÅ p ÐÏÄÞÉÎÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÒÅÛÅÎÉÅ. úÄÅÓØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë
×ÉÄÕ (9), ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ α ÄÁÅÔÓÑ (8).
ðÒÉÍÅÒ 2.4.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌØÎÕÀ ÓÖÉÍÁÅÍÕÀ ÖÉÄËÏÓÔØ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (36) É ÓÉÌÏÊ
ÄÁ×ÌÅÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ p = − 1

2
< u, u >. ôÏÇÄÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ üÊÌÅÒÁ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ

ÖÉÄËÏÓÔÉ (8) ÞÌÅÎ α = 0 É ÏÎÉ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ×ÉÄ (37). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅ-
ÁÌØÎÁÑ ÓÖÉÍÁÅÍÁÑ ÖÉÄËÏÓÔØ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÉÒÕÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ìÁÎÄÁÕ�ìÉÆÛÉÃÁ (ÎÁÍÁÇÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÆÅÒÒÏÍÁÇÎÅÔÉËÁ) ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ.
2.3. óÌÕÞÁÊ ×ÑÚËÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÑÚËÕÀ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÕÀ ÖÉÄËÏÓÔØ. åÅ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÐÏÄÞÉÎÅÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ îÁ×ØÅ�
óÔÏËÓÁ

∂u

∂t
+∇uu+∇p − ν–u = 0. (41)

úÄÅÓØ u � ÂÅÚÄÉ×ÅÒÇÅÎÔÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ν � ×ÑÚËÏÓÔØ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ îÁ×ØÅ�óÔÏËÓÁ ÉÍÅÅÔ
ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ∇uu+∇p É ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ

∂u

∂t
= b(u, u) +∇α+ ν–u, (42)

ÇÄÅ b ÄÁÅÔÓÑ (6), Á ÆÕÎËÃÉÑ α � (8).
äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îÁ×ØÅ�óÔÏËÓÁ ÁÎÁÌÏÇ Ó×ÏÊÓÔ×Á (19) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ

ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

∂ < u, u >x

∂t
= 2(u(α)x + ν < –u, u >x). (43)

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÚÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ
ÐÏÌÑ, ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó [5].
÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ×ÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ p ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ. ôÏÇÄÁ × ÌÏËÁÌØÎÏ
Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x = (x1, ..., xn) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îÁ×ØÅ�óÔÏËÓÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

∂u

∂t
+ u(u) +∇p − ν–u = 0. (44)

ïÔÓÀÄÁ

–p = −divu(u) = −
∑
i,j

∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

.

éÍÅÅÍ ∑
i,j

∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

= tr
∂u

∂x

∂u

∂x
.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ (λ1((x), ..., λn(x))− ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉÃÙ
∂u
∂x
. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ

divu = 0 ÉÍÅÅÍ
∑

i λi = 0. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
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tr∂u
∂x

∂u
∂x
=

∑
i λ
2

i . äÁÌÅÅ ÉÍÅÅÍ 0 = (
∑

i λi)
2 =

∑
i λ
2

i + 2
∑

i6=j λi ∗ λj. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3.

äÌÑ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ p ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÌÏËÁÌØÎÏ-Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï

–p = 2
∑
i6=j

λi ∗ λj . (45)

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1.

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ξ(λ) ÍÁÔÒÉÃÙ ∂u
∂x
× ÔÏÞËÅ x ∈ M ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

ξ = (−1)nλn + (−1)n−2
–p(x)

2
λn−2 + ..., (46)

Á ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ

ξ = −λ3 −
–p(x)

2
λ+ det(

∂u

∂x
). (47)

ìéôåòáôõòá

1. áÒÎÏÌØÄ ÷. é. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. - í.: üÄÉÔÏÒÉÁÌ õòóó, 2000.
2. óÅÄÏ× ì. é. íÅÈÁÎÉËÁ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÓÒÅÄÙ. -í.: îÁÕËÁ, 1973. - ô. 1
3. áÒÎÏÌØÄ ÷. é., èÅÓÉÎ â.á. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ. - í.: íãíîï õòóó, 2007.
4. çÒÏÍÏÌ ä., ëÌÉÎÇÅÎÂÅÒÇ ÷., íÅÊÅÒ ÷. òÉÍÁÎÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × ÃÅÌÏÍ - í.: íÉÒ, 1971.
5. ìÕËÁÃËÉÊ á. í. ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÍÅÒÕ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ//îÁÕÞÎÙÊ ÷ÅÓÔÎÉË íçôõ çá. - 2005. - ½ 91. - ó. 36-47.
6. ìÕËÁÃËÉÊ á. í. ï ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅ-

ÎÉÑÈ//îÁÕÞÎÙÊ ÷ÅÓÔÎÉË íçôõ çá.- 2003. - ½ 64. - ó. 7-17.
7. ìÕËÁÃËÉÊ á. í. ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ Ë ÄÉÎÁÍÉËÅ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ

ÖÉÄËÏÓÔÉ//ðÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÍÅÈÁÎÉËÁ. - 2003. - ½ 5. - ó. 784-794.
8. ìÕËÁÃËÉÊ á. í. óÔÒÕËÔÕÒÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ

Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. - ñÒÏÓÌÁ×ÌØ: ñÒçõ ÉÍ. ð. ç. äÅÍÉÄÏ×Á, 2010.

9. áÌÅËÓÏ×ÓËÉÊ ÷. á., ìÕËÁÃËÉÊ á. í. îÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÎÁÍÁÇÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÆÅÒÒÏÍÁÇÎÅÔÉËÏ×
É Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏËÏ× // ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ. - 1990.

- ô. 85. - ½ 1. - ó. 1090-1096.

THE GEOMETRICAL APPROACH IN DYNAMICS

OF THE CONTINUOUS MEDIUM

Lukatsky A.M.

A generalization of the Bernoulli representation of Euler 3D-hydrodynamics equations for a Riemannian
manifold of arbitrary dimension is obtained. Examples are analyzed. An interpretation of the incompressible §uid
pressure in terms of algebraic invariants is given.

Key words: hydrodynamics, Riemannian manifolds, algebraic invariants.

ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ Á×ÔÏÒÅ

ìÕËÁÃËÉÊ áÌÅËÓÁÎÄÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ, 1949 Ç.Ò., ÏËÏÎÞÉÌ íçõ (1972), ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ×ÅÄÕÝÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (éîüé) òáî,
Á×ÔÏÒ 90 ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔ, ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÕÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ
Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ.



ðÒÏÐÕÓÔÉÔÅ 2 ÐÕÓÔÙÅ ÓÔÒÁÎÉÃÙ

32



33 îÁËÒÙÔÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ dKP�hyperCR É ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ

ðÒÏÐÕÓÔÉÔÅ ÐÕÓÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ



2011 îáõþîùê ÷åóôîéë íçôõ çá ½ 165
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îáëòùôéå õòá÷îåîéñ dKP�hyperCR
é íîïçïúîáþîùå óôòõëôõòù

üêîûôåêîá�÷åêìñ

ï.é. íïòïúï÷1

óÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÄÏËÔÏÒÏÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ óÁÍÏÈÉÎÙÍ á.÷.

íÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÈÎÉËÕ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Ë ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ dKP�hyper CR. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ìÉ, ÎÁËÒÙÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

uyy = utx + (b ux − c uy) uxx + c ux uxy, (1)

b = const, c = const, ××ÅÄÅÎÎÏÅ í. äÕÎÁÊÓËÉÍ [8] ËÁË ÒÅÄÕËÃÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÅÂÅÓÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ ðÌÅÂÁÎÓËÏÇÏ [24]. ðÒÉ c = 0 É b 6= 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒ-
ÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ èÏÈÌÏ×Á�úÁÂÏÌÏÔÓËÏÊ [12], ÉÎÁÞÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÂÅÚÄÉÓÐÅÒÓÉÏÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
ëÁÄÏÍÃÅ×Á�ðÅÔ×ÉÁÛ×ÉÌÉ (dKP). ðÒÉ b = 0 É c 6= 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅÍ hyperCR, ÉÚÕÞÁ×ÛÉÍÓÑ × ÒÁÂÏÔÁÈ [23, 7]. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

{

h = (dy − c ux dt)2 − 4 (dx+ (c uy − b ux) dt) dt,

ω = −c uxx dy + ((c2 ux + 4 b) uxx − 2 c uxy) dt.
(2)

÷ ÒÁÂÏÔÅ [8] ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÐÁÒÁ ìÁËÓÁ
{

qt = ((c z − b) ux + c uy + z2) qx + b (z uxx + uxy) qz,

qy = (c ux + z) qx + b uxx qz.
(3)

ïÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z. õÓÌÏ×ÉÅ
ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ qty = qyt ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ uz = 0 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
(1). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ uz = 0 ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3).
ðÒÉ b 6= 0 É c 6= 0 ÐÒÏÓÔÏÅ ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

t = c4 b−3 “t, x = c2 b−1 “x, y = −c3 b−2 “y (4)

ÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÔÉÌØÄ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

uyy = utx + (ux + uy) uxx − ux uxy. (5)

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁËÒÙÔÉÅ [13�16] ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). íÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÍÅ-
ÔÏÄ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × [21], É ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÎÔÁËÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ

1òÁÂÏÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÒÏÓÓÉÊÓËÏ-ÔÁÊ×ÁÎØÓËÏÇÏ ÇÒÁÎÔÁ 95WFE0300007 (ÇÒÁÎÔ
òææé 06-01-89507-HHC) É ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÇÒÁÎÔÁ 09-01-92438-Kü a òææé É Consortium E.I.N.S.T.E.IN
(éÔÁÌÉÑ).
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁËÒÙÔÉÅ. íÙ ÉÓ-
ÐÏÌØÕÅÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ (2) ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË × ÓÔÁÔØÅ [20] ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ dKP.

1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

1.1. îÁËÒÙÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ π∞ : J
∞(π)→ R

n ¡ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÄÖÅÔÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ π : Rn × R → R. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ J∞(π) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (xi, uI), ÇÄÅ I = (i1, ..., ik) ¡
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ, i1, ..., ik ∈ {1, ..., n}, u∅ = u, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

f ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ π ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ j∞(f) : R
n → J∞(π), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ uI(j∞(f)) =

∂#I(f)

∂xi1 ...∂xi
k
,

#I = #(i1, ..., ik) = k. ðÏÌÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÎÁ J∞(π) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

Di =
∂

∂xi
+ uIi

∂

∂uI

(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ (ÍÕÌØÔÉ)ÉÎÄÅËÓÁÍ). üÔÉ
×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ×ÓÀÄÕ ÎÁ J∞(π): [Di, Dj] = 0 ÐÒÉ i, j ∈ {1, ..., n}. äÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (xi, uK) = 0 ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ E

∞ = {DI(F ) = 0 | #I > 0} ⊂
J∞(π), ÇÄÅ DI = Di1 ◦ ... ◦Dik ÐÒÉ I = (i1, ..., ik). íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ �Di ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Di ÎÁ
E∞.
÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ E∞ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÅ Ẽ∞ = E∞ × V → E∞ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÓÌÏÑ vγ, γ ∈ {1, ..., N} ÉÌÉ γ ∈ N, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÍÉ ÐÏÌÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ

D̃i = �Di + T
γ
i (x

j , uI , v
β)

∂

∂vγ
, (6)

ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ

[D̃i, D̃j] = 0 ⇐⇒ (xi, uI) ∈ E∞. (7)

äÅÊÓÔ×ÉÅ D̃i ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÌÏÑ vγ ÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔ-
ÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ

v
γ

xi = T
γ
i (x

j , uI , v
β). (8)

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ: ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ E∞. óÉÓÔÅÍÁ (8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ
ÏÂÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ âÜËÌÕÎÄÁ [15, § 3.8]. éÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ u ÉÚ (8) ÄÁÅÔ
ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ vγ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ-
ËÒÙ×ÁÀÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. óÉÓÔÅÍÁ (8) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÅ ÐÏÌÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (6),
ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ.
÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁÍÉ [27]

τγ = dvγ − T
γ
i (x

j , uI , v
β) dxi, (9)

ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ

dτγ ≡ 0 mod τβ , �ϑI ⇐⇒ (xi, uI) ∈ E∞, (10)

ÇÄÅ �ϑI ¡ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÆÏÒÍ ϑI = duI − uI,k dxk ÎÁ E∞.

1.2. óÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ëÁÒÔÁÎÁ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐ ìÉ

ðÕÓÔØ M ¡ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ìÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ M ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ �: U → �U Ä×ÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× M . ðÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÏÊ G ÎÁ
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M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÁ M , ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ), ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÁ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ
ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.
íÅÔÏÄ ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐ ìÉ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ, ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÆÏÒÍÁÍÉ íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÙ íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ ω1, ..., ωm

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ M × “M ×G, ÇÄÅ
“M ¡ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ [22, Ch. 12], G ¡ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ É

m = dim M + dim “M . æÏÒÍÙ ωi ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÎÁ M × “M , × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÁËÖÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ G. üÔÉ ÆÏÒÍÙ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÕ G × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ �: U → �U
ÎÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ
ā: W → �W ÎÁ M × “M × G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ρ ◦ ā = � ◦ ρ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ ρ : M × “M × G → M É
ÆÏÒÍÙ ωj ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ā, ÔÏ ÅÓÔØ

ā∗
(

ωi| �W
)

= ωi|W . (11)

÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÎÅÛÎÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÆÏÒÍ ω i × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÁÍÉÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ ÄÁÀÔ
ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ëÁÒÔÁÎÁ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ G

dωi = Ai
γj πγ ∧ ωj +Bi

jk ωj ∧ ωk, Bi
jk = −Bi

kj . (12)

æÏÒÍÙ πγ, γ ∈ {1, ..., dim G} Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÆÏÒÍ íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁ-
ÎÁ µγ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G É ÆÏÒÍ ωi. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ai

γj É Bi
jk ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Uκ : M → R, κ ∈ {1, ..., l}, l < dim M , ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ G, ÔÁË ÞÔÏ
�∗ (Uκ| �U) = Uκ|U ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ G. ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÊ U κ ÓÕÔØ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÆÏÒÍ ω j

dUκ = Cκ
j ωj, (13)

ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Cκ
j ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× U 1, ..., U l.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑ

d(dωi) = 0 = d
(

Ai
γj πγ ∧ ωj +Bi

jk ωj ∧ ωk
)

. (14)

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

dπγ = W
γ
λj χλ ∧ ωj +X

γ
βǫ πβ ∧ πǫ + Y

γ
βj πβ ∧ ωj + Z

γ
jk ωj ∧ ωk (15)

Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ 1-ÆÏÒÍÁÍÉ χλ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (14) ÏËÁ-
ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (12), (13) É (15). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ
(13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

d(dUκ) = 0 = d(Cκ
j ωj) (16)

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (12) É (13).
æÏÒÍÙ πγ ÎÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ G. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12) ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ πγ 7→ πγ + z
γ
j ωj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
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ËÏÜÆÆÉÉÃÉÅÎÔÏ× z
γ
j . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ r(1) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

r(1) 6 n dim G −
n−1∑

k=1

(n − k) σk, (17)

ÇÄÅ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ëÁÒÔÁÎÁ σk ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

σk = max
u1,...,uk

rank Ak(u1, ..., uk)−
k−1∑

j=1

σj

Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Ak, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

A1(u1) =
(
Ai

γj u
j
1

)
, Al(u1, ..., ul) =

(
Al−1(u1, ..., ul−1)

Ai
γj u

j
l

)
,

[3, § 5], [22, Def. 11.4]. óÉÓÔÅÍÁ ÆÏÒÍ ωk ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ × (17) ÒÁ×ÎÙ [3, § 6],
[22, Def. 11.7].
æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ [3, §§ 16, 22�24], [6], [26, §§ 16, 19, 20, 25,26], [25,

§§ 14.1�14.3] ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍ íÁÕÒÅÒÁ�
ëÁÒÔÁÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÉÎ×Ï-
ÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ; ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12), (13) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ (14),
(16) É ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ 1-ÆÏÒÍ ω1, ... , ωm É ÆÕÎËÃÉÊ U1, ... , U l,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12) É (13). ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ìÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ J 2(π) ÄÖÅÔÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÑ π : Rn × R → R

n, π : (x1, ..., xn, u) 7→ (x1, ..., xn, u). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ϑ ÎÁ
J2(π) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÌÀÂÏÍ 2-ÄÖÅÔÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÓÅÞÅÎÉÑ f ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ π: j2(f)

∗ϑ = 0. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁÖÄÁÑ ËÏÎÔÁËÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÆÏÒÍ ϑ0 = du − ui dxi, ϑi = dui − uij dxj, i, j ∈ {1, ..., n},
uji = uij. ìÏËÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ –: J

2(π) → J2(π), –: (xi, u, ui, uij) 7→ (�xi, �u, �ui, �uij)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ �ϑ ÆÏÒÍÁ
–∗ �ϑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Cont(J 2(π)) ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÕ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ J2(π). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 1-ÆÏÒÍÙ

—0 = a ϑ0, —i = gi—0 + aBk
i ϑk, ™i = ci—0 + f ik—k + bi

k dxk,

—ij = aBk
i Bl

j (dukl − uklm dxm) + sij —0 + wk
ij —k, (18)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ J2(π)×H, ÇÄÅH¡ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× R(2n+1)(n+3)(n+1)/3 Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a, bi

k, c
i, f ik, gi, sij, w

k
ij, uijk), i, j, k,∈ {1, ..., n}, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ a 6= 0, det(bi

k) 6=

0, f ik = fki, sij = sji, wk
ij = wk

ji, uijk = uikj = ujik, ÇÄÅ (B
i
k) ¡ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÌÑ

ÍÁÔÒÉÃÙ (bi
k). ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÓÔÁÔØÅ [19], ÆÏÒÍÙ (18) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÍÉ íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ

ÄÌÑ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ Cont(J2(π)), ÔÁË ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ –̃: J2(π)×H → J2(π)×H

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ –̃∗ �—0 = —0, –̃
∗ �—i = —i, –̃

∗ �™i = ™i É –̃∗ �—ij = —ij ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍÙÍ ÎÁ J 2(π) É ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ –: J2(π)→ J2(π) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÔÁËÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ Cont(J 2(π)) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

d—0 = �00 ∧—0 + ™
i ∧—i,

d—i = �0i ∧—0 +�
k
i ∧—k,

d™i = �00 ∧ ™
i − �i

k ∧ ™
k +āi0 ∧—0 +ā

ik ∧—k,

d—ij = �k
i ∧—kj +�

k
j ∧—ki −�

0
0 ∧—ij +œ

0
ij ∧—0 +œ

k
ij ∧—k + ™

k ∧—ijk,
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ÇÄÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �00, �
0
i , �

k
i , ā

i0, āij , œ0ij, œ
k
ij É —ijk ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ H.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ E ¡ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ É
n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ E ËÁË ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × J 2(π). ðÕÓÔØ
Cont(E) ¡ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÄÌÑ E . ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ J2(π), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ E ÎÁ ÓÅÂÑ. ðÕÓÔØ ι0 : E → J2(π) ¡ ×ÌÏÖÅÎÉÅ,
É ι = ι0×id : E×H → J2(π)×H. æÏÒÍÙ íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ Cont(E) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ÉÚ ÆÏÒÍ θ0 = ι∗—0, θi = ι∗—i, ξ

i = ι∗™i É θij = ι∗—ij ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒ
ÍÅÔÏÄÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ëÁÒÔÁÎÁ [3�6, 9, 11, 22] [10, 18, 19].

2. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dKP-hyperCR

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ, ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÊÓÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍ
íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). îÉÖÅ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍ θ0, θj , ξ

j Ó j ∈ {1, 2, 3}; ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÙÐÉÓÁÎÁ × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ.
íÙ ÉÍÅÅÍ

dθ0 = η1 ∧ θ0 + ξ1 ∧ θ1 + ξ2 ∧ θ2 + ξ1 ∧ θ1 + ξ3 ∧ θ3,

dθ1 =
1
2
η1 ∧ θ1 +

1
4
η2 ∧ (θ0 + 8 θ3) +

1
16
(24 (θ22 − U ξ1 − ξ2)− 5 ξ3) ∧ θ1 + 2 θ2 ∧ θ3

+1
8
(11 θ2 − 16V θ22 + 8 θ23 + 4 (2V − 1) ξ2 + (8V − 3U) ξ3) ∧ θ0 + ξ1 ∧ θ11

+ξ2 ∧ θ12 + ξ3 ∧ θ13,

dθ2 =
1
16
(8 (η1 + θ22 − U ξ1 − ξ2)− 3 ξ3) ∧ θ2 + ξ1 ∧ θ12 + ξ2 ∧ θ22 + ξ3 ∧ θ23,

dθ3 = η2 ∧ θ2 +
(
η1 + θ22 − U ξ1 − ξ2 −

1
4
ξ3
)
∧ θ3 +

5
64
(8 θ22 − ξ2 + 3 ξ3) ∧ θ0 + ξ1 ∧ θ13

+ξ2 ∧ θ23 + ξ3 ∧ θ12,

dξ1 = − 1
16
(8 η1 + 24 ( θ22 + ξ2)− 5 ξ3) ∧ ξ1,

dξ2 =
1
8
(5 θ0 + 8V θ2 + 8 θ3 − 4U ξ2) ∧ ξ1 +

1
16
(8 (η1 − θ22) + 3 ξ3) ∧ ξ2 − η2 ∧ ξ3,

dξ3 = −(2 η2 + θ2 + U ξ3) ∧ ξ1 − (θ22 − ξ2) ∧ ξ3, (19)

ÐÒÉÞÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ

U = u−4
xx

(
(ux + uy) u

2
xxx + (utxx − ux uxxy + uxx (uxy + 4 uxx) uxxx − u2xxy − u2xx uxxy

)
,

V = uxxx u−2
xx (20)

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

dU = 1
2
U η1 + η2 + η3 −

5
8
θ0 −

(
V + 1

8

)
θ2 − θ3 −

(
4V − 3

2
U
)

θ22 − θ23

+
(
4V − U + 1

2

)
ξ2 −

(
V − 11

16
U
)

ξ3, (21)

dV = 1
2
V (η1 + θ22 + (6V − U) ξ1 − ξ2)−

5
16

V ξ3. (22)
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íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍ íÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ

θ0 = V 2 u3xx (du − ut dt − ux dx − uy dy),

θ2 = −V (dux − utx dt − uxx dx − uxy dy) ,

θ3 = V uxxy u−2
xx dux − V 2 duy + V (V uty − utx uxxy u−2

xx ) dt+ V (V uxy − uxxy u−1
xx ) dx

+V
(
V (utx + (ux + uy) uxx − ux uxy)− uxy uxxy u−2

xx

)
dy − 5

8
θ0,

θ22 = −u−1
xx (duxx − utxx dt − uxxx dx − uxxy dy) ,

ξ1 = uxx V −1 dt,

ξ2 = u−1
xx

(
uxxx dx+ uxxy dy − (uxxx (ux + uy)− uxxy ux − u2xxy u−1

xxx) dt
)
,

ξ3 = uxx (ux + 2 uxxy u−1
xxx) dt+ uxx dy,

η1 = 2 u−1
xxx duxxx +

(
10V − 3U + 4 (V uxy u−1

xx − uxxy u−2
xx )
)

ξ1 +
5
8
ξ3 + 3 (θ22 − ξ2),

η2 = −u−2
xx duxxy −

(
V 2 (ux + uy + (utx − uxy (ux − 1)) u

−2
xx )

+
(
4V uxxy −

3
2
U uxxy

)
u−2

xx − u2xxy u−4
xx

)
ξ1 +

1
2
(3 uxxy u−2

xx − 1) ξ2

−
(
V (uxy uxx + 2)−

11
16

uxxy u−2
xx

)
ξ3 −

3
2
uxxy u−2

xx θ22 +
1
2
uxxy u−2

xx η1. (23)

ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍíÁÕÒÅÒÁ�ëÁÒÔÁÎÁ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

3. éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

÷ [2, § 6] ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÙÌÏ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.
ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [17], × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ
É ÂÏÌÅÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÁ-
ËÒÙÔÉÊ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ × [21] ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ [2].
ëÁË É × [21], ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dτ0 =

(
3∑

i=0

Ai θi +
∑

∗Bij θij +
7∑

s=1

Cs ηs +
3∑

j=1

Dj ξj + E τ1

)
∧ τ0

+
3∑

j=1

(
3∑

k=0

Fjk θk +Gj τ1

)
∧ ξj (24)

Ó ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ τ0, τ1, É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (24) × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (43), (21) É (22) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ. ÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (24) ÚÎÁË

∑
∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ×ÓÅÍ i, j ∈ N, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ

1 6 i 6 j 6 3, (i, j) 6= (3, 3), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÔ Ai ÄÏ Gj ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÌÉÂÏ ÏÔ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× U É V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (20) (ËÏÎÔÁËÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ), ÌÉÂÏ ÏÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× U , V É ÏÄÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ W
(ËÏÎÔÁËÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ). ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÆÏÒÍÁ ζ ≡ dW mod θi, θij , ξj, τ0, τ1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ dζ ≡ 0 mod ζ, θi, θij , τ0, τ1. õÓÌÏ-
×ÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÁÀÔ ÐÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ai ¡ Gj ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (24). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÎÁÌÉÚÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. õ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (43), (21) É (22) ÎÅÔ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ëÁÖÄÏÅ ÉÈ ËÏÎÔÁËÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÔÉÐÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

dτ0 =
(
1
2
(η1 − θ22)− τ1 −

1
2
(W 2 + 2 (V − W )− U) ξ1 −

1
16
(8W − 11) ξ3

)
∧ τ0

+
(
W 2 τ1 +

5
8
θ0 +W θ2 + θ3

)
∧ ξ1 + τ1 ∧ ξ2 + (W τ1 + θ2) ∧ ξ3, (25)

ζ = dW + 1
2
(W − V + 2Z + 1) τ0 − V τ1 − η2 −

1
2
W (η1 + θ22)− θ2 − Z ξ2

−1
2
W (W 2 +W + 2W Z + 4V − U) ξ1 −

(
1
2
W 2 + 3

16
W +W Z + V

)
ξ3, (26)

ÇÄÅ Z ¡ ÎÏ×ÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ.

éÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ëÁÒÔÁÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ τ0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (25). ôÁË ËÁË ÆÏÒÍÙ (23) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕ τ0 Ñ×ÎÏ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (25) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

τ0 = uxxx u−1
xx v−1

x

(
dv − vx

(
ln2 |vx| − uy − (ln |vx|+ 1) ux + 1

)
dt

−vx dx − vx (ln |vx| − ux) dy) . (27)

üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ âÜËÌÕÎÄÁ, ÉÌÉ ÐÁÒÕ ìÁËÓÁ{
vt = vx

(
ln2 |vx| − uy − (ln |vx|+ 1) ux + 1

)
,

vy = vx (ln |vx| − ux) .
(28)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (28) ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5). éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (28) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

{
ux = ln |vx| − vy v−1

x ,
uy = (vy (ln |vx|+ 1)− vt) v−1

x − ln |vx|+ 1.
(29)

ðÅÒÅËÒÅÓÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ u ÄÁÅÔ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

vyy = vtx +
(
(vy ln |vx| − vt) v

−1
x + 1

)
vxx +

(
vy v−1

x − ln |vx|
)

vxy. (30)

4. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ (2), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ
Ä×ÕÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÎÚÁÃ ÉÚ [1, ÇÌ. VIII, § 5.IV]

ut = P (ux), uy = Q(ux). (31)

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (ÇÌÁÄËÉÈ) ÆÕÎËÃÉÊ P É Q. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (31) × (5) É ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÑ

ux = s, (32)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
P ′(s) = (Q′(s))

2
+ s Q′(s)− Q(s)− s. (33)

éÚ (31) É (32) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ s ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ

st = P ′(s) sx, sy = Q′(s) sx. (34)

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

s = A(x+ t P ′(s) + y Q′(s)), (35)

ÇÄÅ A¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ (ÇÌÁÄËÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÒÉ t = 0 É y = 0 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
s = A(x), ÐÏÜÔÏÍÕ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (34). ÷ ÏÂÝÅÍ
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ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (35) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ s ËÁË ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
t, x É y.
ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (31) É (32) ÄÁÀÔ

uy = Q(s), (36)

ÐÒÉÞÅÍ s ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (35). õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (32), (36) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (4) ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÔÒÕËÔÕÒ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ (2), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
Q, A ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
äÒÕÇÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÔÒÕËÔÕÒ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (30)

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ

vt = R(vx), vy = S(vx). (37)

íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

vx = q, (38)

ÔÏÇÄÁ ÉÚ (30) ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ

(S ′(q))
2
= R′(q) + (S(q) ln |q| − R(q)) q−1 + 1 +

(
S(q) q−1 − ln |q|

)
S ′(q).

íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁË ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ Ó ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ R É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ S, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÊ (ÇÌÁÄËÏÊ) ÆÕÎËÃÉÅÊ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

R(q) = q

∫
q−1

(
(S ′(q))

2
+ ln |q| (S ′(q)− q−1 S(q))− q−1 S(q)S ′(q)− 1

)
dq. (39)

æÕÎËÃÉÑ q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ

qt = R′(q) qx, qy = S ′(q) qx. (40)

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

q = B(x+ t R′(q) + y S ′(q)), (41)

ÇÄÅ B ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (29), (37) É (38)
ÄÁÀÔ {

ux = ln |q| − q−1 S(q),
uy = (q−1 S(q)− 1) ln |q| − q−1R(q) + 1,

(42)

ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (39), Á ÆÕÎËÃÉÑ q ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (41).
ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (42), (4) ÄÁÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÔÒÕËÔÕÒ üÊÎÛÔÅÊÎÁ�÷ÅÊÌÑ (2), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ
Ä×ÕÈ ÐÒÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ S, B ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. ñ ÏÞÅÎØ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ îÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÕ ÏÂÏÒÏÎÙ
ôÁÊ×ÁÎÑ (National Defence University), × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÙÌÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. ñ ÈÏÞÕ
×ÙÒÁÚÉÔØ ÍÏÀ ÏÓÏÂÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÕ öÅÎ-óÀ þÁÎÇÕ ÚÁ ÇÏÓÔÅÐÒÉÉÍÓÔ×Ï É ÐÏÌÅÚ-
ÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É í.÷. ðÁ×ÌÏ×Õ ÚÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÀ ÍÏÅÇÏ ×ÉÚÉÔÁ ÎÁ ôÁÊ×ÁÎØ É ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÅ
ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÓÅ×ÄÏÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ dKP-hyperCR
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dθ0 = η1 ∧ θ0 + ξ1 ∧ θ1 + ξ2 ∧ θ2 + ξ1 ∧ θ1 + ξ3 ∧ θ3,

dθ1 =
1

2
η1 ∧ θ1 +

1

4
η2 ∧ (θ0 + 8 θ3) +

1

16
(24 (θ22 − U ξ1 − ξ2)− 5 ξ3) ∧ θ1 + 2 θ2 ∧ θ3

+1
8
(11 θ2 − 16V θ22 + 8 θ23 + 4 (2V − 1) ξ2 + (8V − 3U) ξ3) ∧ θ0 + ξ1 ∧ θ11

+ξ2 ∧ θ12 + ξ3 ∧ θ13,

dθ2 =
1

16
(8 (η1 + θ22 − U ξ1 − ξ2)− 3 ξ3) ∧ θ2 + ξ1 ∧ θ12 + ξ2 ∧ θ22 + ξ3 ∧ θ23,

dθ3 = η2 ∧ θ2 +
(

η1 + θ22 − U ξ1 − ξ2 −
1

4
ξ3

)

∧ θ3 +
5

64
(8 θ22 − ξ2 + 3 ξ3) ∧ θ0 + ξ1 ∧ θ13

+ξ2 ∧ θ23 + ξ3 ∧ θ12,

dξ1 = −
1

16
(8 η1 + 24 ( θ22 + ξ2)− 5 ξ3) ∧ ξ1,

dξ2 =
1

8
(5 θ0 + 8V θ2 + 8 θ3 − 4U ξ2) ∧ ξ1 +

1

16
(8 (η1 − θ22) + 3 ξ3) ∧ ξ2 − η2 ∧ ξ3,

dξ3 = −(2 η2 + θ2 + U ξ3) ∧ ξ1 − (θ22 − ξ2) ∧ ξ3,

dθ11 =
3

2
η2 ∧ θ1 +

((

2V −
1

2
U

)

η2 + 2V η3 − η4
)

∧ θ0 + η5 ∧ ξ2 + η6 ∧ ξ3 + η7 ∧ ξ1

+
((

U − 2V 2 + 51
32

V
)

θ2 + (1− 2V ) θ3 +
7

4
θ12 − 2V (U + 3V ) θ22

+1
4
(6U − V ) θ23 +

1

8
(U (24V − 7) + V (48V − 1)) ξ2

+ 1
16

(

44V 2 − 15U2 + 28U V
)

ξ3
)

∧ θ0 + (2 θ2 − 11V θ22 + θ23

+1
2
(22V − 1) ξ2 +

1

4
(4V + U) ξ3

)

∧ θ1 + (V θ12 − 3 θ13) ∧ θ2

+
(

3

4
V θ2 + θ12 − 2V θ23 + (U − 2V ) ξ2 − 2V (U + V ) ξ3

)

∧ θ3

+
(

2 η1 + 3 θ22 − 3 ξ2 −
5

8
ξ3

)

∧ θ11 + 2U ξ2 ∧ θ12 +
(

4 η2 +
5

2
U ξ3

)

∧ θ13,

dθ12 =
(

1

4
η2 − 2V θ22 − θ23 + 3V ξ2 +

1

8
U ξ3

)

∧ θ2 + η3 ∧ ξ2 + η4 ∧ ξ3 + η5 ∧ ξ1

+
(

η1 + 2 θ22 − 2 ξ2 −
1

2
ξ3

)

∧ θ12 −
(

5

8
θ0 − θ3 + U ξ2

)

∧ θ22

+
(

2 η2 +
3

2
U ξ3

)

∧ θ23,

dθ13 =
5

64
(6 η2 − 8 (η3 − θ3 − U θ22 − θ23) + (8V − 7) θ2 − 6U (2 ξ2 + ξ3)) ∧ θ0 + η4 ∧ ξ2

+η5 ∧ ξ3 + η6 ∧ ξ1 +
5

64
(8 (θ22 − ξ2) + 3 ξ3) ∧ θ1 + (3 η2 + 2 θ2 + 2U ξ3) ∧ θ12

−

(

7

8
θ3 +

1

2
(2V − U) ξ2 + V (U + V ) ξ3

)

∧ θ2 −
(

θ3 −
3

2
U ξ2

)

∧ θ23

+3
8
(2 η2 − 4V (θ22 − ξ2) + U ξ3) ∧ θ3 +

1

16
(24 η1 + 40 (θ22 − ξ2)− 9 ξ3) ∧ θ13,

dθ22 = η3 ∧ ξ1 +
1

16
(8 (η2 − θ22) + 3 ξ3) ∧ ξ2 − η2 ∧ ξ3,

dθ23 =
1

2
η1 ∧ θ23 + η2 ∧ (θ22 − ξ2) + η4 ∧ ξ1 +

1

64
(8 (θ22 − ξ2) + (64V − 1) ξ3) ∧ θ2

+1
8
(8 (η3 − θ3)− 5 θ0 + 12U ξ2) ∧ ξ3 +

1

8
θ22 ∧ (3 (4 θ23 − ξ2)− 8U ξ3)

+ 1
16

θ23 ∧ (24 ξ2 − 7 ξ3) ,

dη1 = −
1

8
(2 η2 + 6 θ2 − 16 (V θ22 + θ23) + 4 (2V − 1) ξ2 + (8V − 3U) ξ3) ∧ ξ1

−
5

8
(θ22 − ξ2) ∧ ξ3,

dη2 =
1

16
(8 (η1 + θ22 − U ξ1 − ξ2) + 3 ξ3) ∧ η2 +

5

16
θ0 ∧ ξ1 −

1

8
θ2 ∧ (3V ξ1 − ξ3)

+1
2
θ3 ∧ ξ1 + (θ12 + V θ23 + V (V + U) ξ3) ∧ ξ1 +

1

2
(θ22 + (U − 2V ) ξ1) ∧ ξ2

+
(

2V θ22 + θ23 −
1

4
(8V + 1) ξ2

)

∧ ξ3,

dη3 =
1

16
η1 ∧ (8 (η3 + V θ2 + θ3) + 5 θ0 − 2U ξ2)− θ12 ∧

((

V + 9
8

)

ξ1 + ξ3
)

− θ13 ∧ ξ1

+1
2
η2 ∧ (2 θ2 + 2 (U − 2V ) ξ1 − ξ2 + U ξ3) + η4 ∧ ξ1 −

5

8
θ1 ∧ ξ1

+ 1
16
(24 θ22 + 8 (3U − 8V ) ξ1 − 16 ξ2 − 5 ξ3) ∧ η3 +

1

32
(19U − 8V ) ξ2 ∧ ξ3

+ 5

128
θ0 ∧ (8 θ22 + 16 (U − 4V − 1) ξ1 − 11 ξ3)−

1

2

(

U2 − 2U V − 8V 2
)

ξ1 ∧ ξ3

+ 1
16

θ2 ∧ (8V θ22 + 2 ((16V + 9)U − (56V + 9)V ) ξ1 − 9 ξ2 + 3V ξ3)

+ 1
16

θ3 ∧ (8 θ22 + 16 (2U − 4V − 1) ξ1 − 11 ξ3)
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+θ22 ∧
(

V (U − 12V ) ξ1 +
(

1

4
U + V

)

ξ2
)

+1
2
θ23 ∧ ((U − 2V ) ξ1 − ξ2 − 2V ξ3) +

1

2

(

(U − 2V ) (U − 1)− 24V 2
)

ξ1 ∧ ξ2,

dη4 = η8 ∧ ξ1 +
1

32
(60 θ0 + (96V − 1) θ2 + 96 θ3 + 48U θ22 − 24 θ23 − 96U ξ2

+32 (2V − U) ξ3) ∧ η2 +
1

8
(24 η2 + 7 θ2 − 12 θ23 + 3 ξ2 + 4 (7U − 8V ) ξ3) ∧ η3

+
(

η1 + 3 (θ22 − ξ2)−
7

4
ξ3

)

∧ η4 +
1

16
(17U θ22 + (24V − 1) θ23 − 6 (V + 4U) ξ2) ∧ θ2

−
5

64
(7 (θ2 − θ22) + 12 θ23 + 4 (ξ2 − (7U − 8V − 2) ξ3)) ∧ θ0

+1
8
θ3 ∧ (7 (θ2 + θ22)− 12 θ23 − 4 ξ2 − 8 (7U − 8V − 2) ξ3)

−
1

64
(72 (θ22 + ξ2) + 73 ξ3) ∧ θ12 +

1

128

(

U (448V + 143) − 16V (32V 2 + 9)
)

θ2 ∧ ξ3

+
((

V −
11

16
U

)

ξ2 − (U
2
− 13V 2) ξ3

)

∧ θ22 +
1

8
(2 (3U + 1) ξ2 + (U + 4V ) ξ3) ∧ θ23

+1
4
(4V (13V 2 − 1)− U (11U − 8V − 2)) ξ2 ∧ ξ3,

dη5 =
3

2
η1 ∧ η5 + η2 ∧

(

4 η4 +
1

2
θ12 − 2U θ23 + (U − 2V ) ξ2

)

+
(

2 θ2 − ξ2 +
5

2
U ξ3

)

∧ η4

+ 1
16
(56 (θ22 − ξ2)− 13 ξ3) ∧ η5 + η8 ∧ ξ3 + η9 ∧ ξ1 +

5

8
θ1 ∧ (θ22 − ξ2)

+ 5
64
(16 η3 − (24V + 1) θ2 + 16 θ12 − 8U (θ22 + θ23 + (U − 4V + 1) ξ2)) ∧ θ0

+ 1
16

θ2 ∧ (16V η3 − 2 (24V + 1) θ3 − 8 (4V + 1) θ12 − 48V (U − 2V ) θ22

−(U + V ) θ23 + 2 (2U (2V + 5) + V (16V − 11)) ξ2 + (U
2
− 4U V − 4V 2) ξ3

)

+(2 (η3 + θ12)− θ23 + (4V − 2U + 1) ξ2) ∧ θ3 + θ13 ∧ (θ22 − ξ2)

+1
8
(16 (η3 + 2V θ22 − θ23) + (4U − 16V + 13) ξ2 − 4 (4V − 3U) ξ3) ∧ θ12

+
(

1

2
U2 + U V − 12V 2

)

θ22 ∧ ξ2 +
1

2

(

3 (2V − U) ξ2 +
(

4V (U + V )− 3U2
)

ξ3
)

∧ θ23

−
1

2

(

2 (3U − 4V ) η3 +
(

8V 2 + 2U V − U2
)

ξ3
)

∧ ξ2,

dη6 =
1

64
η2 ∧ (320 η5 + (80V − 85U) θ0 − 60 θ1 + 128V (U + V ) θ2 + 24U θ3 − 160U θ12)

+
(

6V θ3 −
5

2
θ13

)

∧ η3 + η4 ∧ (V θ2 + 2 (θ3 − U ξ2))− 3 η5 ∧ (θ2 + U ξ3)

+
(

2 η1 + 4 θ22 − 4 ξ2 −
7

8
ξ3

)

∧ η6 + η8 ∧ ξ2 + η9 ∧ ξ3 + η10 ∧ ξ1

+ 5
64
(8 (η4 + (5U − 4V ) η3) + 10 θ1 − 2 θ12 − 4 (5U + 4V − 2) θ3 + 2 (7V − 8U) θ23

−(96V 2 + 7U − 10U2 + 8U V − 14V ) ∧ ξ2 + 2 (17V
2
− 5U2 + 7U V ) ξ3

)

∧ θ0

+ 5

128
(32 (η3 − θ3) + 8 (U θ22 − θ23 + U ξ2)− 9U ξ3) ∧ θ1

+ 1

256
((U (400V + 310) − V (640V + 295)) θ0 + 40 (8V + 5) θ1) ∧ θ2

+ 1
32

(

(14U + 192V 2 + 23V ) θ2 − 52 θ12 + 288V (2V − U) θ22 + 8 (3V − 2U) θ23

+4 (3U (16V − 1)− 6V (24V + 1)) ξ2 + 24V (V + U) ξ3) ∧ θ3

−
5

64
(8 (θ22 + ξ2)− 3 ξ3) ∧ θ11 + θ12 ∧

((

U + 9
8
V

)

θ2 − 3V θ23 + 2 (U − 2V ) ξ2

+2 (U2 − 2V 2 − 2U V ) ξ3
)

+ 1

16
θ13 ∧ (25 θ0 + 40 (θ3 + θ23) + (40V + 23) θ2

−144V θ22 + 4 (36V − 5U − 3) ξ2 + 12 (2V − U) ξ3) +
5

8
V (U − 12V ) θ0 ∧ θ22

+3
4
U (2V θ2 − U ξ2) ∧ θ23 +

1

2
V θ2 ∧ ((U − 6V ) ξ2 − V (5U + 12V ) ξ3) ,

dη7 = 3 η2 ∧
(

2 η6 −
1

4
θ11 − θ13

)

− η3 ∧ (13V θ1 − 3 θ11) + 2 η4 ∧ (θ1 − V θ3)

+1
8
η5 ∧ (19 θ0 + 16 (V θ2 + θ3)− 20U ξ2)−

1

2
η6 ∧ (8 θ2 + 7U ξ3)

+ 1
16
(40 η1 + 72 (θ22 − ξ2)− 15 ξ3) ∧ η7 − η8 ∧ θ0 + η9 ∧ ξ2 + η10 ∧ ξ3 + η11 ∧ ξ1

+ 1
32

(

4 (13U2 − 248V 2 + 4U V ) η2 − 256V (U + V ) η3 + 8 (6U + 7V ) η4

−5 (52V + 1) θ1 + (128V
3 + V 2 (4U − 345) + 56U2 + 45U V ) θ2

+8 (16V (U + V )− 3U) θ3 + 60 θ11 − (88U + 59V ) θ12 − 72 θ13

−32V (U2 − 2U V − 12V 2) θ22 + 12V (U + 2V ) θ23
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−2 (192V 3 + U2 (V − 11) + 8U V + 4 (U − 3)V 2) ξ2

−2 (92U V 2 − 15U3 + 6U2 V + 360V 3) ξ3
)

∧ θ0 + U2 θ12 ∧ ξ2

+ 1
16
(16 (3U − 4V ) η2 + 4 (52V − 3) θ3 − 36 θ12 − 16V (20U − 39V ) θ22

+28V θ23 + 2 (3U (36V − 1)− 2V (156V − 7)) ξ2

+
(

17 (U2 − 4V 2) + 12U V
)

ξ3
)

∧ θ1

+ 1
32

((

117V − 416V 2 − 88U
)

θ1 + 4 (24V + 23) θ11 − 32V (U + 3V ) θ12

+8 (4U + 9V ) θ13) ∧ θ2 +
1

4
(16V (U + V ) η2 + 9V (2U − V ) θ2 + 12 θ11

−(4U + 3V ) θ12 − 4 θ13 − 12V (U − 2V ) θ23 + 2 (U
2 + 4U V + 12V 2) ξ2

−4V (U2 − 4U V − 12V 2) ξ3
)

∧ θ3 +
3

8
(40V θ22 − 8 θ23 + 4 (U − 10V + 1) ξ2

+(9U − 8V ) ξ3) ∧ θ11 + (6V θ23 − 3 (U − 2V ) ξ2

+
(

6V (U + V )− 5

2
U2

)

ξ3
)

∧ θ13.
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Part II, Vol. 2. - Paris: Gauthier - Villars. - 1953. - P. 719�856.
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A COVERING FOR THE dKP�hyper CR EQUATION
AND MULTI-VALUED EINSTEIN � WEYL STRUCTURES

Morozov O.I.

We apply the technique of integrable extensions to the symmetry pseudo-group of the dKP�hyper CR inter-

polating equation. This allows us to ¦nd a covering for this equation and to construct multi-valued Einstein�Weyl

structures.

Key words: Lie pseudogroups, coverings of di¨erential equations.
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üææåëôé÷îáñ ðáòáììåìøîáñ òåáìéúáãéñ íåôïäá
LU-SGS äìñ úáäáþ çáúï÷ïê äéîáíéëé

ð.÷. ðá÷ìõèéî, é.ó. íåîøûï÷

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÞÅÔÁ ÇÁÚÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÐÒÏÃÅÓ-
ÓÏÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ. ÷ ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÌÅÖÉÔ ÎÅÑ×ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ,
ÐÒÉ×ÏÄÑÝÁÑ Ë ÂÏÌØÛÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ Ó ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÒÑÖÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ LU-SGS (Lower-Upper Symmetric Gauss-Seidel). ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÏÞÎÏ
×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÒÁÂÏÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÇÁÚÏ×ÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, LU-SGS, ×ÙÓÏËÏ-
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÇÁÚÏ×ÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×. òÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÚÁ ÐÒÉÅÍÌÅÍÏÅ ×ÒÅÍÑ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ×. äÌÑ
ÃÅÌÏÇÏ ÒÑÄÁ ÚÁÄÁÞ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÑ×ÎÙÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÄÁ¾Ô ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ×ÒÅÍÑ ÒÁÓÞ¾ÔÁ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÅÑ×ÎÏÊ ÓÈÅÍÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÐÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÜÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó ÒÑÄÏÍ
ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ.
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ

LU-SGS (Lower-Upper Symmetric Gauss-Zeidel) ÄÌÑ ÓÉÌØÎÏÓ×ÑÚÁÎÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ× Ó ÒÁÓÐÒÅ-
ÄÅÌ¾ÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ. íÅÔÏÄ LU-SGS - ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁÛÅÄÛÉÊ ÛÉÒÏËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄ-
ËÏÓÔÉ. ïÎ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ äÖÅÊÍÉÓÏÎÁ-ôÕÒËÅÌÑ [1] É ÐÏÚÖÅ ÒÁÚ×ÉÔ × ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 3].
ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÅÔÏÄÁ LU-SGS ÏÔ
ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÐÏÄÈÏÄÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÐÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×Ï ×ÓÅÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ,
Á ÎÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ (ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [4]), ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

1. íÅÔÏÄ LU-SGS ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÇÁÚÏ×ÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îÁ×ØÅ-óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÄÅËÁÒ-
ÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x1, x2, x3 ), ÚÁÐÉÓÁÎÎÕÀ × ÆÏÒÍÅ ÚÁËÏÎÏ× ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

∂~q

∂t
+

∂ ~fk

∂xk

=
∂~gk

∂xk

, (1)

ÇÄÅ ~q � ×ÅËÔÏÒ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 5, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÍÐÕÌØÓÁ ÎÁ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÏÌÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ, ~fk = ~fk(~q), k = 1, 2, 3 �
×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚËÉÈ ÐÏÔÏËÏ×, ~gk = ~gk(~q,

∂~q

∂x1
, ∂~q

∂x2
, ∂~q

∂x3
), k = 1, 2, 3 � ×ÅËÔÏÒÙ ×ÑÚËÉÈ ÐÏÔÏËÏ×.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ
ÏÂßÅÍÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÒÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÏËÒÙÔÁ ÓÅÔËÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÎÅÐÅÒÅËÒÙ×Á-
ÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÑÞÅÅË, ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÐÏ
ËÁÖÄÏÊ ÓÞÅÔÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂßÅÍÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÐÏÔÏËÏ×
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× ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÂÏËÏ×ÙÍ ÇÒÁÎÑÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÚÁÔÅÍ ÎÅÑ×ÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÓÈÅÍÁ üÊÌÅÒÁ), × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ωi(~q
n+1
i − ~qn

i ) = −–t
∑

σ

sσ(~f
n+1
σ − ~gn+1

σ ), ~fσ = (~fknk)σ, ~gσ = (~gknk)σ, (2)

i = 1, . . . , N, ÇÄÅ N � ÞÉÓÌÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÑÞÅÅË, ωi � ÏÂßÅÍ ÑÞÅÊËÉ, –t � ÛÁÇ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ,
sσ � ÐÌÏÝÁÄØ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ ÑÞÅÊËÉ É ~n = (n1, n2, n3) � ×ÎÅÛÎÑÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÇÒÁÎÉ.
îÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ σ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÇÒÁÎØ, ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ n � ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÕÒÏ×ÅÎØ.
ïÐÒÅÄÅÌÑÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁ ÇÒÁÎÉ (~n, ~k,~l), ÇÄÅ ~k = (k1, k2, k3) É ~l = (l1, l2, l3) �

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÎÅ×ÑÚËÉÊ ÐÏÔÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÏÔÏË
~Fσ

~fσ = T−1
σ

~Fσ, ~Fσ = ~f1( ~Qσ), ~Qσ = Tσ~q, (3)

ÇÄÅ Tσ � ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ
ÏÒÔÏ× (~n,~k,~l)

Tσ =













1 0 0 0 0
0 n1 n2 n3 0
0 k1 k2 k3 0
0 l1 l2 l3 0
0 0 0 0 1













.

÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (3) ÐÏÔÏË ~f1 ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ËÁË É × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (1), ÎÏ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ÅÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ ~q × ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÏËÏ×ÏÊ
ÇÒÁÎÉ ÑÞÅÊËÉ (~n,~k,~l).
îÉÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÈÅÍÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÐÏ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÏÔÏË × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÁÒ-
ÇÕÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÅÛÅÎÉÊ × Ä×ÕÈ ÑÞÅÊËÁÈ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÇÒÁÎÉ

~Fσ = ~Fσ( ~Qi, ~Qσ(i)),

ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ σ(i) ÍÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÑÞÅÊËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ë ÔÅËÕÝÅÊ ÑÞÅÊËÅ
ÐÏ ÒÅÂÒÕ σ. æÕÎËÃÉÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ ó. ë. çÏÄÕÎÏ×Á ËÁË ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÐÏÔÏË, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ
ÐÏÔÏËÏ× Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ~Qi É ~Qσ(i) [6]

~Fσ = ~f1( ~Q
R
σ ), ~QR

σ = ~QR(0, ~Qσ
~Qσ(i)),

ÇÄÅ ~QR ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ òÉÍÁÎÁ. ðÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ × ~QR � ÜÔÏ Á×ÔÏÍÏ-
ÄÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÓÅÔËÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÄÌÑ Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÓÅÔÏË) ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ
ÎÕÌÑ É ÒÁ×ÅÎ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÍÅÝÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉ.
óÉÓÔÅÍÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2) ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÓÅ×ÄÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÑ×ÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÁÃÉÉ É ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÈ ÉÔÅÒÁÃÉÊ [7]. òÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ
ÉÎËÒÅÍÅÎÔÁ δs~q = ~qn+1,s+1

− ~qn+1,s

ωi

(

–t

–τ
+ 1

)

δs~qi = −
~Rn+1,s

i −–t
∑

σ

sσ(δ
s ~fσ − δs~gσ), (4)
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ÇÄÅ s � ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ; –τ � ÛÁÇ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÐÓÅ×ÄÏ×ÒÅÍÅÎÉ; ~R � ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÁÑ
ÎÅ×ÑÚËÁ

~Rn+1,s
i = –t

∑

σ

sσ(~f
n+1,s
σ − ~gn+1,s

σ ) + ωi–~qs
i ,

ÇÄÅ – ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÊ ÉÎËÒÅÍÅÎÔ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, –~qs = ~qn+1,s
− ~qn.

ðÒÉ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ×ÑÚËÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÉÍ ÅÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØ-
ÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ. éÔÅÒÁÃÉÏÎÎÕÀ ×ÁÒÉÁÃÉÀ ÎÅ×ÑÚËÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ,
ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÐÒÏÝÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ

~Fσ = 0.5[~Fσ( ~Qi) + ~Fσ( ~Qσ(i))]− 0.5ρinv,σ( ~Qσ(i) −
~Qi),

ÇÄÅ ρinv,σ � ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÑËÏÂÉÁÎÁ Aσ = ∂ ~Fσ/∂ ~Q. ìÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

δs ~fσ = T−1
σ [A

(1)
σ δs ~Qi +A(2)σ δs ~Qσ(i)]

Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ A
(1,2)
σ ×ÉÄÁ

A(1)σ = 0.5[ ~Qσ( ~Qi) + ρinv,σ];

A(2)σ = 0.5[ ~Qσ( ~Qσ(i))− ρinv,σ].

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË, ËÏ-
ÔÏÒÕÀ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË

(D + L+ U)δs~qi = −
~Rn+1,s

i , (5)

ÇÄÅ D � ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á L É U � ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÙÅ. ÷ÉÄ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ
×ÉÄÕ

(D + L)D−1(D + U)δs~qi = −
~Rn+1,s

i − LD−1U

íÅÔÏÄ LU-SGS Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. óÌÅ-
ÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ –t2, É ÔÁËÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ×ÉÄÉÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ
ÏÐÒÁ×ÄÁÎÎÙÍ.
æÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ

(D + L)δs~q∗i = −
~Rn+1,s

i ;

(D + L)δs~qi = Dδs~q∗i .
(6)

ðÅÒ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × (6) ÉÍÅÅÔ ÎÉÖÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ËÁÖÄÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÏËÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ (5 × 5), Á ×ÔÏÒÁÑ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
×ÅÒÈÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁ Ä×Á ÒÁÓÞÅÔÎÙÈ
ÃÉËÌÁ ÐÏ ÑÞÅÊËÁÍ: ÐÅÒ×ÙÊ - × ÐÒÑÍÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÑÞÅÊËÉ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ), Á ×ÔÏÒÏÊ
- × ÏÂÒÁÔÎÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÙ
ÒÁÚÍÅÒÏÍ (5 × 5). ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÎÅ×ÑÚËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ
ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ, ~qn+1,s = ~qn+1,s + δs~q, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ (6) ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ LU-SGS ËÁË ÏÂßÅËÔ ÄÌÑ ÒÁÓÐÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ,

ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË Ä×Á ÐÒÏÈÏÄÁ (ÐÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ) ÐÏ ÑÞÅÊËÁÍ
ÒÁÓÞ¾ÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÂÁ ÐÒÏÈÏÄÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÑÞÅÅË, ÎÏ ×
ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓËÏÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÑÞÅÊËÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
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×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÓÌÏÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÓÅÈ ÑÞÅÅË ÒÁÓÞ¾ÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÔÅËÕÝÅÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÓÌÏÅ, ÞÔÏ
ÚÁÔÒÕÄÎÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

2. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ LU-SGS

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ: ×ÓÅ ÑÞÅÊËÉ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏ-
ÄÉÔØ ÏÂÈÏÄ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÑÞÅÅË, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÌÀÂÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ - ÎÅ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÑÞÅÊËÁ ÂÙÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÓÅÄÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ÷ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒ×ÏÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ × ÔÅËÕÝÅÊ ÑÞÅÊËÅ
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÁÎÎÙÅ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÞÅÅË. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÑÞÅÊËÁ-ÓÏÓÅÄ ÕÖÅ
ÂÙÌÁ ÏÂÓÞÉÔÁÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ × ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÏÂ-
ÈÏÄÁ, ÏÎÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ ÔÅËÕÝÅÊ ÑÞÅÊËÉ), ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÂÌÏË ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ
ÏÎÁ ÅÝÅ ÎÅ ÏÂÓÞÉÔÁÎÁ (× ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÎÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÏÚÖÅ ÔÅËÕÝÅÊ
ÑÞÅÊËÉ) - ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. éÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁË × ÔÅËÕÝÕÀ
ÑÞÅÊËÕ, ÔÁË É × ÓÏÓÅÄÎÀÀ (ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÑÞÅÊËÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ Ó×ÏÊ ÓÔÁÔÕÓ ¥ÏÂÓÞÉÔÁÎÁ/ÎÅ
ÏÂÓÞÉÔÁÎÁ¥).
äÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÞÅÔÁ ÒÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÑÞÅÅË, É ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÓÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÅ. ðÒÉÞÅÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÐÒÏ-
ÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁ×ÁÌÁ ×ÓÅÇÄÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ
ÒÁÂÏÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÈÏÄÙ
×Ï ×ÓÅÈ ÂÌÏËÁÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÂÈÏÄÕ ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÑÞÅÅË ÎÕÖÎÏ ÎÅ ×
ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ, Á ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÌÏËÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ,
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÔÁÔÕÓ (ÏÂÓÞÉÔÁÎÙ/ÎÅ ÏÂÓÞÉÔÁÎÙ) ÐÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÍÅÖÄÕ
ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ ÑÞÅÅË.
îÁÒÑÄÕ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÓÞÅÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕ-

ÞÁÅÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ÷ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, ÎÏ
ÏÎÉ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍÉ [4] (ÔÏÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÞÅÔ-
ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ), ÌÉÂÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÓÞÅÔÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÏ×[8]. îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÒÁÂÏÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ, ÐÒÏÓÔÏÉ × ËÏÔÏÒÏÍ
Ó×ÅÄÅÎÙ Ë ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÁÓÉÎÈÒÏÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ/ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÄÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÃÅÓ-
ÓÏÒÁÍÉ.
ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÒÁÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á-

ÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÅÔÏË. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.
ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÅÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ - ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ
ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÅÈ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁË
ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÑÞÅÊËÁ, ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ
ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 4 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÞÅÊËÉ. òÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ; ÂÌÏËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÞÔÏ É ÓÁÍÉ ÑÞÅÊËÉ - 4
ÓÏÓÅÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ).
÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÏËÏ× (ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÂÌÏËÁ ÂÅÚ ÑÞÅÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ

(ÐÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ) ÂÌÏËÁ; ÉÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ) ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑÍÉ ÑÞÅÅË ¥ÏÂÓÞÉÔÁÎÙ/ÎÅ ÏÂÓÞÉÔÁÎÙ¥ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÑÞÅÅË-ÓÏÓÅÄÅÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ
ÏÂÈÏÄÙ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ
ÓÞÅÔÁ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÚÄÅÓØ - ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÊËÁÈ ÂÌÏËÏ× Ó
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÔÅÒÑÍÉ × ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÞÅÔÁ.
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òÉÓ. 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × black É white ÂÌÏËÁÈ

ïÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ, × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÓÞÅÔ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÂÌÏËÁÈ
ÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ×ÓÅ ÂÌÏËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ - black É white, ÚÁÄÁ× ×
ÎÉÈ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÈÏÄÙ ÑÞÅÅË. ÷ÓÅ ÂÌÏËÉ ÉÚ black ÉÍÅÀÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó×ÏÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÅ-
ÄÅÊ ÔÏÌØËÏ ÂÌÏËÉ ÉÚ white É ÎÁÏÂÏÒÏÔ - ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ¥ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ¥.
ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÍÙÊ × ÂÌÏËÁÈ black É

white.
äÌÑ black:
1. éÚ ÂÌÏËÏ× ËÌÁÓÓÁ black ÏÔÓÙÌÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍ × white ËÏÐÉÉ ë ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÑÞÅÅË

(ÒÉÓ. 1), ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ ÄÌÑ ÑÞÅÅË ÉÚ ÂÌÏËÏ× white, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÔÓÙÌÁÅÍÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÄÌÑ white ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÍÉ. ÷ ÜÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ × ÂÌÏËÁÈ black
ÔÁËÖÅ ÚÁÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ÐÏ ×ÓÅÍ ÑÞÅÊËÁÍ, ËÒÏÍÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ É ËÒÏÍÅ ÑÞÅÅË, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ
ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ Ë ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ×ÎÕÔÒÉ ÂÌÏËÁ, Ô. Å. ÏÂÈÏÄ ÐÏ ×ÓÅÍ ÑÞÅÊËÁÍ, ËÒÏÍÅ ¥Ä×ÏÊÎÏÇÏ¥ ÐÅÒÉ-
ÍÅÔÒÁ ÑÞÅÅË.
åÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌ ×ÙÂÒÁÎ ÏÂÈÏÄ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÑÞÅÊËÁÍ, ÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÂÙ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ

ÄÁÎÎÙÈ É × ÓÁÍÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÊËÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÌÉ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÙÅ
ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÅË ÏÔÓÙÌÁÌÉÓØ ÂÙ × ÂÌÏËÉ white ËÁË Ó ÏÂÎÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÔÁË É Ó
ÎÅÏÂÎÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÖÅ ÏÂÈÏÄÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÅÎÎÙÍÉ É
ÔÁËÏ×ÙÍÉ ÐÅÒÅÄÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍ ÂÌÏËÁÍ. óÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × white É
black ÂÌÏËÁÈ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 1. ÷ÓÅ ÉÚÍÅÎÑÅÍÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÚÄÅÓØ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ.
2. ÷ ÂÌÏËÁÈ black ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÏÂÎÏ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÐÒÉÓÌÁÎÎÏÊ ËÏÐÉÉ ë (ÏÐÅÒÁÃÉÑ

ËÏÒÒÅËÔÎÁ, Ô.Ë. ÎÉËÁËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÑÞÅÊËÁÍÉ × black ÅÝÅ ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ).
3. ÷ ÂÌÏËÁÈ black ÐÏ ÆÌÁÇÕ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÐÒÉÓÌÁÎÙ ÌÉ ÑÞÅÊËÉ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ white-ÂÌÏËÏ×,

ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÍÉ, É ÏÂÎÏ×ÉÌÉÓØ ÌÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ × ÂÌÏËÅ. ðÏÓÌÅ ÐÏÄ-
Ô×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ × ÂÌÏËÁÈ black ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ÐÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÑÞÅÊËÁÍ
ÉÚ ¥Ä×ÏÊÎÏÇÏ¥ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÂÌÏËÁ Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÍÉ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÑÞÅÊËÁÍ ÉÚ white.
äÌÑ white:
1. ÷Ï ×ÓÅÈ ÂÌÏËÁÈ ÉÚ white ÚÁÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅÅË, ÔÏ

ÅÓÔØ ÏÂÈÏÄ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÞÁÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅÅË. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ÓÞÅÔÁ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ
ÂÌÏËÏ× black ÐÒÉÓÙÌÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ, ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ë ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ × ÂÌÏËÁÈ white.
2. úÁÔÅÍ × white ÐÏ ÆÌÁÇÕ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÌÉ ÑÞÅÊËÉ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÂÌÏËÏ× (Ë ÜÔÏÍÕ

ÍÏÍÅÎÔÕ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ, ÅÓÌÉ ×ÒÅÍÑ ÓÞÅÔÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÞÁÓÔÉ ÑÞÅÅË × white ÂÕ-
ÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÑÞÅÅË ÉÚ black), É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ÐÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÑÞÅÊËÁÍ,
ÐÒÉÞÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÐÉÑ ë ÑÞÅÅË, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ black, × ÜÔÏÊ ËÏÐÉÉ ÔÁËÖÅ ÏÂÎÏ×ÌÑÀÔÓÑ
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òÉÓ. 2. ïÂÈÏÄ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó 2È2 ÂÌÏËÁÍÉ

ÑÞÅÊËÉ (ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ black, ÏÎÉ ÅÝÅ ÎÅ ÏÂÓÞÉÔÁÎÙ). ðÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÉÚ white
ÓÏÓÅÄÑÍ × black ÏÔÐÒÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÂÌÏËÁ white, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ
ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÑÞÅÅË ÉÚ black, É ÏÂÎÏ×ÌÅÎÎÁÑ ËÏÐÉÑ ë ÑÞÅÅË ÉÚ black.
3. îÁËÏÎÅÃ, × ÂÌÏËÁÈ white ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ

ÑÞÅÅË.
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÈÏÄ × ÂÌÏËÁÈ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÑÍÙÍ: × black ÏÎ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ

Ó ¥Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ¥ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÅË × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÅÊ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÉÈ ÞÁÓÔÉ (ÔÁË ÖÅ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ); × white ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÏÂÈÏÄ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅÅË, ÚÁÔÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ (× ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ). ÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ÑÞÅÅË ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÌÁÇÏ×.
ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ ÂÌÏËÁÈ Ó ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÑÞÅÅË,

ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÒÅÍÑ ÓÞÅÔÁ × ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÏËÁÈ ÂÕÄÅÔ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ, É ÏÎÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÒÍÏÚÉÔØ ÓÞÅÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ,
ÄÁÖÅ ÎÁ ÇÒÕÂÙÈ ÓÅÔËÁÈ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ÑÞÅÅË ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ
ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÍÅÎØÛÅÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÞÅÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÑÞÅÅË, É ÏÎÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ × ÍÏÍÅÎÔ ÓÞÅÔÁ ÜÔÉÈ ÑÞÅÅË. áÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÒÒÅËÔÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÏÂÈÏÄ ×ÓÅÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÞÅÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÁËÏ×ÙÍÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ
ÔÁËÏÊ ÏÂÈÏÄ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó 2È2 ÂÌÏËÁÍÉ (ÒÉÓ. 2).
þÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 2 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÈÏÄÁ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÁ-

ÖÄÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÈÏÄÕ × ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÓÞÅÔÅ: 1, 2 - ÑÞÅÊËÉ ÂÌÏËÁ ÂÅÚ ¥Ä×ÏÊÎÏÇÏ
ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ¥; 3, 5 - ÐÅÒ×ÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅÅË; 4, 6 - ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ; 7, 8 - ¥Ä×ÏÊ-
ÎÏÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ¥ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÅË ÂÌÏËÁ; 9, 10 - ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅÅË. ðÒÉ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÓÞÅÔÅ × black ÚÁÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔ × 1 É 2, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ
ÅÝÅ ÑÞÅÊËÉ ÉÚ 7 É 8; × white ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ 3 É 5, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÉÚ
4, 9, 6, 10; ÚÁÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ 7 É 8 ÅÝÅ ÎÅÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏ-
ÐÉÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÅË, × white ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ 4 É 6, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÖÅ ÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ
ÑÞÅÊËÉ ÉÚ 3 É 5, Á ÔÁËÖÅ ÅÝÅ ÎÅÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÉÚ 9 É 10, 7 É 8 (ËÏÐÉÉ). ïÂÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ ËÏÐÉÉ
ÏÔÓÙÌÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ ÄÌÑ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ Ó×ÏÉÈ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏ×, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÈÏÄÕ 4 É 6 ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÞÅÅË × 7 É 8. ðÏÓÌÅ × white ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ 9 É
10 Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÖÅ ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ 3 É 4, 5 É 6. ÷ black ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ 7 É 8, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ
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òÉÓ. 3. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ × ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÔÅÌÅ ÐÒÉ t = 0.5c.

ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÂÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ËÏÐÉÉ ÉÚ 4 É 6. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÂÏÔÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÒÁÂÏÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÂÈÏÄÏÍ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ NxM ÂÌÏËÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ×ÓÅÈ ÑÞÅÅË ÂÅÚ ¥Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ¥ ×Ï ×ÓÅÈ
ÂÌÏËÁÈ black × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÚÁÔÅÍ × ËÁÖÄÏÍ white ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ
ÑÞÅÅË É ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÅË (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÈÏÄÁ ÓÁÍÉÈ ÂÌÏËÏ× white ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ),
ÐÏÓÌÅ ÏÂÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ¥Ä×ÏÊÎÙÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÙ¥ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÑÞÅÅË × black × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÂÌÏËÏ×, ÚÁÔÅÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ×ÔÏÒÙÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅÅË × white (ÔÁËÖÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÂÈÏÄ ÂÕÄÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

3. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÔÅÌÅ, ÍÇÎÏ-
×ÅÎÎÏ ÐÏÍÅÝÅÎÎÏÍ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ Ó×ÅÒÈÚ×ÕËÏ×ÏÊ ÐÏÔÏË ÇÁÚÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ íÁÈÁM = 1.6. òÅÛÁÌÁÓØ
ÎÅÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÕÄÁÒÎÏ-×ÏÌÎÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ ÐÏÔÏËÁ Ó ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÔÅÌÁ (ÒÉÓ. 3). óÅÔËÁ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÔÒÏÉÌÁÓØ Ó ÔÒÅÍÑ
ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑÍÉ: 450È135, 900È270, 1800È540 ÑÞÅÅË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
îÁÒÑÄÕ Ó ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÒÅÄÓÔ× MPI ÔÁËÖÅ ÏÃÅÎÉ-

×ÁÌÁÓØ É ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ × ÓÒÅÄÅ OST (Object, Space, Time) [5]. äÁÎÎÁÑ ÓÒÅÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂßÅËÔÎÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÄÌÑ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÞÅÔÁ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅËÔÏ×, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÙÈ ÐÏ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÁÍ, ËÁÖÄÙÊ ÏÂßÅËÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÑÞÅÅË É ÍÅÔÏÄÙ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÁË ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ ÓÞÅÔ × ÂÌÏËÅ, ÔÁË É ÚÁ ÏÂÍÅÎ ÑÞÅÊËÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ-
ÓÏÓÅÄÑÍÉ (ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÓÅÄÓÔ×Õ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÎÉÈ ÂÌÏËÏ×).
úÁÐÕÓË ÚÁÄÁÞ ×ÙÐÏÌÎÑÌÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÐÒÏÃÅÓÓÏÒÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ RSC4 × éðí

ÉÍ í.÷.ëÅÌÄÙÛÁ òáî (http://www.kiam.ru/MVS/resourses/). éÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÓÅÔØ ÄÌÑ OST-
×ÅÒÓÉÉ - Gigabit Ethernet, ÄÌÑ MPI-×ÅÒÓÉÉ - Myrinet.
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òÉÓ. 4. ÷ÒÅÍÑ ÓÞÅÔÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ 450È135 É 900x270

ðÒÉ ÓÞÅÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ 450È135 (ÒÉÓ. 4) ÎÁ 2 É 4 ÑÄÒÁÈ ÏÂÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÓÏËÕÀ
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ, Ó ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÑÄÅÒ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ MPI ËÏÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ÓÔÏÌØ ÖÅ ×ÙÓÏËÏÊ; ÄÌÑ OST ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 8 ÑÄÅÒ, ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÐÁÄÁÔØ É ÕÖÅ ÎÁ
32 ÑÄÒÁÈ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÁÓÙÝÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ ÑÄÅÒ × 2 ÒÁÚÁ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁ-
ËÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÞÅÔÁ. üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ ÐÏÔÏËÏ× (threads) ×
Python, ËÏÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ËÁÖÄÏÍ ÂÌÏËÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÓÒÁ×-
ÎÉÍÙ Ó ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÍÙÍ ÎÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ÐÏÔÏËÏ× ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁÃÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÐÅÒÅ-
ÄÁÞÉ ÑÞÅÅË.
îÁ ÏÂÌÁÓÔÉ 900È270 (ÒÉÓ. 4) ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÐÏÈÏÖÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ, ×ÙÓÏËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ OST

×ÅÒÓÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ×ÐÌÏÔØ ÄÏ 16 ÑÄÅÒ, ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÑÄÅÒ ÏÎÁ
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÄÁÅÔ. õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ 450È135 Ó×ÑÚÁÎÏ
Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÞÅÔÁ × ÏÂßÅËÔÅ Ë ÉÚÄÅÒÖËÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅÍ
ÐÏÔÏËÏ×, Õ×ÅÌÉÞÉÌÏÓØ (ËÁÖÄÙÊ ÏÂßÅËÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × 4 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÑÞÅÅË).
îÁ ÏÂÌÁÓÔÉ 1800È540 (ÒÉÓ. 5) ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏÔÏËÏ× × Python ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ

ÓËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÏÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑÈ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
OST ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë MPI ÄÁÖÅ ÎÁ 64 É 100 ÑÄÒÁÈ.

4. ÷Ù×ÏÄÙ

÷ ÒÁÂÏÔÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ LU-
SGS ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ÇÁÚÏ×ÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ. äÏËÁÚÁÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÜËÓ-
ÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÐÒÏÃÅÓÓÏÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÉ ÅÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÏÍÉÍÏ
ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Õ ÐÒÅÄ-
ÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï - ÔÏÌÅÒÁÎÔÎÏÓÔØ Ë ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ ËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÏÎÎÏÊ ÓÅÔÉ: ÚÁÄÅÒÖËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÅÅ ÌÁÔÅÎÔÎÏÓÔØÀ É ÓËÏÒÏÓÔØÀ,
ËÏÍÐÅÎÓÉÒÕÀÔÓÑ ÁÓÉÎÈÒÏÎÎÙÍ ÒÅÖÉÍÏÍ ÓÞÅÔÁ/ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÑÞÅÅË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÒÅÍÑ ÓÞÅÔÁ
ÄÁÖÅ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÂÙÈ ÓÅÔËÁÈ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ÄÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ
ÂÌÏËÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÏÓÔÏÉ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, É ÚÁÄÁÞÁ ÈÏÒÏÛÏ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ
ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÏ×.
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EFFICIENT PARALLEL IMPLEMENTATION OF THE LU-SGS METHOD

FOR GAS DYNAMICS PROBLEMS.

Pavlukhin P.V., Menshov I.S.

In present paper an e¨ective algorithm for calculation of gas dynamics problems by using multiprocessor
computing systems with distributed memory is proposed. The algorithm is based on the implicit scheme that
leads to large-size linear systems with sparse matrices, which are solved with the method of LU-SGS (Lower-
Upper Symmetric Gauss-Zeidel) approximate factorization. The parallel algorithm exactly copies the work of the
sequential one and possesses a high-level of scalability.

Key words: parallel algorithms, numerical methods for gas dynamics problems, LU-SGS, high-performance
computing.
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ðÒÏÐÕÓÔÉÔÅ ÐÕÓÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ



2011 îáõþîùê ÷åóôîéë íçôõ çá ½ 165

õäë 514.7

ï óéííåôòéñè ïâùëîï÷åîîùè
äéææåòåîãéáìøîùè õòá÷îåîéê
ó úáðáúäù÷áàýéí áòçõíåîôïí

á.÷. óáíïèéî1

íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÜÎÅÒÇÉÉ É ÄÒ. ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÀÔÓÑ ÚÁÐÁÚÄÙ-
×ÁÎÉÅÍ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ‘x(t) = f(t, x(t), x(t−h)),
ÇÄÅ h¡ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÅ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÀÝÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ.

1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ

ðÒÏÃÅÓÓÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÍÁÓÓÙ, ÜÎÅÒÇÉÉ, ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÁÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ), ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÅÍ. üÔÏ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù-
Ú×ÁÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÒÉÞÉÎÁÍÉ - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ, ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÎÅÒ×ÎÏÊ É/ÉÌÉ ÍÙÛÅÞÎÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ, ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÉÎÅÒÃÉ-
ÏÎÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÓÔÉ × ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÃÅÐÑÈ), ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÏÓÔØÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÒÏÔÅËÁÎÉÑ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏÒÅÎÉÑ × ËÁÍÅÒÅ
Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ). óÐÉÓÏË ÌÅÇËÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁÄÅË×ÁÔÎÏ ÏÐÉÓÁÎÙ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
×ÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¡ ×ÒÅÍÅÎÉ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÀÝÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×
ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÎÑÔÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ) ×ÉÄÁ

‘x(t) = f(t, x(t), x(t − h)), (1)

ÇÄÅ x - ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t; f : R3 → R, Á h - ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ (ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÅ).
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÓÄÅÌÁÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÏÐÉÓÁÔØ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÁËÏÇÏ

ÒÏÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÔ×ÅÔ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ¡ ÜÔÏ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØ-
ÎÙÊ ÐÏÔÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÏ ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ.
òÁÂÏÔÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 1 ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ (1) É ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. òÁÚÄÅÌ 2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ
ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÁÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ.

2. òÅÛÅÎÉÑ É ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ

íÅÔÏÄ ÛÁÇÏ×. òÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[t0, t0 + T ] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ x(t), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [t0 − h, t0 + T ],
ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁ t ∈ [t0, t0 + T ]. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÌÉÛØ ÎÁ

1òÁÂÏÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ RBRF/CNRS, 08-07-92496-CNRS-a.
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ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0+T ], ÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÉ t,
ÒÁ×ÎÏÍ t0, Á ÔÁËÖÅ ÂÌÉÚËÉÈ Ë t0 ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ t = t0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
× ×ÉÄÅ

‘x(t0) = f(t0, x(t0), x(t0 − h)).

ïÄÎÁËÏ × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÉÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ x(t0 − h)!
ðÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0+T ] ÐÒÉ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0 − h, t0].
ôÏÞÎÅÅ: ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ (ÉÌÉ ÚÁÄÁÞÅÊ ëÏÛÉ) ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÅÍ (1) ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ x ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0 − h, t0]
Ó ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ϕ0. ô.Å. ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ x, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ
[t0 − h, t0 + T ]], ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

‘x(t) = f(t, x(t), x(t − h)), t ∈ [t0, t0 + T ]
x(t) = ϕ0(t), t ∈ [t0 − h, t0].

(2)

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ

|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6 L|x1 − x2|,

ÆÕÎËÃÉÑ ϕ0 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0 − h, t0] , ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ [t0, t0 + T ], ∀T > 0 .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÛÁÇÏ×. âÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÓËÁÔØ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (2) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0 + h]. åÓÌÉ t ∈ [t0, t0 + h], ÔÏ t − h ∈ [t0 − h, t0] É × ÓÉÌÕ
(2), x(t − h) = ϕ0(t − h). ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉ t ∈ [t0, t0 + h] ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÍÕ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

‘x(t) = f(t, x(t), ϕ(t − h)) = f1(t, x(t)). (3)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ f1(t, x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ/ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔÉ É ÐÏÜÔÏÍÕ (3) ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0+h] ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ϕ1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ
ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ x(t0) = ϕ0(t0).
æÕÎËÃÉÑ x1, ÒÁ×ÎÁÑ ϕ0 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0−h, t0] É ϕ1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0+h], Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ

ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (2) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0+h]. ïÎÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [t0, t0+2h].
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0, t0 + 2h] ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[t0 + h, t0 + 2h] Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ

‘x(t) = f(t, x(t), x(t − h)), t ∈ [t0 + h, t0 + 2h],
x(t) = ϕ1(t), t ∈ [t0, t0 + h].

ôÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ×ÐÒÁ×Ï ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÏ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ×ÌÅ×Ï, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ‘x(t) = x(t − h), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË

x(t − h) := ‘x(t). (4)

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÌÅ×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, Á ÎÅ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÁË ÐÒÉ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ×ÐÒÁ×Ï (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ×Ù-
ÂÏÒÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ!). îÁ ÒÉÓ. 1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ϕ0(t) = −t− t2 ÎÁ [−1, 0] ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ‘x(t) = x(t− 1) ÎÁ Ä×Á ÛÁÇÁ ×ÐÅÒÅÄ É ÎÁÚÁÄ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ t0 É h ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÉÌÉ

ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÚÎÁ×ÁÔØÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ϕ0 ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ t0 É
h. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÕÄÕÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ.
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òÉÓ. 1. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ϕ0(t) = −t − t2 ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ‘x(t) = x(t − 1) Ó
ÏÔÒÅÚËÁ [−1, 0] ÎÁ Ä×Á ÛÁÇÁ ×ÐÅÒÅÄ É ÎÁÚÁÄ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ôÏ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÄÅÌÁÅÔ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÀÝÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÈÏÖÉÍÉ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

÷ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÀÝÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÈÏÒÏÛÁ
ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÃÅÌÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ,
ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ϕ0 ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÏ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÜÆ-
ÆÅËÔÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÅÒÖËÏÊ. ïÄÎÁËÏ
ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÎÅÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÓÉ; ÎÅÐÒÏÓÔÏ ÉÚÕÞÁÔØ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ É Ô.Ä.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ.
íÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

‘x(t) = ax(t) + bx(t − h), (5)

ÇÄÅ a, b ¡ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ x(t) = eλt.
ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) ÄÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ λ

λ+ a+ b · e−λh = 0. (6)

÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) ÓÔÏÉÔ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ λ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀ-
ÝÁÑÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÒÎÅÊ {λ1, λ2, . . . λi . . . } ∈
C, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ. ëÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ l ÄÁÅÔ ÓÅÒÉÀ ÒÅÛÅÎÉÊ
tjeλt, j = 0 . . . l − 1.
äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ (1) ÄÌÑ (5), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ

ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.
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ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ,
ÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ (5) ÎÁ ×ÓÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ. üÔÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÐÏ×ÏÄÏÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ (5) ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ËÏÒÎÑÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6).
ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÀÝÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, ÄÏÐÕÓ-

ËÁÀÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÄÒ.

3. óÉÍÍÅÔÒÉÉ

3.1. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÂÙË-

ÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ.
ðÕÓÔØ E ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÐÏÒÑÄËÁ n

y(n) − F (x, y, y′, . . . , y(n−1)) = 0. (7)

åÇÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�(x, y, c1, c2, . . . , cn) = 0. (8)

åÓÌÉ (8) ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y = f(x, c1, . . . , cn). (9)

ðÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (7) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (9) ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ ci. (ôÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ; ÏÎÉ ÚÄÅÓØ ÎÅ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ.)
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (7) ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ. ïÄÎÁËÏ,

ÅÓÌÉ F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ïäõ) ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÇÁÒÁÎÔÉ-
ÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (8) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷
ÜÔÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ y(k)(x0) ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ck, k = 0, . . . , n − 1. äÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ Ó ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ
ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÏÄÎÁËÏ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ (9) ÐÏ x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ



















y = f(x, c1, . . . , cn),

y′ = f ′(x, c1, . . . , cn),

. . . y′ = f ′(x, c1, . . . , cn)

y(n−1) = f (n−1)(x, c1, . . . , cn)

(10)

(ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ y (k), k ≥ n,
×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ y(i), i < n ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ (7)).
íÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ci (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÎÏ) ÒÅÛÁÑ (10). éÍÅÅÍ

ci = ci(x, y, y′, . . . , y(n−1)), i = 1, . . . , n. (11)

÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ×ÓÅ ci Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n. äÒÕ-
ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n−1, ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ
ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÖÅÔÏ× Jn−1(R).
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ m ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

y(n) −F(x,y,y′, . . . ,y(n−1)) = 0, (12)
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ÇÄÅ y = (y1, . . . , ym), F = (F1, . . . , Fm), ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�k(x,y, c1, c2, . . . , cmn) = 0, k = 1, . . . , m (13)

ÉÌÉ
y = f(x, c1, . . . , cmn). (14)

ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (12) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (14) ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ ci.

3.2. ðÏÌÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ïäõ

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (9), f(x, y, c1, . . . ) ×ÍÅÓÔÏ y ×
(7), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

f (n) − F (x, f, f ′, . . . , f (n−1)) ≡ 0. (15)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
∂

∂ci

(

f (n) − F (x, f, f ′, . . . , f (n−1))
)

= 0 (16)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÉÌÉ
(

Dn −
n
∑

j=1

∂F (x, y, y′, . . . , y(n−1))

∂yj

Dj

)
∣

∣

∣

∣

∣

y=f(x,y,c1,...,cn)

fci
= 0, (17)

ÇÄÅ D = d/dx ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ x É fci
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏ ci.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

Ly(n)−F

def
= Dn −

n
∑

j=1

∂F (x, y, y′, . . . , y(n−1))

∂yj

Dj (18)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ y (n) − F É ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ φ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(

Ly(n)−F

)

ϕ
∣

∣

E
= 0 (19)

ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ E .
ôÅÏÒÅÍÁ. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ fci

, i = 1, . . . , n ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ (17) É (19) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÂßÅËÔÁÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{ y = f(x, c1, . . . , cn), y
′ = f ′(x, y, c1, . . . , cn), · · · | ∀ ci ∈ R } ⊂ Jn(R)

ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó E . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, dim Jn(R) = n + 2, codim E ⊂ Jn(R) = 1, ÔÁË ÞÔÏ dim E =
n+1. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x0, y0, y

′

0, . . . , y
n−1
0 ∈ E . äÁÌÅÅ,

ÐÏÓËÏÌØËÕ (9) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ É

dim{ y = f(x, y, c), y′ = f ′(x, y, c), · · · | ∀ c ∈ R
n } = n+ 1,

ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (17) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19) ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ E . ðÏÜÔÏÍÕ fci
,

i = 1, . . . , n¡ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ϕ ¡ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÔÏË ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÐÏ

ÆÏÒÍÕÌÅ
∂y

∂τ
= ϕ|y, (20)

ÇÄÅ y = f(x, y, c1, . . . , cn). òÅÛÅÎÉÅ (20) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ
(7). ÷ ÓÉÌÕ (9) ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = f(x, c1(τ), . . . , cn(τ)). (21)
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ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ (21) by τ , ÎÁÊÄÅÍ (ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ (20)), ÞÔÏ

ϕ|y =

(

n
∑

i=1

∂ci

∂τ
fci

)∣

∣

∣

∣

∣

y

(22)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y of equation (7). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ϕ =
n
∑

i=1

∂ci

∂τ
fci

(23)

×ÅÒÎÏ ×ÅÚÄÅ ÎÁ E .
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ∂ci/∂τ |y ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ y, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ c1, . . . , c1, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ Jn−1(R) × ÓÉÌÕ (11). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ×ÙÂÏÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ci(τ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (21), ÆÕÎËÃÉÉ ∂ci/∂τ |y ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ.
éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7)

ϕ =
n
∑

i=1

Ai(c1, . . . , cn)
∂

∂ci

f(x, y, c1, . . . , cn), (24)

ÚÄÅÓØ f ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ai ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ci ÓÕÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Jn−1(R),
ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (10).
æÏÒÍÕÌÁ (24) ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ËÏÎÓÔÁÎÔ. íÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÙÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ (24) ÄÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ Rn × ÐÏÌÎÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (12) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

n
∑

i=1

Ai(c1, . . . , cn)
∂

∂ci

←→
n
∑

i=1

Ai(c1, . . . , cn)
∂

∂ci

f(x, c1, . . . , cn) (25)

(ÓÌÅ×Á ci ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Rn; ÓÐÒÁ×Á ÏÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ (11)
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Jn−1(R)).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ïäõ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂ-
ÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ; ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (25), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÖÅ ÌÏËÁÌØÎÁ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ (12). å¾ ÐÏÌÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Rmn; ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

mn
∑

i=1

Ai(c1, . . . , cmn)
∂

∂ci

←→ ∂f ×A,

where ∂f ,A are respectively m × mn and mn × 1 matrices with matrix elements given by the
formulas

(∂f )j,i =
∂fj

∂ci

, (A)i = Ai.

÷ÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ïäõ

y
(nj)
j − Fj(x, y1, y

′

1, . . . , y
(n1−1)
1 , . . . , ym, y′

m, . . . , y
(nm−1)
1 ) = 0.
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âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ fci
, i = 1, . . . , n ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ. ïÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÔÏ-

ËÁÍ y(τ) = f(x, c1, . . . , ci + τ, . . . , cn). ÷ ÓÌÕÞÁÅ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (9) ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ fci

= yci
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ÚÁÄÁÎÏ × ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (8), ÔÏ

d�

dci

=
∂�

∂ci

+
∂�

∂y

∂y

∂ci

= 0.

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

yci
= −

(

∂�

∂ci

)/(

∂�

∂y

)

. (26)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

3.3. ïÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ

utt − uxx = 0, u|x=0 = u|x=−π = 0.

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ æÕÒØÅ-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ [−π, 0] ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕÎÙ ÅÓÔØ

u =
∞
∑

n=0

sinnx(an cosnt+ bn sinnt),

ÇÄÅ an, bn ÓÕÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ, ÎÉ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ:
ÆÏÒÍÕÌÁ æÕÒØÅ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÄÁÅÔ

an =
2

π

∫ 0

−π

u|t=0 sinnx dx, bn =
2

πn

∫ 0

−π

ut|t=0 sinnx dx. (27)

ïÂÝÉÊ ×ÉÄ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÊ ËÁË ÐÏÔÏË ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑÈ) ÄÁÅÔÓÑ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó
×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ϕ =
∞
∑

n=0

sinnx
(

An(a1, b1, . . . , ai, bi, . . . ) cosnt+Bn(a1, b1, . . . , ai, bi, . . . ) sinnt
)

.

úÄÅÓØ An, Bn¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ai, bj , ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÎÙ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ (27).
îÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÀÝÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ.

âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ. ÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÍÅÖÕ-
ÔÏË ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [−2π, 0]), ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ x(t) = ϕ0(t) ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, Ô.Å. ÐÏÔÏË ÎÁ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑÈ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {ϕ0(t)}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ-
ÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë æÕÒØÅ - ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ É Ñ×ÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÐÏÛÁÇÏ×ÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁ [0, 2π],
[4π, 4π] . . . .
ôÏÞÎÅÅ, ÐÕÓÔØ

ϕ0(t) =
∞
∑

n=0

(an cosnt+ bn sinnt). (28)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fn(t), gn(t) ( ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ t > −2π) ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ

‘x(t) = ax(t− 2π), (29)
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ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ×ÐÒÁ×Ï ÓÉÎÕÓÏ× É ËÏÓÉÎÕÓÏ×

fn(t)|[−2π,0] = sin(nt), gn(t)|[−2π,0] = cos(nt).

üÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÛÁÇÏ×ÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ¡ ÐÒÏÓÔÏ
×ÚÑÔÉÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÓÒÁ×ÎÉ Ó (4).
÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (29) ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ t > 0 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

x(t) =
∞
∑

n=0

(angn(t) + bnfn(t)), (30)

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
{

an = 1
π

∫ 0

−2π
x(t) cosnt dt,

bn = 1
π

∫ 0

−2π
x(t) sinnt dt.

(31)

óÉÍÍÅÔÒÉÉ, Ô.Å. ÐÏÔÏËÕ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÔÏË
ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ {ϕ0(t)}, ËÏÔÏÒÏÍÕ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏÔÏË ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ ג = {an, bn|n = 0, 1, . . .}

{

d
dτ

an = An(a0, . . . , ai, bi, . . . ),
d
dτ

bn = Bn(a0, . . . , ai, bi, . . . ),
(32)

ÇÄÅ An, Bn ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ai, bj , τ ¡ÐÁÒÁÍÅÔÒ
ÐÏÔÏËÁ.
éÍÅÑ × ×ÉÄÕ (30) É (32), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (28) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ

ÏÔÒÅÚËÏÍ [−2π, 0]

S =
d

dτ
x =

∞
∑

n=0

[

An

(

1

π

∫ 0

−2π

x(t) dt, . . . ,
1

π

∫ 0

−2π

x(t) cos(it) dt,
1

π

∫ 0

−2π

x(t) sin(it) dt, . . .

)

gn(t)

+ Bn

(

1

π

∫ 0

−2π

x(t) dt, . . . ,
1

π

∫ 0

−2π

x(t) cos(it) dt,
1

π

∫ 0

−2π

x(t) sin(it) dt, . . .

)

fn(t)

]

.(33)

úÄÅÓØ τ ¡ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÐÏÔÏËÁ.
äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ ÎÅÔ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁËÏ

ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÚÁÍÅÎÕ t 7→ t + θ. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ
ÓÄ×ÉÇÁÔØÓÑ (Á ÜÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ), ÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ
(33) ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ [θ(τ)− 2π, θ(τ)].
äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÓÉ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ üÊÌÅÒÁ.

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ

x(t) =
∑

j

Res





ept

p− a− be−ph



ϕ0(0) + b

0
∫

−h

ϕ0(t)e
−p(t+h) dt



 ; pj



 , (34)

ÇÄÅ j ¡ ÎÏÍÅÒÁ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

p− a− b · e−ph = 0 (35)

(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ). äÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÕÍÍÁ
ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÉÄÁ tlept, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÙÞÅÔÁÍ × ËÒÁÔÎÙÈ ÐÏÌÀÓÁÈ. åÓÌÉ
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×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ (34) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ

x(t) =
∞
∑

j=0

ϕ0(0) + b

0
∫

−h

ϕ0(t)e
−pj(t+h) dt

1 + bhe−pjh
· epjt =

∞
∑

j=0

aj · e
pjt. (36)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ æÕÒØÅ-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ, ÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÖÅ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ aj ∈ C ÒÑÄÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ x(t), ËÁË ÜÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ (36),
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

aj = aj(x(t))

ϕ0(0) + b

0
∫

−h

ϕ0(t)e
−pj(t+h) dt

1 + bhe−pjh
=

x(0) + b

0
∫

−h

x(t)e−pj(t+h) dt

1 + bhe−pjh
,

ÔÁË ËÁË x(t)|[−h,0] = ϕ0(t).
óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ÐÏÔÏË ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å {aj} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ (32)

d

dτ
aj = Aj(a0, . . . , ai, . . . ), (37)

ÇÄÅ Aj ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ai; τ
¡ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÐÏÔÏËÁ.
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ON SYMMETRIES OF ORDINARY DELAY-DIFFERENTIAL EQUATIONS

Samokhin A.V.

Various processes of control, information or energy transfer are accompanied with time delays. These processes
are described adequately by delay-di¨erential equations. In this paper the structure of symmetries algebra for the
simple equation ‘x(t) = f(t, x(t), x(t − h)), with delay h is studied. Di¨erent concepts of solutions for such an
equation lead to di¨erent symmetry algebras.

Key words: symmetry, delay-di¨erential equations.
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íïäåìéòï÷áîéå é õðòá÷ìåîéå ÷ óéóôåíáè

íáóóï÷ïçï ïâóìõöé÷áîéñ
÷ òåöéíå õóôáîï÷ìåîéñ é îåïäîïòïäîùè

ðïôïëï÷

ó.é. ôáòáóþå÷

óÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÄÏËÔÏÒÏÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ óÁÍÏÈÉÎÙÍ á.÷.

òÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÒÉËÌÁÄÎÏÇÏ ÐÁËÅÔÁ
Maple. íÏÄÅÌØ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ × ÐÌÏÔÎÏÓÔÑÈ ÐÏÔÏËÏ× ÓÏÂÙÔÉÊ É ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ,
×ÁÒØÉÒÕÑ ÞÉÓÌÏÍ ËÁÎÁÌÏ×, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÁÎÁÌÏ× É ÄÒÕÇÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, ÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ.

1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ

ðÒÏÃÅÓÓÙ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÁÜÒÏÐÏÒÔÕ), ×
ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÈÅÍÙ ÇÉÂÅÌÉ É ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å.
ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÃÅÐÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ üÒÌÁÎÇÁ É ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á.
óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÒÌÁÎÇÁ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, É Ñ×ÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÅÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×Å
ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÆÉÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ É ÄÁÌÅÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÔ
ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÓÔÁÂÉÌØÎÏÍÕ ÒÅÖÉÍÕ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÐÅÒÅÈÏÄ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÎÏÇÏ ÓÂÏÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÚ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÉÌÉ ÐÏÇÏÄÎÏÇÏ
ÆÏÒÓ-ÍÁÖÏÒÁ) Ë ÓÔÁÂÉÌØÎÏÍÕ ÒÅÖÉÍÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ: ÎÕ-
ÖÅÎ ÐÒÏÇÎÏÚ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÓÂÏÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ
ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ(ÉÈ ÏÂß¾Í, ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ ËÁÎÁÌÁÍ É ÄÒ.)
åÝ¾ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÄÅÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÞÅÔ × ÍÏÄÅÌÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÅÊ × ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ

ÐÏÔÏËÏ×. ðÏÓÔÏÑÎÓÔ×Ï ÐÏÔÏËÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÅÊ üÒÌÁÎÇÁ - ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á,
ÅÄ×Á ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÒÁÂÏÔÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÁÜÒÏÐÏÒÔÁ. ÷ÈÏÄÎÏÊ
ÐÏÔÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ: ÅÓÔØ É ÍÅÄÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÎÄ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÊ ÍÅÎÑÀÝÅÍÕÓÑ ÓÐÒÏÓÕ, ÅÓÔØ É ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ¡ ÓÅÚÏÎÎÙÅ,
ÓÕÔÏÞÎÙÅ É ÄÒÕÇÉÅ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ üÒÌÁÎÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, Á ÇÉÐÏÔÅÚÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÅÖÉÍÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÅÒÉÏÄ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÌÉ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ×ÒÅÍÑ ÒÅÌÁËÓÁ-
ÃÉÉ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ üÒÌÁÎÇÁ, ÔÏ ÜÔÉ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÒÏÑ×ÑÔÓÑ É × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ.
÷ÓÅ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÍÏ-

ÄÅÌØ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÇÌÁ ÂÙ:

• ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ;
• ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÎÅÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÏÔÏËÏ× ÓÏÂÙÔÉÊ;
• ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÉÊÓÑ ÒÅÖÉÍ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ;
• ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ, ÉÎÔÅÎÓÉ×-
ÎÏÓÔÉ É ÒÅÖÉÍÕ ÒÁÂÏÔÙ ËÁÎÁÌÏ× ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ;
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òÉÓ. 1. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ É ÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ ÒÅÖÉÍ 3-ËÁÎÁÌØÎÏÊ óíï Ó 2-ÍÑ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ
λ = 0.7(1 + cos(t)), µ = 0.6

• ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

þÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÙÌÁ ÓÏÚÄÁÎÁ ÎÁ ÐÌÁÔÆÏÒÍÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÏÇÏ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÐÁËÅÔÁ Maple, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÞÅÔÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ
Ó ÏÇÒÏÍÎÙÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ×ÉÚÕÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÓÞÅÔÏ×.

2. ðÒÏÃÅÓÓ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ É ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÒÅÖÉÍÙ

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÚÄÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

óÉÓÔÅÍÁ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÏÞÅÒÅÄÉ

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÔÒÅÍÑ ËÁÎÁÌÁÍÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ É Ä×ÕÍÑ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ ÎÁ
ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ. ÷ÈÏÄÎÏÊ ÐÏÔÏË ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ λ = 0.7(1+cos(t)), ÐÌÏÔÎÏÓÔØ
ÐÏÔÏËÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ µ = 0.6.
÷ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ:

(1) ×ÓÅ ËÁÎÁÌÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙ (p0 ¡ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ);
(2) ÏÄÉÎ ËÁÎÁÌ ÚÁÎÑÔ (p1);
(3) Ä×Á ËÁÎÁÌÁ ÚÁÎÑÔÏ (p2);
(4) ÔÒÉ ËÁÎÁÌÁ ÚÁÎÑÔÏ (p3);
(5) ÔÒÉ ËÁÎÁÌÁ É ÏÄÎÏ ÍÅÓÔÏ × ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁÎÑÔÏ (p4);
(6) ÔÒÉ ËÁÎÁÌÁ É ÏÄÎÏ ÍÅÓÔÏ × ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁÎÑÔÏ (p5).

îÁÞÁÌÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÚÁÎÑÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ

p0 = 1, pi = 0, i > 0.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ.1.
íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ × ÍÏÍÅÎÔ t = 7. ðÏÚÖÅ

ÉÄÕÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÔÏÊ ÖÅ ÞÁÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ
É ×ÈÏÄÎÏÊ ÐÏÔÏË (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ p2, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Ä×ÏÊÎÕÀ ÞÁÓÔÏÔÕ).
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òÉÓ. 2. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÏÔÏËÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÌÅÄ ÚÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ
×ÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ 3-ËÁÎÁÌØÎÏÊ óíï Ó 2-ÍÑ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ λ = 0.7(1 + cos(t)), µ = 0.6

õÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÕÔÅÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ

ëÁË ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ (ÐÕÓÔØ É ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ), ÔÁË É ÞÒÅÚ-
ÍÅÒÎÁÑ ÚÁÇÒÕÚËÁ óíï ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ïÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÁÔÅ-
ÇÉÞÅÓËÉÍÉ: ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ óíï, ÕÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÂÏÒÕÄÏ×ÁÎÉÑ É ÔÏÍÕ ÐÏÄÏÂÎÏÅ.
ïÄÎÁËÏ ×ÏÐÒÏÓÙ ÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, Á ÐÅÒÅÊ-
ÄÅÍ ÓÒÁÚÕ Ë ÔÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑÍ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×Á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ¡ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ
ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ËÁÎÁÌÏ× ÚÁ ÓÞÅÔ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ (ÐÏÄËÌÀÞÅÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÓÏÎÁÌÁ, Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÍÅÒÙ) ÉÌÉ ÐÏÄ-
ËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÎÅÅ ÎÅÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔËÒÙÔÉÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ
ÓÔÏÊËÉ ÒÅÇÉÓÔÒÁÃÉÉ × ÐÉËÏ×ÙÅ ÞÁÓÙ). ðÒÉÎÑÔÉÅ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÅÒÅÒÁÓÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ É, ÚÎÁÞÉÔ, Ë ÐÒÏÃÅÓÓÁÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ, ÈÁÒÁËÔÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. éÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÁËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ËÁË ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÒÅ-
ÌÁËÓÁÃÉÉ, ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÎÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÅ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ É ÄÒÕÇÏÅ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÕÔÅÍ ÉÚ-

ÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ËÁÎÁÌÏ×. îÁ ÒÉÓ. 2 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÍÏÄÅÌØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ
ÒÏÄÁ. ðÒÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ λ = 0.35(1 + 0.25 cos(t))
ÓÍÅÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÅÒÓÏÎÁÌÁ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔ ÜÔÉ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÇÒÁÆÉËÕ µ =
0.3(1 + k cos(t)/| cos(t)|) (ÚÄÅÓØ k ¡ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÒÁ×ÎÙÊ 0,25 ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ).
îÁ ÇÒÁÆÉËÅ (ÒÉÓ. 3) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ

×ÙÈÏÄÁ ÎÁ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÊ ÒÅÖÉÍ ÐÒÉ t > 15 ËÏÌÅÂÁÎÉÑ × ÒÁÂÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÎÅÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÙÍÉ (ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÉÓ.1). äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÔÒÅÈËÁÎÁÌØÎÏÊ
óíï Ó Ä×ÕÍÑ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÕÔÅÍ ÄÏÂÁ-

×ÌÅÎÉÑ ËÁÎÁÌÏ×.
òÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ Ä×ÕÈËÁÎÁÌØÎÏÊ óíï Ó Ä×ÕÍÑ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ, λ = 0.7, µ = 0.4.

ðÏÓÌÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉ t ≈ 13 × ÍÏÍÅÎÔ t = 15 ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÔÉÊ ËÁÎÁÌ (ÒÉÓ. 4). ÷ ÜÔÏÍ
ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ: ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÎÁÌÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
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òÉÓ. 3. óÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ ÒÁÂÏÔÙ óíï ÐÏÓÌÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ
3-ËÁÎÁÌØÎÏÊ óíï Ó 2-ÍÑ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ λ = 0.7(1 + cos(t)), µ = 0.6

òÉÓ. 4. üÆÆÅËÔ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ 2-ËÁÎÁÌØÎÏÊ óíï Ó 2-ÍÑ
ÍÅÓÔÁÍÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ λ = 0.7, µ = 0.4

Ë ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÁ
ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÊ ÒÅÖÉÍ ÕÖÅ ÞÅÒÅÚ t ≈ 5.

3. ÷Ù×ÏÄÙ

òÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÅÔ × ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ×ÙÂÏÒ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÏ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ×ÒÅÍÑ ×Ù-
ÈÏÄÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÊ ÒÅÖÉÍ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏÓÌÅ ÓÉÓÔÅÍÎÙÈ ÓÂÏÅ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÚ×ÁÎÎÙÈ
ÎÁ Á×ÉÁÐÒÅÄÐÒÉÑÔÉÉ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÉÌÉ ÐÏÇÏÄÎÙÍ ÆÏÒÓ-ÍÁÖÏÒÏÍ).
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MODELLING AND CONTROL FOR QUEUING SYSTEMS

IN RELAXATION AND IN THE CASE ON NONUNIFORM FLOWS

Taraschev S.I.

The model of queuing systems on the Maple platform is proposed. It allows to present visually the system
behavior in presence of a nonuniformity of input §ows and in relaxation period. The simple form of this graphic
presentation helps to manage the system varying a number of channels used, intensity of output, etc.

Key words: queuing system, numeric modelling, control, management.
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óôòõëôõòá C�óðåëôòáìøîùè
ðïóìåäï÷áôåìøîïóôåê óéóôåí ó õðòá÷ìåîéåí

÷.î. þåô÷åòéëï÷1

÷ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ C�ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÚ

ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ C�ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÔÉÐÎÁ

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÖÅÔÏ×.

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÚÁËÏÎÙ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ, C�ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

C�ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ
á. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [1] (ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [2, 3]). îÁÛ ÉÎÔÅÒÅÓ
Ë ÎÅÊ ×ÙÚ×ÁÎ ÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ
×ÉÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÄÁÅÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ C�ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ. üÔÏÔ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ × ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍ, É ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÂÁÚÅ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ.

1. äÉÆÆÅÏÔÏÐÙ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁ

‘x = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (1)

ÇÄÅ t¡ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ×ÅËÔÏÒ x = (x1, . . . , xn) ¡ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ×ÅËÔÏÒ u = (u1, . . . , um)
¡ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, f = (f1, . . . , fn) ¡ ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅËÔÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ‘x ≡ dx/dt. ðÏÄ ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ
ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ.
CÉÓÔÅÍÕ (1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ (∂fl/∂uj) ÒÁ×ÅÎm × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ

ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ.
ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ (1) Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R∞ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

t, x1, . . . , xn, u
(0)
1 , . . . , u

(0)
m , u

(1)
1 , . . . , u

(1)
m , u

(2)
1 , . . . , (2)

ÇÄÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u
(0)
j ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ uj, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u

(l)
j ¡ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ d

luj/dt
l,

l > 0, [3, 4, 6]. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t, x, u, Á ÔÏÌØËÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ÕÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÇÕÔ ÎÁÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E∞ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R∞ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (2), × ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (1) É ÌÅÖÁÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (2) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ E∞.
ëÁÖÄÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ s(t) =

(
x∗(t), u∗(t)

)
ÓÉÓÔÅÍÙ (1) É ÔÏÞËÁ t0, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÚÁÄÁÀÔ ÔÏÞËÕ ÉÚ E∞ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

t = t0, xi = x∗,i(t0), u
(l)
j =

dlu∗,j(t0)

dtl
,

1òÁÂÏÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ îû-4144.2010.1 ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ É òææé,

10-07-00617.
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ÇÄÅ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, l ≥ 0. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÖÅÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ s(t)
× ÔÏÞËÅ t0, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÖÅÔÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ s(t) ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ t0, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ¡ ÇÒÁÆÉËÏÍ × E∞ ÒÅÛÅÎÉÑ s(t). ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
E∞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÖÅÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (2) × E∞ ÍÏÇÕÔ ÎÁÌÁ-

ÇÁÔØÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ. þÅÒÅÚ U∞ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E∞, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (2) ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I, Á × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ I ¡ ÏÔ-
ËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞËÁ θ ∈ E∞ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U∞ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ I × ÔÏÞËÅ θ ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÉÚ U , Á ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ θ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ
U∞ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ × E∞ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÈÏÔÑ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ×ÉÄÁ U∞. ëÁË
ÏÂÙÞÎÏ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ θ ∈ E∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×
E∞, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.
÷Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E∞ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ U∞. ÷ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ, × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÍÅÎÑÔØ E ÎÁ U .
îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E∞ ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ�ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ: ÇÌÁÄ-

ËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ É Ô. Ä. á ÉÍÅÎÎÏ, ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ
ÎÁ E∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ (ÎÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ) ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (2). áÌÇÅÂÒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ E∞ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
F(E). ìÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ (× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ) ×ÉÄÁ

b0
∂

∂t
+

n∑

l=1

bl
∂

∂xl
+

m∑

i=1

∞∑

j=0

b
(j)
i

∂

∂u
(j)
i

, (3)

ÇÄÅ bl, b
(j)
i , l = 0, 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ E∞. ìÀ-

ÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ E∞. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÐÏÌÅÊ ÎÁ E∞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ F(E) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ D(E∞).
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÁÑ i�ÆÏÒÍÁ ÎÁ E∞ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (2).

þÅÒÅÚ ˜i(E∞) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F(E)�ÍÏÄÕÌØ i�ÆÏÒÍ ÎÁ E∞.
áÌÇÅÂÒÁ F(E), ÍÏÄÕÌÉ D(E∞) É ˜i(E∞) Ó×ÑÚÁÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ìÉ ÆÕÎËÃÉÉ g (i�ÆÏÒÍÙ ω) ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ
Xg (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ Xω), Á ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X × i�ÆÏÒÍÕ ω ¡ ÞÅÒÅÚ X⌋ω.
÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ

D =
∂

∂t
+

n∑

l=1

fl(t, x, u)
∂

∂xl
+

m∑

i=1

∞∑

j=0

u
(j+1)
i

∂

∂u
(j)
i

,

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÔÏÞËÁÈ E∞, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÏ t ÎÁ E∞, Á ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ
×ÉÄÁ (3), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, Ô.Å. b0 ≡ 0 , ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ.
ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ìÉ ×ÄÏÌØ D ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ F(E) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g × ÓÉÌÕ

ÓÉÓÔÅÍÙ (1). ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ D ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ C ÎÁ E∞, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ëÁÒÔÁÎÁ ÎÁ E∞. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ëÁÒÔÁÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó
ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1). ðÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (1)
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÐÁÒÕ (E∞, C), ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÉÆÆÅÏÔÏÐÏÍ (ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÅÎÉÅÍ) ÓÉÓÔÅÍÙ (1).
ðÕÓÔØ (E∞, C) É (S∞, C) ¡ Ä×Á ÄÉÆÆÅÏÔÏÐÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

F : E∞ −→ S∞ (4)
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ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ∗ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÀ-
ÂÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ S∞ × ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ E∞, Ô.Å. F ∗(F(S)) ⊂ F(E), ÇÄÅ ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ F ∗(g) = g◦F . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (4) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ,
×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ. äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (4),
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÁÒÔÁÎÁ: F∗(Cθ) = CF (θ), θ ∈ E∞, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ C�ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏÍ.

2. â�ÂÁÚÉÓÙ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ω ∈ ˜i(E∞) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×
ÎÕÌØ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÁÒÔÁÎÁ. ôÁË ËÁË ÇÒÁÆÉËÉ × E∞ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ëÁÒÔÁÎÁ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÁÒÔÁ-
ÎÏ×ÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÁÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ
ËÁË ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, É ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÎÉÍ.
ðÕÓÔØ g ∈ F(E). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dCg ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÕÀ 1�ÆÏÒÍÕ dg−D(g)dt, ÞÅÒÅÚ ˜

1
0(E) ¡

F(E)�ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ ˜1(E∞), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ 1�ÆÏÒÍÏÊ dt, ÞÅÒÅÚ C˜i(E∞) ¡ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ
ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÈ i�ÆÏÒÍ. ôÁË ËÁË × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÁÒÔÁÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ

˜1(E∞) = ˜10(E)⊕ C˜1(E∞), C˜i(E∞) = ˜i(E∞) ÐÒÉ i > 1. (5)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H1 F(E)�ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ C˜1(E∞), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ 1�ÆÏÒÍÁÍÉ dCx1,
. . ., dCxn. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Hk ÄÌÑ k > 1 ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

Hk+1 = {ω ∈ Hk|Dω ∈ Hk}.

ôÏÇÄÁ Hs ÅÓÔØ F(E)�ÍÏÄÕÌØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s É Hj ⊂ Hs ÐÒÉ j > s.
òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× {ωθ|ω ∈ Hk} ËÏÎÅÞÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k > 0 É θ ∈ E∞.

ðÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ËÁËÏÇÏ�ÌÉÂÏ F(E)�ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ H ⊂ ˜1(E∞) × ÔÏÞËÅ θ ∈ E∞ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× {ωθ|ω ∈ H}.
ôÏÞËÁ θ ∈ E∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ âÒÕÎÏ×ÓËÏÇÏ (â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ), ÅÓÌÉ ×

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÉÓÔÅÍÁ (1) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 1 ÍÏÄÕÌÉ Hk É
Hk +D(Hk) ÉÍÅÀÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÄÕÌØ C˜1(E∞) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ, ÎÏ × ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ 1�ÆÏÒÍ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ × ÓÉÌÕ ÓÉÓÔÅÍÙ.
ôÁË ËÁË ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ÍÙ ÉÍÅÅÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅHs+1 ⊂ Hs, ÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ θ ∈ E∞ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÍÏÄÕÌÑ Hs ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÕÂÙ×ÁÔØ Ó ÒÏÓÔÏÍ s. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÄÕÌØ Hs

ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ s∗, ÞÔÏ Hs∗+1 = Hs∗ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ Hs+1 = Hs∗

ÐÒÉ s ≥ s∗. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Hs∗+1 = Hs∗ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ D(Hs∗) ⊂ Hs∗, Ô.Å. ÍÏÄÕÌØ Hs∗

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ìÉ ×ÄÏÌØ D. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Hs∗ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
F(E)�ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ H1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H∞ = Hs∗, Á
ÞÅÒÅÚ ρ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
æÕÎËÃÉÀ g ∈ F(E) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒ×ÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÉÌÕ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × [6] É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ θ ∈ E∞ ¡ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), Á g1, . . . , gρ ¡ ÔÁËÏÊ
ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ (1) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ θ,
ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ θ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ g1, . . . , gρ.
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ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ U∞ ÔÏÞËÉ θ É 1�ÆÏÒÍÙ ω1, . . . , ωm ÉÚ H1, ÞÔÏ:

1) H∞ = spanF(U){dCgi | i = 1, . . . , ρ};

2) C˜1(U∞) = spanF(U)
{
dCgi, D

j(ωk) | i = 1, . . . , ρ, k = 1, . . . ,m, j ≥ 0
}
.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ g1, . . . , gρ É 1�
ÆÏÒÍ ω1, . . . , ωm, [5, 6]. óÎÁÞÁÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ Hk, ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó H1 É ËÏÎÞÁÑ Hs∗. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ
H∞ = Hs∗ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ 1�ÆÏÒÍÙ dCg1, . . . , dCgρ. ôÁË ËÁË Hs∗ ⊂ Hs∗−1, ÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÌÅÖÁÔ ×
Hs∗−1. äÏÐÏÌÎÉÍ ÉÈ 1�ÆÏÒÍÁÍÉ ω1, . . . , ωm1 (m1 ≤ m) ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÑHs∗−1. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ
ÍÏÄÕÌÑ Hs∗−1 1�ÆÏÒÍÙ

dCg1, . . . , dCgρ, ω1, . . . , ωm1 , Dω1, . . . , Dωm1

F(U)�ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÌÅÖÁÔ × Hs∗−2. äÏÐÏÌÎÉÍ ÉÈ 1�ÆÏÒÍÁÍÉ ωm1+1, . . . , ωm2 (m1 ≤
m2 ≤ m) ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÑ Hs∗−2. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ
Hs∗−3, . . . ,H1, ÎÁÈÏÄÉÍ 1�ÆÏÒÍÙ {ω1, . . . , ωm}.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ H∞ 6= {0}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ρ ÍÏÄÕÌÑ H∞.

÷ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÅÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÔÁË
ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÇÕÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÏÓÔÉ, [7].
îÁÂÏÒ 1�ÆÏÒÍ {ω1, . . . , ωm} ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ â�ÂÁÚÉÓÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÅÓÌÉ 1�ÆÏÒÍÙ Dj(ωk)

ÄÌÑ k = 1, . . . ,m É j ≥ 0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ C˜1(U∞), Ô.Å. ÅÓÌÉ:
1) ÌÀÂÁÑ 1�ÆÏÒÍÁ ÉÚ C˜1(U∞) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ 1�ÆÏÒÍ
Dj(ωk) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × F(U);
2) ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ 1�ÆÏÒÍ Dj(ωk) F(U)�ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ.
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ â�

ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ρ = 0. áÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏ-
ÄÉÔØ â�ÂÁÚÉÓ.

3. ÷ÙÓÛÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ C˜1(E∞) ÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
×ÙÓÛÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ.
÷ÙÓÛÅÊ (ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÊ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ

X ÎÁ E∞, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ [X,D] = 0. íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÕ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ
ÎÁÊÔÉ × [3, 6].
äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁ

– = g0 + g1D + g2D
2 + . . .+ gkD

k, g0, g1, . . . , gk ∈ F(E)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒoÍ ÐÏÒÑÄËÁ k. ëÁÖÄÙÊ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÏÄÕÌØ C˜1(E∞) × ÓÅÂÑ.
óÕÍÍÁ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÅÓÔØ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ E∞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ R�ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï C˜1(E∞) ÅÓÔØ
ÌÅ×ÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ dCg1, . . ., dCgρ, ω1, . . ., ωm
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Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÄÍÏÄÕÌØ H∞ ¡ ÅÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÅÍ, Á â�ÂÁÚÉÓ ¡ ÅÇÏ
ÂÁÚÉÓÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ ρ = 0.
íÁÔÒÉÃÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÔÏÌÂÃÏ× ÆÕÎËÃÉÊ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ.
ôÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. åÇÏ ÐÏÒÑÄÏË
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.
òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÌÏËÁÌØÎÙ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ U∞

ÔÏÞËÉ θ ÉÚ E∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÅ F(U)�ÍÏÄÕÌÉ. éÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÆÕÎËÃÉÊ.
ðÏÄ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ × ÄÒÕÇÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ
ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. þÅÒÅÚ CDiff(M,N) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ M × ÍÏÄÕÌØ N . æÏÒÍÕÌÁ

(f–)(Ÿ) = f–(Ÿ), f ∈ F(U), – ∈ CDiff(M,N), Ÿ ∈M

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁÄ F(U) ÎÁ CDiff(M,N).
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ρ = 0 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÔÁËÏÊ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P , ÞÔÏ dC�x = P �ω, ÇÄÅ

dC�x = (dCx1, . . . , dCxn, dCu1, . . . , dCum)
T , Á �ω = (ω1, . . . , ωm)

T

¡ ÓÔÏÌÂÅÃ 1�ÆÏÒÍ ËÁËÏÇÏ�ÌÉÂÏ â�ÂÁÚÉÓÁ.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ × [6] (ÔÁÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ

ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ρ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ θ ∈ E∞ ¡ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ρ = 0, �ω = (ω1, . . . , ωm)
T ¡ â�ÂÁÚÉÓ

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ θ, Á P ¡ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ××ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ. ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ U∞ ÔÏÞËÉ θ ÌÀÂÁÑ ×ÙÓÛÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

üϕ =
n∑

i=1

ϕi
∂

∂xi
+

m∑

i=1

∞∑

j=0

Djϕi+n
∂

∂u
(j)
i

, (6)

ÇÄÅ ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn+m)
T = Pψ, Á ψ = (ψ1, . . . , ψm)

T ¡ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ E∞.
ðÒÉ ÜÔÏÍ üϕ⌋ωi = ψi, i = 1, . . . ,m.

÷ÅËÔÏÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ψ = (ψ1, . . . , ψm) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÉ (6).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ÷ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ θ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ×ÙÓÛÉÈ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ χ É ψ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ Ó ÐÒÏÉÚ×Ï-
ÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

{χ, ψ} = −d�ω(üPχ,üPψ) + üPχ(ψ)− üPψ(χ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ.

4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÞÌÅÎ E0 C�ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á

÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ˜∗ =
˜∗(U∞) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÉÄÅÁÌ C˜∗ = C˜∗(U∞) ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÈ ÆÏÒÍ: C˜∗ = C˜1(U∞)
∧˜∗(U∞). üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ É ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ (C˜∗)∧s = C˜s(U∞) ∧ ˜∗ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ù ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ d, Ô.Å. d

(
(C˜∗)∧s

)
⊂ (C˜∗)∧s, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ

˜∗ ⊃ (C˜∗)∧1 ⊃ (C˜∗)∧2 ⊃ . . . ⊃ (C˜∗)∧k ⊃ . . .
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ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁ U∞ ÅÇÏ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓÁÍÉ
(
(C˜∗)∧k, d

)
. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÐÅË-

ÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ep,q
r , dp,qr ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ C-ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

ÓÉÓÔÅÍÙ (1) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞ (Ï ÔÅÏÒÉÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ [8]). ëÁË ÏÂÙÞÎÏ,
ÞÉÓÌÏ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ, Á p+ q ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ.
ôÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ C�ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ F : E∞ −→ S∞ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÄÅÁÌ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÈ ÆÏÒÍ

F ∗
(
C˜∗(S∞)

)
= C˜∗(E∞), ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C-ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

ÎÁ S∞ É E∞. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ìÉ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ×ÙÓÛÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÄÅÁÌ
C˜∗(U∞), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ {Ep,q

r } C-ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Ep,q
0 =

Cp˜p+q
/

Cp+1˜p+q
,

ÇÄÅ Cs˜k = (C˜∗)∧s ∩ ˜k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dp,q0 : E
p,q
0 → Ep,q+1

0 ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ×ÎÅÛÎÉÍ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ d. ôÁË ËÁË Cs˜k = 0 ÐÒÉ s > k É ÐÒÉ s < 0, ÔÏ Ep,q

0 = 0 É ÐÒÉ q < 0, É ÐÒÉ
p < 0, Á Ep,0

0 ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó C
p˜p ÐÒÉ p ≥ 0.

éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5) É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ ˜10 = ˜
1
0(U) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

˜i = Ci˜i ⊕
(
˜10 ⊗F(U) C

i−1˜i−1
)
,

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ˜i = Ci−1˜i É Cs˜i = Ci−1˜i ÐÒÉ s < i− 1. á ÚÎÁÞÉÔ, Ep,q
0 = 0 ÐÒÉ q > 1

É Ep,1
0 ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ˜

1
0⊗Cp˜p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ Ep,q

0 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
× ÐÏÌÏÓÅ 0 ≤ q ≤ 1, p ≥ 0, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dp,00 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ

Cp˜p
d

−→ ˜p+1 = Cp+1˜p+1 ⊕
(
˜10 ⊗ Cp˜p

) ı
−→ ˜10 ⊗ Cp˜p, (7)

ÇÄÅ ı ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.
äÁÎÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÄÅ òÁÍÁ H ∗(U∞)

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

˜i = Ci−1˜i ⊃ Ci˜i ⊃ Ci+1˜i = 0.

óÔÏÌÂÅÃ p = 0

0 −→ E0,00 = F(U)
d
0,0

0−→ E0,10 = ˜
1
0 −→ 0

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÄÅ òÁÍÁ, Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÞÌÅÎÅ
E0,00 ¡ ÚÁËÏÎÁÍÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), [1, 2, 3]. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (7) ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌÁ d0,00 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï df = dCf+D(f)dt ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ F(U), ÇÄÅ dCf ∈ C1˜1,
Á D(f)dt ∈ ˜10, ÐÏÌÕÞÁÅÍ d

0,0
0 (f) = D(f)dt. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁËÏÎÁÍÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó

ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÐÅÒ×ÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ.

5. þÌÅÎ E1

ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ E1 ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÅÅ
ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, E0,01 = R ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÅÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÞÌÅÎÙ
Ep,q
1 ÐÒÉ p > 0 ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×

0 −→ Cp˜p
d

p,0
0−→ ˜10 ⊗ Cp˜p −→ 0. (8)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (7) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ dp,00 , ÄÏËÁÖÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

dp,00 (α) = dt⊗D(α) = D(dt⊗ α), α ∈ Cp˜p. (9)
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÄÕÌÑ Cp˜p ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ p�ÆÏÒÍ ×ÉÄÁ fdCg1 ∧ . . . ∧
dCgp. éÍÅÅÍ d(dCg) = dt ∧D(dg) = dt ∧D(dCg) É ÐÏÜÔÏÍÕ

dp,00 (fdCg1 ∧ . . . ∧ dCgp) = ı
(
df ∧ dCg1 ∧ . . . ∧ dCgp + fd(dCg1) ∧ . . . ∧ dCgp + . . .+

+ (−1)pfdCg1 ∧ . . . ∧ d(dCgp)
)
= D(f)dt ∧ dCg1 ∧ . . . ∧ dCgp + fdt ∧D(dCg1) ∧ . . . ∧ dCgp + . . .

. . .+ fdt ∧ dCg1 ∧ . . . ∧D(dCgp) = dt ∧D(fdCg1 ∧ . . . ∧ dCgp) = D(dt ∧ fdCg1 ∧ . . . ∧ dCgp).

üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (9).
éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) É ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dp,00 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ ÐÒÉ ρ = 0 É

p > 0, Á ÅÇÏ ËÏÑÄÒÏ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ

Ep,1
1 =

˜10 ⊗ Cp˜p
/

D(˜10 ⊗ Cp˜p).
(10)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [α] ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ α ∈ ˜10 ⊗ Cp˜p × ÆÁËÔÏÒÅ (10). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÞÌÅÎÁ E1.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ θ ∈ E∞ ¡ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ρ = 0, Á {ω1,. . ., ωm} ¡ â�ÂÁÚÉÓ ×
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ θ. ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞ ÔÏÞËÉ θ ÉÍÅÅÍ :
1) E0,01 = R, Á Ep,0

1 = 0 ÐÒÉ p > 0;
2) E1,11 ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ F(U)�ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ [dt⊗ ωi], i = 1, . . . ,m, Ô.Å.

E1,11 =

{[
dt⊗

m∑

i=1

fiωi

]
: fi ∈ F(U)

}
;

3) E2,11 ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ F(U)�ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ[
dt⊗

(
Dkωj ∧ ωi + (−1)

kDkωi ∧ ωj

)]
,

ÇÄÅ k ≥ 0, i, j = 1, . . . ,m, i < j, ÅÓÌÉ k ¡ ÞÅÔÎÏÅ, É i ≤ j, ÅÓÌÉ k ¡ ÎÅÞÅÔÎÏÅ, Ô.Å.

E2,11 =

{[
dt⊗

m∑

i,j=1

k0∑

k=0

aki,jD
kωi ∧ ωj

]
: aki,j ∈ F(U), akj,i = (−1)

k+1aki,j

}
;

4) Ep,1
1 , p ≥ 2 ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ F(U)�ÍÏÄÕÌØ, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

×ÉÄÁ [
dt⊗

m∑

i=1

Ÿi ∧ ωi

]
,

ÇÄÅ Ÿi ¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÙ ÉÚ C
p−1˜p−1.

6. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÌÅÎÁ E1

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÞÌÅÎ E1 C-ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÅÍ ÂÅÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ËÁË ÄÌÑ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÖÅÔÏ×, [2, 3]. ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÍÏÄÕÌÑ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÊ κ(π) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÙÓÛÉÈ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.
ðÕÓÔØ θ ¡ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), Á ρ = 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ U∞ ÔÏÞËÉ θ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ â�ÂÁÚÉÓ �ω = (ω1, . . . , ωm)
T ÓÉÓÔÅÍÙ (1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ×Ù-

ÂÏÒ â�ÂÁÚÉÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ F(U)�ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÙÓÛÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. á
ÉÍÅÎÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ F(U) ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ üPψ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ψ ÄÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ üPfψ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ fψ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
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F(U)�ÍÏÄÕÌØ ×ÙÓÛÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) (ÔÏÞÎÅÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ)
ÞÅÒÅÚ S(U).
÷ÙÂÏÒ â�ÂÁÚÉÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F(U)-ÍÏÄÕÌÅÊ C˜1(U∞) É

CDiff
(
S(U),F(U)

)
, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ 1�ÆÏÒÍÕ α ∈ C˜1(U∞) × C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

∇α ∈ CDiff
(
S(U),F(U)

)
, ∇α(ψ) = üPψ⌋α, ψ ∈ S(U).

÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÏÒÍÅ ω
(k)
j ÏÐÅÒÁÔÏÒ

(0, . . . , 0, Dk, 0, . . . , 0), ÇÄÅ Dk ÓÔÏÉÔ ÎÁ j�Í ÍÅÓÔÅ.
ðÕÓÔØ M ¡ F(U)�ÍÏÄÕÌØ. üÌÅÍÅÎÔ ∇ ÍÏÄÕÌÑ

CDiff(p)
(
S(U);M

)
= CDiff

(
S(U), CDiff

(
S(U), . . . , CDiff(S(U),M) . . .

))
,

× ËÏÔÏÒÏÍ CDiff
(
S(U), ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ p ÒÁÚ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× χ1, . . . , χp ∈ S(U) É i = 1, . . . , p− 1 ÉÍÅÅÍ

∇(χ1) . . . (χi)(χi+1) . . . (χp) = −∇(χ1) . . . (χi+1)(χi) . . . (χp).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ CDiffalt(p)
(
S(U);M

)
ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ

CDiff(p)
(
S(U);M

)
. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÅ α ∈ Cp˜p ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∇α ∈ CDiffalt(p)

(
S(U);F(U)

)
,

ÐÏÌÁÇÁÑ

∇α(χ1) . . . (χp) = üPχ1⌋
(
. . . (üPχp

⌋α) . . .
)
, χ1, . . . , χp ∈ S(U). (11)

ôÁË ËÁË üPχ ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ üPχ⌋dt = 0 É ÆÏÒÍÕÌÁ (11) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÅ
α ∈ ˜10 ⊗ Cp˜p ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∇α ∈ CDiffalt(p)

(
S(U),˜10(U)

)
.

ìÅÍÍÁ 1. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (11) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
F(U)-ÍÏÄÕÌÅÊ Cp˜p É CDiffalt(p)

(
S(U);F(U)

)
, Á ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F(U)-ÍÏÄÕÌÅÊ ˜10 ⊗ Cp˜p É

CDiffalt(p)
(
S(U); ˜10(U)

)
. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓ (8) ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

0 −→ CDiffalt(p)
(
S(U),F(U)

) w
−→ CDiffalt(p)

(
S(U),˜10(U)

)
−→ 0, (12)

ÇÄÅ w(∇) = (−1)pd0,00 ◦ ∇.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ α 7→
∇α × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: α ∈ Cp˜p É α ∈ ˜10 ⊗ Cp˜p. ðÕÓÔØ ∇ ∈ CDiffalt(p)

(
S(U);F(U)

)
. ëÁÖÄÙÊ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ξ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ θ ∈ U∞ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ üPχ|θ ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ χ ∈ S(U) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (6) ÄÌÑ üPχ.
úÁÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕ α∇ ∈ Cp˜p ÕÓÌÏ×ÉÅÍ

α∇|θ (ξ1, . . . , ξp) = ∇(χ1) . . . (χp)(θ),

ÇÄÅ ξi = üPχi
|
θ
. ôÏÇÄÁ ∇ 7→ α∇ ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ∇ ∈ CDiffalt(p)
(
S(U); ˜10(U)

)
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ξ0 = D|θ É ÐÏÌÏÖÉÍ

α∇|θ (ξ0, ξ1, . . . , ξp) =
(
∇(χ1) . . . (χp)

)∣∣
θ
(ξ0).

ôÁË ËÁË ξ0⌋ Ÿ|θ = 0 ÄÌÑ Ÿ ∈ Cp˜p, ÔÏ α∇ ∈ ˜10 ⊗ Cp˜p.
îÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ α ∈ Cp˜p É χ1, . . . , χp ∈ S(U) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

∇d
p,0

0
(α)(χ1) . . . (χp) = üPχ1⌋

(
. . .

(
üPχp

⌋(dt⊗Dα)
)
. . .

)
=

= (−1)pdt⊗D
(
üPχ1⌋

(
. . . (üPχp

⌋α) . . .
))
= (−1)pd0,00

(
∇α(χ1) . . . (χp)

)
.

ðÏÜÔÏÍÕ ∇d
p,0
0
(α) = w(∇α) É ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.
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äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (12) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÄÕÌØ F(U)�ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÇÏ F(U)�ÍÏÄÕÌÑ M × ˜10(U) ÞÅÒÅÚ M̂ . á ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ – ∈ CDiff(M,N) ÞÅÒÅÚ –∗

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, [2, 3]. ïÐÅÒÁÔÏÒ –∗ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ N̂ × M̂ É ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:
1) ÅÓÌÉ – =

∑k

j=1 gjD
j ¡ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ –∗ =

∑k

j=1(−1)
jDj ◦ gj;

2) ÅÓÌÉ – = ‖–il‖ ¡ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ –
∗ = ‖–∗

li‖.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [2, 3].

ôÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ F(U)�ÍÏÄÕÌÑ M ËÏÍÐÌÅËÓ

0 −→ CDiffalt(s)
(
M,F(U)

) w
−→ CDiffalt(s)

(
M,˜10(U)

)
−→ 0, w(–) = (−1)pd0,00 ◦–,

ÁÃÉËÌÉÞÅÎ × ÐÅÒ×ÏÍ ÞÌÅÎÅ É ÉÍÅÅÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ks(M) ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÞÌÅÎÅ, ÐÒÉÞÅÍ

Ks(M) =
{
∇ ∈ CDiffalt(s−1)(M, M̂) |

(
∇(p1) . . . (ps−2)

)∗
= −∇(p1) . . . (ps−2)

}

ÐÒÉ s > 1 É K1(M) = M̂ .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÞÌÅÎÁ E1 ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÅÍ ÂÅÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ θ ∈ E∞¡â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ρ = 0. ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
×ÉÄÁ U∞ ÔÏÞËÉ θ ÉÍÅÅÍ :

1. E0,q1 = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ q ≥ 0;
2. Ep,q

1 = 0 ÄÌÑ p > 0, q 6= 1;
3. Ep,1

1 = Kp

(
S(U)

)
, p > 0,

ÇÄÅ Kp

(
S(U)

)
ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 4.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C-ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÄÅ òÁÍÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞, ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ θ ∈ E∞ ¡ â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ρ = 0. ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ U∞ ÔÏÞËÉ θ ÉÍÅÅÍ :

1. Ep,q
1 = E

p,q
∞
= 0 × ÓÌÕÞÁÅ q > 1, p ≥ 0 É × ÓÌÕÞÁÅ q = 0, p > 0 ;

2. Ep,1
2 = E

p,1
∞
= 0 ÐÒÉ p ≥ 0 ;

3. E0,01 = E
0,0
∞
= R.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÖÅÔÏ×, [2, 3], ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ dp,11 , p >
0, ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) × ÓÌÕÞÁÅ ρ = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ××ÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ-
ÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ g ∈ F(E). ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ℓg(ψ) = üPψ(g) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ C�
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ℓg ÉÚ S(U) × F(U), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒoÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÏÊ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ g. äÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
g, ÔÏÇÄÁ ℓg ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ψ ∈ S(U) × ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ üPψ(g). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ

f ∈ K1
(
S(U)

)
= Ŝ(U), ÔÏ ℓf ÅÓÔØ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ S(U) × Ŝ(U), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ

d1,11 : Ŝ(U) −→ K2
(
S(U)

)
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ d1,11 (f) = ℓf − ℓ∗f .

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÐÉÛÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÙÓÛÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÎÁ ÞÌÅÎ E1,11 . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
× ÓÌÕÞÁÅ ρ = 0 ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ â�ÂÁÚÉÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Q ÆÕÎËÃÉÊ
(C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ), ÞÔÏ �ω = Q dC�x.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ θ ∈ E∞¡â�ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ρ = 0, P É Q¡ C�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U∞ ÔÏÞËÉ θ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ üPψ
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ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ E
1,1
1
= Ŝ(U) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

f ∈ Ŝ(U) 7−→ üPψ(f) +
(

[üPψ, Q] ◦ P +Q ◦ ℓPψ
)∗
(f) ∈ Ŝ(U),

ÇÄÅ [üPψ, Q] ¡ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ F(U)�ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ f = (f1, . . . , fm)
T ∈

Ŝ(U) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ [dt⊗
∑

fiωi] ∈ E
1,1
1
× ÆÁËÔÏÒÅ (10) (ÔÅÏÒÅÍÁ 3). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ìÉ

×ÄÏÌØ üPψ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÁË

üPψ

[

dt⊗
∑

fiωi

]

=
[

dt⊗
∑

(

üPψ(fi) ωi + fi üPψ(ωi)
)

]

. (13)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË ×ÙÓÛÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó D É üPψ⌋dt = 0, ÔÏ

üPψ⌋ℓg(�ω) = ℓg(üPψ⌋�ω) = ℓg(ψ) = üPψ(g) = üPψ⌋dg = üPψ⌋dCg,

Á ÚÎÁÞÉÔ, dCg = ℓg(�ω). ÷ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ P É Q É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (6) ÜÔÏ ÄÁÅÔ

üPψ(�ω) = üPψ(Q dC�x) = [üPψ, Q](dC�x) +Q dC(Pψ) = [üPψ, Q](P �ω) +Q
(

ℓPψ(�ω)
)

. (14)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [dt ⊗
∑

il
fi–il(ωl)] = [dt ⊗

∑

il
–∗

il(fi)ωl], ×ÅÒÎÏÅ × E
1,1
1
, ÉÚ (13) É (14),

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.
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THE STRUCTURE OF THE C�SPECTRAL SEQUENCES FOR CONTROL SYSTEMS

Chetverikov V.N.

The C�spectral sequence of control systems is calculated. It is shown that for systems without the ¦rst
integrals in a neighborhood of a general point the C�spectral sequence is of the same type (and is similar to) as
the corresponding sequence of jet space.

Key words: control systems, symmetries, conservation laws, C�spectral sequence.
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Проведен качественный и количественный анализ статистики задержек чартерных рейсов российских авиа-
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Введение 
 

В работе [1] мы предложили систему поддержки принятия решения, сочетающую строгие 
математические методы оптимизации с интуицией и рациональными соображениями лица, 
принимающего решения (ЛПР). Описанные подходы дают возможность менеджерам принимать 
рациональные решения в условиях неполной и неточной информации. 

В качестве примера можно рассмотреть деятельность Комиссии Федерального агентства воз-
душного транспорта по допуску к регулярным и чартерным воздушным перевозкам. При оценке 
авиакомпаний, подающих заявки на допуск к рейсам, используются шесть дискретных критериев, 
два из которых регламентируются требованиями Приказа Минтранса России от 28.06.2007 г. № 82, 
два других характеризуют финансовое положение компании и еще два основаны на данных о за-
держках выполненных авиарейсов каждой авиакомпанией, подающей заявку. 

По понятным причинам, с точки зрения авиапассажиров, вопрос о задержках является прин-
ципиальным, как это особенно ярко продемонстрировал предновогодний коллапс 2010 года в 
московском авиаузле. Вопрос о задержках имеет серьезный общественный резонанс: журнал 
«Forbes » составил рейтинг 35 наиболее крупных Российских авиакомпаний по задержкам регу-
лярных и чартерных рейсов свыше 2 часов по вине авиакомпаний за январь-апрель 2010 года. Для 
подготовки этого рейтинга «Forbes» использовал данные Федерального агентства воздушного 
транспорта. Мнения экспертов о данном рейтинге, в частности, размещенные на сайте содруже-
ства авиационных экспертов «Aviation explorer», не очень лестные. Среди прочего звучала мысль 
о том, что методика, использованная при составлении данного рейтинга, является спорной, не 
дает ни анализа, ни прогнозов задержек, и не позволяет в принципе это сделать. 

Вице-премьер С.Б.Иванов на заседании правительственной комиссии по транспорту и 
связи в ноябре 2010 года сообщил, что в настоящий момент в России очень большое количе-
ство авиакомпаний. Основной объем перевозок приходится всего на три десятка авиапере-
возчиков, которыми в 2009 году было выполнено 95% пассажирских рейсов, причем на до-
лю трех лидеров («Аэрофлот», «ЮТэйр» и «Трансаэро») и пришлось почти 44% всех пере-
везенных пассажиров. Конкуренция на рынке чартеров обостряется и заметна тенденция к 
укрупнению авиакомпаний. Глава Росавиации А.В.Нерадько ожидает в 2011 году новые 
объединения авиакомпаний. 
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Таким образом, задача анализа данных о задержках становится все более актуальной и для 
повышения эффективности работы авиакомпаний и даже их выживания в условиях рыночной 
экономики. 

В настоящей статье мы предлагаем простые эффективные методические рекомендации 
анализа данных о задержках авиарейсов для принятия наиболее правильного решения ли-
цом, принимающим решение (ЛПР) по двум из указанных выше дискретных критериев. 
Анализ и прогнозы задержек авиарейсов имеют большое практическое значение, особенно 
для региональных авиаперевозчиков, так как официальные статистические данные (Ф.АК-
задержки) показывают, что общий процент задержек для региональных авиаперевозчиков в 
среднем в три-пять раз выше, чем для крупных федеральных авиаперевозчиков. 

 
Постановка задачи 
Найти функцию, позволяющую по имеющимся статистическим данным: 
•  анализировать динамику задержек авиарейсов: 
o во времени (ежемесячно, ежегодно); 
o в сравнении со средними показателями по всей отрасли; 
•  с определенной достоверностью делать прогнозы для конкретной авиакомпании: 
o на ближайший календарный год относительно улучшения (ухудшения) своего текущего 

состояния по задержкам; 
o относительно среднего показателя по отрасли. 
В качестве такой функции ниже предложен обобщенный показатель задержки. 
 

Исходные данные 
Основным источником для принятия членами Комиссии ФАВТ решения по последним 

двум критериям являются данные о задержках авиарейсов, сформированные в виде статистиче-
ских таблиц (Ф.АК-задержки) по форме, утвержденной Министерством транспорта России. 

В табл. 1 приведен пример исходных статистических данных - фрагмент официальных дан-
ных Федерального агентства воздушного транспорта за период с 01.01.2009 по 31.12.2009гг. 

Отметим, что в данных за 2009 год собрана информация по всем 195 авиакомпаниям, рабо-
тавших на рынке авиаперевозок в 2009 году и имеющих сертификат эксплуатанта. По числу 
выполненных рейсов авиакомпании можно условно разделить на три типа: мелкие - число рей-
сов за год менее 1 тыс., средние - число рейсов от 1 тыс. до 10 тыс. и крупные - число рейсов 
более 10 тыс. В табл. 1 представлены авиакомпании всех указанных выше трех типов. 

ФАВТ формирует ежемесячные статистические формы Ф.АК-задержки, которые агрегиру-
ются в ежеквартальные и ежегодные. В настоящей работе проведена статистическая обработка 
данных за 2007-2010 гг. 

 
Описание метода построения обобщенного показателя 
Построение обобщенного показателя основано на следующих соображениях: 
•  Исходные статистические таблицы (Ф.АК - задержки) позволяют рассматривать данные 

о задержках чартерных рейсов конкретной авиакомпании как пятимерный векторный случай-
ный процесс, координаты которого, в свою очередь, сами являются дискретными случайными 
величинами. 

•  Соответствующие случайные величины (реализации случайных процессов при фиксиро-
ванном времени) можно аппроксимировать показательным (экспоненциальным) распределением. 
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Таблица 1 
ФОРМА Ф.АК-задержки 

Количество регулярных и чартерных рейсов российских авиакомпаний, выполненных с задержками 
отправления за период с 01.01.2009 по 31.12.2009гг. 
(Задержки отправления учитываются по всем транспортным полетам, выполняемым по расписанию и 
вне расписания) 

 
ФОРМА Ф.АК-
задержки 

Авиакомпания Общее 
кол-во 
выполн. 
рейсов 

Общее 
кол-во 
задерж. 
рейсов 

Количество задержанных рейсов 

ВСЕГО Итого % >=2ч >=3ч >=4ч >=5ч >=6ч 
Всего Рег Чарт Всего Рег Чарт Всего Рег Чарт Всего Рег Чарт Всего Рег Чарт 

АЭРОФЛОТ-
РОССИЙСКИЕ 
АВИАЛИНИИ 

86748 1763 2 621 587 34 304 294 10 161 152 9 129 123 6 548 506 42 

БАРКОЛ авиа-
компания 

289 163 56 49 0 49 28 0 28 26 0 26 24 0 24 36 0 36 

БИЗНЕС АЭРО 
авиапредприятие 

183 56 31 26 0 26 15 0 15 11 0 11 1 0 1 3 0 3 

КРАСАВИА гос. 
предп. Краснояр-
ского края 

2769 255 9 86 51 35 57 27 30 38 23 15 20 7 13 54 33 21 

СИБИРЬ авиа-
компания 

44716 1771 4 775 753 22 344 331 13 198 196 2 131 126 5 323 313 10 

... ... … … … … … … … … … … … … … … … … … 

ИТОГО: 580633 34473  13231 6645 6586 6804 3156 3648 3861 1916 1945 2385 1154 1231 8192 4161 4031 

 
•  Параметры соответствующих распределений являются функциями дискретного времени t с 

интервалом 1 месяц (1 квартал или 1 год). 
•  Параметры каждого распределения целесообразно сравнивать между собой в динамике 

по времени и сравнивать со средними параметрами по отрасли также в динамике по времени. 
 

Более подробно метод построения обобщенного показателя опишем на примере статистики 
за 2009 год. 

Для каждой из 195 авиакомпаний (ежегодно их количество меняется) формируем вектор-
функцию с координатами (��, ��, �� , ��,��), где �	 - число задержанных чартерных рейсов в ин-
тервале [к, к+1) часов при к=2, 3, 4, 5, а �� - число задержанных рейсов на 6 и более часов. От-
метим, что �� - особая координата, так как в исходных таблицах данные по задержкам на 6 и 
более часов агрегированы вместе. 

Причинами агрегации данных именно после 6 часов являются, в частности, ограничения 
длительности летной смены экипажа, которые регламентируются «Положением об особенно-
стях режима рабочего времени и времени отдыха членов экипажей воздушных судов ГА РФ», 
утвержденным Приказом Минтранса России от 21.11.2005 г. №139, и требования Приказа Мин-
транса России от 28.06.2007 г. № 82, согласно которому при задержке более 6 часов авиакомпа-
ния обязана предоставлять пассажирам питание и размещение. Все это приводит к еще боль-
шим задержкам времени вылета и, естественно, к дополнительным затратам со стороны авиа-
компании. Таким образом, 6 часов соответствуют точке разрыва функций управления и являются 
естественной границей. 
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Рассмотрим случайную величину 
� - время задержки чартерного рейса i-й авиакомпании в 
2009 году, где i - номер авиакомпании в списке. Тогда координаты (��, ��, �� , ��,��) вектор-
функции являются частотами выборки  

Таблица 2 
 

Частичный 
интервал 

2-3 3-4 4-5 5-6 6 и более 

Частоты �� �� �� �� �� 
 

Для применения математических методов обработки статистических данных введем допол-
нительную координату �� - количество задержек рейсов конкретной авиакомпании менее 2 ча-
сов. Эта величина не учитывается в официальной статистике, т.к. задержка на время менее 2 часов 
не считается задержкой, однако для статистического моделирования координата �� важна. Эта 
координата обобщенно содержит информацию о «незадержках» - важнейший показатель рабо-
ты авиакомпаний и о «незначительных задержках». По экспертным оценкам на основе опроса 
летного персонала получена формула �� = 1,3  (��+ ��+ ��+ ��+ ��), в которой коэффициент 
1,3 является расплывчатым числом. 

Как показывает наш дальнейший анализ, эта формула приводит к удовлетворительным ре-
зультатам для 85,7% авиакомпаний; 14,3% отклонение связано, по-видимому, с другой схемой 
организации менеджмента компаний. Эта ситуация подлежит дальнейшему исследованию. 

Для двух компаний построим гистограммы (рис. 1, 2) относительных частот по выборке, 
указанной в табл. 1 с учетом координаты 1n . 

По горизонтальной оси указаны номера интервалов, которые соответствуют часовым ин-
тервалам задержек, по вертикальной оси отмечены соответствующие относительные частоты wk 
=nk/n, где k≠1; интервал от 0 до 2 представлен в виде двух интервалов единичной ширины и 
высота каждого из первых двух столбцов равна w1/2. 

Если �� > ��+��+  ��+ ��, то считаем, что распределение случайной величины 
� имеет так 
называемый «тяжелый хвост». Приведенные выше гистограммы показывают, что для авиаком-
пании «Красавиа» 
� не имеет тяжелого хвоста, а для авиакомпании «Аэрофлот» имеет. Из вы-
числений следует, что в 2009 году 9,2 % авиакомпаний имели тяжелый хвост распределения 
задержек их чартерных рейсов. 
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Аналогично вычисляется среднее время задержки по всей отрасли и параметр Λ за данный 
временной интервал. 

Для фиксированной авиакомпании число µ = ln�Λ/��*100 назовем обобщенным показате-
лем задержки за 2009 год. 

Показатель µ можно вычислить за любой временной период (например, за 2007, 2008, 2009, 
2010 гг.), то есть его можно рассматривать как функцию µ(t) дискретного времени. 

Очевидны следующие утверждения: 
1. Если µ(t)>0 в какой-либо момент времени (год), то среднее время задержки соответст-

вующей авиакомпании в истекшем году меньше среднего времени задержки по отрасли. 
2. Если µ(t)=0, то среднее время задержки соответствующей авиакомпании в истекшем го-

ду равно среднему времени задержки по отрасли. 
3. Если µ(t) монотонно возрастает по времени, то имеет место уменьшение среднего вре-

мени задержки данной компании по сравнению с отраслью. 
 

Результаты вычислений 
 

Применяя критерий Пирсона «хи-квадрат» для проверки гипотезы о показательном распреде-
лении случайной величины 
� при уровне значимости 0,01, получаем, что эту гипотезу можно при-
нять для 85,6 % авиакомпаний из всех 195. Критическое значение критерия «хи-квадрат» при уров-
не значимости 0,01 и числе степеней свободы 4 равно 13,3. Если эмпирические значения критерия 
(табл. 2) меньше указанного критического значения, то для данной компании гипотеза о показа-
тельном типе распределения времени задержки принимается. В табл. 2 приведены результаты рас-
четов данных по задержкам чартерных рейсов за 2009 год для пяти авиакомпаний. 

Таблица 2 
Анализ распределения задержек 

 

Авиакомпания Среднее вре-
мя задержки 

Среднее кв. 
отклонение 

Значение  
«хи-квадрат» 

Применимость 
метода 

АЭРОФЛОТ-
РОССИЙСКИЕ 
АВИАЛИНИИ 

2,84 2,66 23,18 неприменим 

БАРКОЛ 
авиакомпания 

2,59 2,26 6,28 применим 

БИЗНЕС АЭРО 
авиапредприятие 

2,09 2,34 11,45 применим 

КРАСАВИА гос. предп. 
Красноярского края 

2,47 2,11 1,76 применим 

СИБИРЬ авиакомпания 2,39 2,08 4,38 применим 

По отрасли 2,48    

 
Для большинства крупных авиакомпаний гипотеза о показательном типе распределения не 

состоятельна, хотя эмпирические значения критерия у таких компаний, как «Аэрофлот», «Тран-
саэро», «ЮТэйр» сопоставимо с критическим значением «хи-квадрата». Это связано с тем, что 
крупные авиакомпании более точно соблюдают «Положение об особенностях режима рабочего 
времени и времени отдыха членов экипажей воздушных судов ГА РФ». 

Несомненный выброс в статистике задержек именно крупных компаний указывает на каче-
ственную разницу в организации менеджмента перевозок: во-первых, уже упомянутое выше 
соблюдение нормативных документов; во-вторых, тот факт, что при общем малом проценте 
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задержек доля задержек выше 6 часов относительно велика; это позволяет заключить, что при-
чинами задержек являются, в основном, экзогенные факторы типа метеоусловий, форс-мажоров 
и т.п., а не действия персонала компании. 

Анализ 14,4% (а это 28 из 195) авиакомпаний, для которых критерий Пирсона «хи-квадрат» 
дает отрицательный результат за 2009 год, показывает следующее: для 22 из 28 компаний мо-
дель приближения статистических данных о задержках их чартерных рейсов показательным 
распределением становится удовлетворительной, если в качестве середины последнего интер-
вала взять не 8, а 12 часов. 

Отметим, что для 167 авиакомпаний, для которых вышеуказанная методика работает, прини-
маем среднее время задержек на 6 и более часов равным 8. Для 6 авиакомпаний - это «Аэрофлот», 
«Управление авиации ФСБ РФ», «Ираэро», «Оренбурские авиалинии», «Петропавловск-
Камчатское авиапредприятие» и «Якутия» - никакое приближение показательным распределением 
не дает удовлетворительных результатов. Причина - наличие тяжелого хвоста распределения. 

Многие эксперты основной причиной задержки авиарейсов по вине авиакомпаний считают 
недостаточное количество и плохое техническое состояние самолетов, имеющихся в распоря-
жении авиакомпаний. Однако наши исследования не подтверждают эту точку зрения примени-
тельно к большим авиакомпаниям. 

Анализ задержек с использованием обобщенного показателя задержки применим только к 
четырем из пяти указанных в табл. 2 авиакомпаний. В табл. 3 приведены значения обобщенного 
показателя задержки µ по годам для этих четырех авиакомпаний. 

Таблица 3 
 

Значения обобщенного показателя задержки µ по годам для четырех авиакомпаний 
 

Авиакомпания 2007 г. 2008 г. 2009 г. 2010 г. (8мес.) 

БАРКОЛ  
авиакомпания 

0,07 -2,02 -3,98 -7,87 

БИЗНЕС АЭРО  
авиапредприятие 

15,22 10,49 17,26 12,32 

КРАСАВИА гос. предп. 
Красноярского края 

6,36 -1,19 0,59 -6,54 

СИБИРЬ  
авиакомпания 

6,40 -1,36 4,32 -11,87 

 
Из табл. 3 видно, например, что у авиакомпании БАРКОЛ нарастает тенденция  ухудшения 

работы. 
Статистические критерии проверки гипотез показывают, что аппроксимация показатель-

ным распределением случайных величин - времени задержек чартерных авиарейсов - возможна 
для большинства авиакомпаний, однако не для всех.  

При наличии тяжелого хвоста распределения случайной величины 
� рассмотрим две альтер-
нативных гипотезы. Первая гипотеза - 
� имеет распределение Парето с параметрами ρ и x0 >0. 
Тогда плотность вероятности f(x) имеет вид 

f(x) =

 

0

0
01

0,

,

если x x

x
если x x

x

ρ

ρρ +


 <



 ≥
 .
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Рис. 5. График функции плотности бимодального распределения 
при α =0.5; λ = 1; µ =0.5 

 

Выводы 
 

1. Имеющаяся статистика задержек является агрегированной на первом и последнем ин-
тервале, вследствие чего большое значение имеет метод обработки статистики.  Осуществлен 
подбор математической модели распределения времени задержки, предложена методика обра-
ботки статистики с учетом особенностей исследуемого распределения. 

2. Для случайного процесса - времени задержки чартерного рейса введена новая характери-
стика - обобщенный показатель задержки, который применяется для обработки статистических 
данных по задержкам чартерных авиарейсов. Значение обобщенного показателя вместе с обще-
принятыми числовыми характеристиками случайного процесса позволяет проанализировать 
структуру задержек, их динамику во времени и делать прогнозы с оценкой их достоверности. 

3. Обработаны данные за 2007-2009 гг. и частично за 2010 г. Проверена гипотеза о показа-
тельном распределении времени задержки. Эта гипотеза верна примерно для 85% авиакомпа-
ний (в 2009 г. достоверность составила 85,6%). Вычислены обобщенные показатели задержки и 
для некоторых авиакомпаний рассмотрена динамика их во времени. Для остальных 15% выдви-
нуты альтернативные гипотезы о типе распределения, которое может являться либо распреде-
лением Парето, либо бимодальным. Эти гипотезы в настоящее время проверяются. 
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ON A GENERALIZED DELAY INDEX OF THE AIR COMPANY EFF ICIENCY. 
ANALYSIS OF CHARTER FLIGHT DELAYS 

 

Illarionova T.M. 
 

Qualitative and quantitative analysis of statistical data of charter flight delays is given. Simple and efficient recom-
mendations of analysis of the delay data are suggested for the air company rational management and strategic planning. 

 
Key words: charter flights delays, air company management, mathematical modeling. 
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Слоения малой гладкости ( 2C  и менее) имеют свою специфику. В работе показано, что есть примеры локально-

индикабельных групп гомеоморфизмов интервала, которые даже не сопряжены подгруппам 1С  - диффеоморфизмов. 
 
Ключевые слова: диффеоморфизмы интервала, слоения, локально индикабельные группы. 

 

Слоения малой гладкости ( 2C  и менее) имеют свою специфику; мы рассмотрели это в пер-
вой части работы [7]. Приведены примеры локально-индикабельных групп гомеоморфизмов 
интервала, которые даже не сопряжены подгруппам 1С - диффеоморфизмов. 
 

1. Действия, не допускающие сглаживания 
 

Простой, но важный случай теоремы стабильности Терстена приведен в работе [7,5]. 
Теорема 1. Пусть G - группа сохраняющих ориентацию 1С  - диффеоморфизмов замкнуто-

го интервала I . Тогда группа G -локально индикабельная, то есть любая нетривиальная ко-
нечно определенная подгруппа H  в ней допускает сюръективный гомоморфизм на Z . 

Доказательство теоремы не конструктивно и использует аксиому выбора. Идея состоит в 
том, чтобы раздуть окрестность одного из концов интервала I так, чтобы действие группы пре-
вращалось в сдвиг на конечное расстояние. Последовательность таких сдвигов будет иметь 
точку накопления, которая и будет представлять искомые параллельные переносы. 

Заметим, что в доказательстве используется конечная определенность группы H , как пока-
зывает следующий пример, принадлежащий Сержерару [7]. 

Пример 1.1. Пусть G - группа всех C∞  - диффеоморфизмов отрезка [0,1] , которые на кон-
цах имеют все нулевые производные. Тогда эта группа совершенна и, следовательно, не имеет 
эпиморфизма на Z . 

Другой пример возникает при изучении группы Томпсона. 
Пример 1.2. Известно, что группа F-диадических, кусочно - линейных гомеоморфизмов от-

резка [0,1]  сопряжена группе C∞  диффеоморфизмов. Известно, что коммутатор [F,F] является 
простой группой, так как она не абелева, значит простая. 

Для группы [0,1]G Homeo+⊂  теорема 1 доставляет критерий, при помощи которого можно 

показать, что группа G не сопряжена никакой подгруппе 1[0,1]Diff . Поэтому естественно спро-
сить, будет ли критерий Терстона строгим? 

То есть допустим, что группа G является локально индикабельной; верно ли, что любой го-
моморфизм G в [0,1]Homeo+  сопряжен с гомоморфизмом G в 1[0,1]Diff ? Оказывается, что от-

вет - нет, неверно. 
Кроме критерия Терстона существует мало препятствий для сопряженности подгруппы 

[0,1]G Homeo+⊂  подгруппе 1[0,1]Diff . Наиболее существенными из этих препятствий являются 

динамические препятствия, связанные с существованием элементов с гиперболическими не-
подвижными точками, в тех случаях, когда действие имеет положительную топологическую 
энтропию [4], и не существует инвариантной вероятностной меры [1, 2]. 
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Ниже мы приведем еще несколько примеров действия локально индикабельных групп на 
отрезке [0,1], которые не сопряжены 1C - действиям. 

Пример 1.3 ( Z
Z ) Пусть :[0,1] [0,1]T →  - свободно действует внутри отрезка так, что внутри 

оно сопряжено сдвигу. Пусть 0I  - замкнутая область, фундаментальная для T , и пусть S : 

0 0I I→  свободно действует внутри отрезка. Продолжим S тождественно вне 0I  до элемента 

[0,1]Homeo+ . 

При каждом  i ∈ Z  пусть 0( )i
iI T I=  и :i i iS I I→  сопряженное i iT ST− . Для любого f ∈ Z

Z  

определим fZ  как произведение 
( )f i

f iS=∏Z . 

Пусть G - группа, состоящая из всех элементов вида fZ . Тогда G изоморфна Z
Z  и потому абелева. 

Тем не менее, G не сопряжена подгруппе в 1[0,1]Diff + . Действительно, предположим обрат-

ное, что есть гомеоморфизм :[0,1] [0,1]ϕ →  такой, что сопряжение 1G Diffϕ
+⊂ .  

Мы предположим, что iS  обозначает сопряжение к iSϕ . При всех i пусть ip  - середина iI . 

Поскольку при каждом фиксированном i  последовательность  
{ ( )}n

i iS p  

сходится к концевой точке iI , когда n → ∞ , следует, что для всякого i  найдется такое in , что 

1
( ) .

2
in

i idS p <  

Пусть F ∈ Z
Z  такое, что ( ) iF i n= . Тогда 

1
( )

2F id p <Z  при всех i . Но FZ  оставляет неподвиж-

ными концевые точки интервалов iI  при всех i . Поэтому FZ  содержит последовательность 

точек, сходящуюся к 1. Отсюда следует, что (1) 1Fd =Z . Но 1ip → , поэтому если 1
F C∈Z , то 

должно быть (1)

1

2Fd <Z . Полученное противоречие показывает, что сопряжения быть не может. 

Замечание. Группа Z
Z  является локально индикабельной, но не счетной. Заметим, что ука-

занное действие этой группы даже не сопряжено би-Липшицеву. С другой стороны, по теореме 
D  в [2] для любой счетной группы гомеоморфизмов окружности или отрезка есть сопряжение с 
би-Липшицевой подгруппой гомеоморфизмов. 

 

2. Порядок на множестве орбит 
 

Мы приведем критерий несглаживаемости действия группы, основанный на локальном по-
рядке на множестве орбит. 

Определение. Пусть группа G  действует на [0,1]  при помощи представления 
 : [0,1]G Homeoρ → . 

Точка [0,1]p ∈  определяет порядок p<  на множестве G  следующим образом 

 pa b< , 

если ( ) ( )a p b p<  на отрезке [0,1] . 

Заметим, что является порядком на левом G −пространстве  / pG G ,  где  pG обозначает 

стабилизатор p . 
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Лемма 2.1 Пусть 1: [0,1]G Diffρ +→  инъективно. ПустьH −является конечно порожден-
ной подгруппой G с системой образующих 1 2{ , ..., }nS h h h= . Пусть точка [0,1]p ∈  лежит на 

границе ( )Fix H −  множества общих неподвижных точек всех элементов из H  и пусть 

ip p→  последовательность, содержащаяся в [0,1] \ ( )Fix H . Тогда существует последова-

тельность индексов {1,2,..., }mk n∈  и { }1me ∈ ±  такая, что для любого h из коммутато-

ра, [ , ]h H H∈ , и для всех достаточно больших m  (зависящих от h ) выполнено неравенство 

 m

m m

e
p kh h< . 

Доказательство. Имеется гомоморфизм : Hρ →R , определенный формулой 
 ( ) log( ( ))h h pρ ′= . 

Этот гомоморфизм обращается в нуль на [ , ]H H , а если ih  таково, что ( ) 0ihρ ≠ , то (возможно 

после замены ih  на 1
ih− , если это нужно) ясно, что для любого h∈  [ , ]H H  имеется неравенство 

 
mp ih h<  

для всех mp  достаточно близких к p . Поэтому в дальнейшем мы будем предполагать пред-

ставление ρ  тривиальным. 

При всех i  пусть iU - наименьший замкнутый интервал, содержащий i ip Sp∪  Если имеется 

больший интервал iV , содержащий iU , мы можем перенормировать iV  линейно, с коэффициен-

том 1
( )iдлина U , и подвинуть в начало так, чтобы получить интервал iV , на котором H  частич-

но действует как псевдогруппа. 
Тогда аргументы, приведенные Терстоном в доказательстве теоремы стабильности, показы-

вают, что последовательность iV  может быть выбрана так, что для любой последовательности 

индексов → ∞  есть подпоследовательность, для которой отображения iV →R  и действия псев-

догруппы сходятся в компактно открытой топологии к действию H  на R  сдвигами. 
При этом действии некоторые образующие или обратные к ним переносят 0 в положитель-

ном направлении. Это положительные элементы, но любой элемент из H  действует тривиаль-
но. Наличие такого гомоморфизма и заканчивает доказательство. 

 
Пример 2.1. Обозначим через T  проколотый тор с гиперболической метрикой. Эта метрика 

определяет с точностью до сопряжения гомоморфизм 
 1: (2, )PSLρ π → R . 

Группа (2, )PSL R  действует вещественно-аналитическими гомеоморфизмами на 1 1P S=R . 

Группа 1( )Tπ  - свободная с двумя образующими; назовем их a  и b . 

Гомоморфизм ρ  можно поднять до действия ρ%  на универсальной накрывающей  1S→R . 
Мы выберем поднятия элементов a  и b  так, чтобы они имели неподвижные точки. 

Если мы выбрали координату на R  так, чтобы a  оставляло бы на месте точку x , то a  ос-
тавит неподвижной и x n+  при любом целом n . 

Аналогично, если b  оставляет неподвижной y , то b  оставляет неподвижным и y n+  при 
любом целом n . 

С другой стороны, если P 1S∈  - параболическая неподвижная точка коммутатора [ , ]a b  и 

P−%  поднятие P  в R , то коммутатор [ , ]a b  переводит P%  в 1P+% . Поскольку действие любого 
элемента на R  коммутирует с образующей сдвига 1x x→ + , элемент [ , ]a b  действует на R  без 
неподвижных  и   сдвигает   каждую   точку в   положительном   направлении   на   расстояние 
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 [ , ] ( ) 1na b z z n> + −  
для любого z∈ R  и любого положительного n . 

Это действие на R  может быть переведено гомеоморфизмами на вложенный в R  отрезок 
[0,1] . Тогда  

P n+ → ∞ ⊂% R  
отображаются в точки 

1 [0,1]np → ⊂ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1 
 

Заметим, что при любом n  элементы a  и b  имеют неподвижные точки nq  и nr , удовлетво-

ряющие неравенствам 
 1 1,n n n n n np q p p r p+ +< < ∨ < < . 

Более того, 
 1[ , ]( )n na b p p+=  

при любом n . 
Из этого следует, что 

1 2 1 2, [ , ] , [ , ]
n np pa a a b b b a b− −< ∨ <  

для любого n . 
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Поэтому по лемме 2.1 это действие топологически не сопряжено подгруппе в группе диф-
феоморфизмов 

 1([0,1])Diff + . 

С другой стороны, это точное представление свободной группы с двумя образующими ∗Z Z . 
Эта группа локально индикабельная, так как любая подгруппа свободной группы свободна. 

 
3. Модификация примера Данжуа 
 

Рассмотрим действие группы на окружности 1S . Пусть орбита точки P  бесконечна, 
G (P)={ }nP . 

Для любого k ∈ Z  выберем 0δ >  так, чтобы 

 
1

{ ( , ), },
2k k lMax dist P P l kδ > < . 

Выбросим из 1S  объединение { 2
iδ −  окрестностей точек kP } =U . 

Действие G  продолжим на 1 \S U  как и раньше, а на U , продолжив аффинно с границ ин-
тервалов U . 

Мы получаем еще один пример гомеоморфизма, не допускающего сглаживания. 
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FOLIATIONS OF LOW DEGREE 
 

Solodov V.V. 

Foliations of low degree of smoothness (2C  or less) are demonstrated to have a distinctly specific characteristics. Ex-
amples of locally indicable groups of diffeomorphisms of interval are given, such that they are not even conjugated with 

subgroups of 1С - diffeomorphisms. 
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РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМИЧЕСКОГО И ПРОГРАММНОГО 

ОБЕСПЕЧЕНИЯ МЕТОДА ГРАВИТАЦИОННОЙ КИНЕМАТИКИ 
 

А.В. ПАНТЕЛЕЕВ, Е.А. АЛЁШИНА 
 
Рассмотрена задача поиска условного глобального минимума функций многих переменных с помощью 

метода гравитационной кинематики. Сформирован детальный алгоритм решения поставленной задачи и на его 
основе создано программное обеспечение, которое может быть использовано для минимизации функций сложной 
структуры, а также для исследования принципов «роевого интеллекта». Эффективность метода 
продемонстрирована на тестовых примерах. 

 
Ключевые слова: условный глобальный минимум функций многих переменных, метод гравитационной 

кинематики. 

 
Введение 
В данной работе рассматривается новый метаэвристический метод оптимизации - метод 

гравитационной кинематики (Central Force Optimization, CFO), предложенный в [1]. Основная 
расчетная формула метода представляет собой модификацию формулы, выражающей закон 
всемирного тяготения. Главной особенностью метода является использование значения целевой 
функции в качестве массы частицы, участвующей в гравитационном взаимодействии, что 
отражает его суть. 

Метод гравитационной кинематики принципиально отличается от рассматриваемых ранее 
метаэвристик [2,3] тем, что является полностью детерминированным. Поиск решения 
осуществляется только за счет «роевого интеллекта». 

Авторами статьи разработано программное обеспечение, позволяющее изучить 
возможности метода. Решение тестовых примеров показывает, что метод гравитационной 
кинематики является как удобным средством для изучения процесса поиска решения 
множеством агентов, так и эффективным инструментом для решения задач оптимизации, 
с которыми не справляются традиционные методы [4]. Сформированное алгоритмическое и 
программное обеспечение позволит решать задачи оптимального управления непрерывными и 
дискретными динамическими системами, не пользуясь соответствующими необходимыми и 
достаточными условиями оптимальности. 

 
1. Постановка задачи 
Дана непрерывная функция ),...,,()( 21 nxxxfxf = , определенная на множестве допустимых 

решений nRD ⊆ , где T
nxxxx ),...,,( 21= , { | [ , ], 1,2,..., }i i iD x x a b i n= ∈ = .   

Требуется найти условный глобальный минимум функции )(xf  на множестве D , т.е. 

такую точку Dx ∈* , что )(min*)( xfxf
Dx∈

= . 

 
2. Стратегия поиска решения 
Рассматривается эволюция популяции, 

содержащей m  точек (частиц): 1,..., mx x . 
Метод использует аналогию с законом 
всемирного тяготения, который определяет 
величину силы гравитационного притяжения 
тел с массами 1m  и 2m  

 

r 

m1 

a1 

m2 
r � 

� 

Рис. 1. Гравитационное 
взаимодействие двух тел 
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1 2
2

m m
F

r
γ= , (1) 

где γ  - гравитационная постоянная; r  - расстояние (рис. 1).  

Тогда ускорение тела массой 1m  в силу притяжения (влияния тела массой 2m ) определяется 

следующей формулой 

2
1 2

m r
a

rr
γ= − ⋅

r

r

r
, (2) 

где r
r

 - вектор с началом в центре тяжести тела массой 2m  и концом в центре тяжести тела 

массой 1m ; 
r

r

r

r
 - единичный вектор, сонаправленный вектору r

r

. 

Предполагая, что ускорение частицы остается постоянным на отрезке [ ];t t t+ ∆ , можно 

определить положение частицы ( )x t t+ ∆r

 в момент времени t t+ ∆ , характеризуемое радиус-
вектором 

21
( ) ( ) ( ) ( )

2
j j j jx t t x t v t t a t t+ ∆ = + ∆ + ∆r r r r

, (3) 

где ( )jx t
r

, ( )jv t
r

, ( )ja t
r

 - положение, скорость, ускорение j -й частицы в момент t ; 1,...,j m= . 
Считается, что каждая частица популяции движется в множестве допустимых решений D  

под действием гравитационных сил. Аналогом массы является величина целевой функции. 
    На рис. 2 изображены частицы 1x , jx , mx  
текущей k -й популяции при 3n = , положение 
которых описывается векторами 1,kx

r

, ,j kx
r

, ,m kx
r

, 
и новое положение частицы jx , характеризуемое 
вектором , 1j kx +r

. Популяция с номером k  
соответствует моменту времени t . Для каждой 
частицы подсчитывается значение целевой 

функции ( ) ( )1 , , mf x f xK . Чем оно больше, 

тем больше значение «массы». На рис. 2 частице с 
наибольшим значением целевой функции 
соответствует круг с наибольшим радиусом 
(частица с наибольшей массой, которая играет 
роль «планеты» с наибольшей силой гравитации, 
притягивающей остальные частицы). 
    Частица с номером j  из положения ,j kx

r

 

переходит в новое положение , 1j kx +r

 по 
траектории, определяемой начальным 
положением, скоростью и ускорением, 
порождаемым силой взаимодействия с 
остальными частицами. 

 
В данном методе ускорение j -й частицы в силу взаимодействия с l -й частицей находится 

по формуле 

x3 

x1 

x2 

A 

x 1,k
 

� 

� x 1,k - x j,k � x j,k 
� 

x j,k+1
 

� 

x m,k
 

� 

� x j,k+1 - x j,k � 

� x m,k - x j,k � 

O 

Рис. 2. Процесс поиска нового решения 
j-й частицей, находящейся в точке A 
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( ) ( ) ( ) ( )
, ,

, , , , ,

, ,

l k j k
jl k l k j k l k j k

l k j k

x x
a G f x f x f x f x

x x

α

β
−   = ⋅ − ⋅ − ⋅    −

1
r r

r

r r

, (4) 

где G  - аналог гравитационной постоянной γ , множитель ( ) ( ), ,l k j kf x f x
α

 −   (приращение 

значения целевой функции) - аналог массы; множитель ( ), ,l k j kx x−r r

 – аналог вектора r
r

; 

выражение , ,l k j kx x
β

−r r

 - аналог величины 3r ; α , β  - параметры, гарантирующие гибкость 

поиска; 1  - единичная ступенчатая функция 
1, 0

( )
0, 0

t
t

t

 ≥ 
=  < 

1 ; выражение ( ) ( ), ,l k j kf x f x − 1  

введено с целью не допустить появления отрицательных масс. 
Интуитивно кажется, что приращение целевой функции более подходит в качестве аналога 

массы, чем значение целевой функции, так как содержит больше информации и должно 
оказывать большее влияние на процесс поиска. Так как j -я частица движется под действием 
частиц с номерами 1,2,..., 1, 1,...,j j m− + , то итоговое ускорение находится по формуле  

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

, , , , ,

, ,

l k j k
j k l k j k l k j k

l k j k
l j

x x
a G f x f x f x f x

x x

α

β
≠

−   = ⋅ − ⋅ − ⋅    −
∑1

r r

r

r r

. (5) 

Скорость частицы можно получить, используя формулу численного дифференцирования 

, , 1
,

j k j k
j k x x

v
t

−−=
∆

r r

r

, 1k ≥ ;      ,0 0jv =r

. (6) 

Для упрощения расчетов можно вообще положить , 0j kv =r

 k∀ , считая частицы в каждый 
момент времени (на k -й итерации) неподвижными, а 1t∆ = . 

После нахождения новых пробных точек (для каждой точки популяции находится ее новое 
положение) производится проверка их принадлежности множеству  (если точка не принадлежит 
множеству, необходимо принять меры по пересчету положения). Далее либо среди всех точек 

{ }1, , 1, 1 , 1, , , , ,k m k k m kx x x x+ +
K K  выбирается m  наилучших по величине функции, либо в качестве 

новой популяции используется множество { }1, 1 , 1, ,k m kx x+ +
K . 

Процедура перехода от одной популяции к другой заканчивается по достижении заданного 
их числа K . 

Метод гравитационной кинематики, в отличие от других метаэвристических методов 
(метода муравьиных колоний, метода частиц в стае, генетических алгоритмов и т.д.), ни в одной 
из расчетных формул не использует случайных величин, т.е. является полностью 
детерминированным. В этом смысле метод похож на традиционные методы оптимизации. 
Метаэвристический характер метода выражается в «роевом интеллекте», т.е. в использовании 
одновременно множества «агентов» для поиска решений, между которыми происходит 
постоянный обмен информацией о найденных в процессе поиска решениях, а также в 
использовании памяти для сохранения «хороших» решений. 

В [1] о детерминированности метода говорится как об одном из преимуществ, так как это 
свойство позволяет точно воспроизводить приводимые в литературе опыты. Другое 
преимущество состоит в том, что полностью детерминированный метод может быть 
использован для изучения процесса взаимодействия частиц в метаэвристических методах в 
чистом виде (без флуктуаций). 
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Если сравнивать метод гравитационной кинематики с ранее рассмотренными авторами 
метаэвристическими методами [2,3], то можно заметить, что данный метод похож и на метод 
муравьиных колоний, и на метод частиц в стае. Так же, как и в методе частиц в стае, в методе 
гравитационной кинематики новая позиция частицы находится в виде суммы векторов, 
представляющих текущее положение частицы и положение других частиц, с весовыми 
коэффициентами. В расчетной формуле метода частиц в стае имеется третий вектор, 
отражающий влияние наилучшего решения, найденного частицей в процессе поиска. В методе 
гравитационной кинематики опыт прошлого учитывается в менее явном виде. На каждой 
итерации происходит сравнение новых решений с найденными на предыдущем шаге, из которых 
выбираются наилучшие. Фактически при этом формируется архив решений, аналогичный тому, 
что используется в непрерывной модификации метода муравьиных колоний [5]. 

Случайный характер методов муравьиных колоний и частиц в стае дает преимущество 
перед методом гравитационной кинематики, но последний не уступает по эффективности 
поиска экстремума функций сложной структуры за счет использования информации о целевой 
функции непосредственно в расчетных формулах, а не только по окончании итерации. 
 

3. Алгоритм 
При изложении алгоритма используется покоординатная форма записи. 
Шаг 1. Задать K  - максимальное число итераций; m  - число пробных точек в текущем 

поколении; параметры метода G , α , β , t∆ .  

Шаг 2. Положить 0k = . Генерировать m  точек в множестве D : { }1,0 ,0, , mx xK . Подсчитать 

значения целевой функции ( ) ( )1,0 ,0, , mf x f xK . 

Шаг 3. Генерирование новых пробных точек. 
Шаг 3.1. Положить 1j = . 
Шаг 3.2. Пересчитать значения компонент ускорения для j -й точки популяции (ниже 

приведена покомпонентная запись формулы (5)) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ,
, , , , ,

2, ,

1

l k j k
j k l k j k l k j k i i

i
nl j

l k j k
s s

s

x x
a G f x f x f x f x

x x

α

β
≠

=

−
   = ⋅ − ⋅ − ⋅   

 
− 

  

∑
∑

1 , 1,...,i n= . 

Шаг 3.3. Найти скорость j -й точки популяции в соответствии с формулой (6) 

, , 1
,

j k j k
j k i i

i

x x
v

t

−−
=

∆
, 1k ≥ ;    ,0 0j

iv = . (7) 

Шаг 3.4. Найти новое положение j -й точки популяции, используя формулу (7) 

, 1 , , , 21

2
j k j k j k j k

i i i ix x v t a t+ = + ∆ + ∆ . (8)

Если [ ], 1 ,j k
i i ix a b+ ∉ , то величина t∆  в (3) уменьшается до тех пор, пока не выполнится 

условие [ ], 1 ,j k
i i ix a b+ ∈ . 

Шаг 3.5. Если j m= , процесс завершить и перейти к шагу 4. Если j m< , то положить 
1j j= +  и перейти к Шагу 3.2. 

Шаг 4. Формирование новой популяции. 
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Шаг 4.1. Сформировать множество { }1, , 1, 1 , 1, , , , ,k m k k m kx x x x+ +
K K ; подсчитать значения 

функции в пробных точках ( ) ( )1, 1 , 1, ,k m kf x f x+ +
K . 

Шаг 4.2. Отобрать m  наилучших решений, а остальные отбросить. 
Шаг 5. Если k K= , процесс закончить, в качестве приближенного решения выбрать 

наилучшую точку из последней популяции. Если k K< , положить 1k k= +  и перейти к Шагу 3. 
 
4. Программное обеспечение 
На основе разработанного алгоритма сформировано программное обеспечение на языке C# 

в среде Microsoft Visual Studio 2005. Пользовательский интерфейс аналогичен интерфейсу 
программы, разработанной для изучения методов муравьиных колоний и частиц в стае и 
рассмотренной в [2]. С помощью программного обеспечения пользователь может выполнять 
следующие действия: 

− вводить параметры постановки задачи; 
− задавать параметры метода; 
− использовать модификации алгоритма; 
− анализировать полученный результат;  
− сохранять результат в памяти компьютера для последующего анализа. 

 
5. Решение тестовых примеров 
Рассмотрим задачу минимизации функции Розенброка. Данная функция по своей структуре 

является «овражной» и задается следующей формулой 

( ) ( )2 22
1 2 2 1 1( , ) 100 1f x x x x x= − + − . 

Точка минимума функции * (0,0)x = . 
Рассмотрим еще одну «овражную» функцию (Three Humps Camel Back function) 

6
2 4 21

1 2 1 1 1 2 2( , ) 2 1,05
6

x
f x x x x x x x= − + + + ,  min (0;0) 0f = . 

Графики функций в окрестности точек минимума представлены на рис. 3 (а - график 
функции Розенброка, б - график функции Three Humps Camel Back). 

  
а б 

Рис. 3. Графики в окрестности точек минимума функций:  
а - Розенброка; б - Three Humps Camel Back 
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Решение задачи производилось со следующими значениями параметров метода: 100m = ; 
2,5G = ; 5α = ; 2β = ; 100K = ; 0,1t∆ = . 

 На рис. 4 показаны результаты решения задачи минимизации методом гравитационной 
кинематики для функции Розенброка (рис. 4, а) и для Three Humps Camel Back (рис. 4, б). 

   
а б 

 

Рис. 4. Результат работы программы для функций:  
а - Розенброка; б - Three Humps Camel Back 

 

При сравнении результатов работы метода гравитационной кинематики с результатами 
работы метода частиц в стае [2] получаем, что метод частиц в стае находит решения, гораздо 
более близкие к оптимальным, чем решения, найденные с помощью метода гравитационной 
кинематики. Возможно, дело в плохом подборе параметров, включая стартовые точки, для 
метода гравитационной кинематики. Для корректного сравнения метаэвристических методов 
необходимо разработать процедуру, которая будет автоматически подбирать значения 
параметров для конкретной задачи. Но, с другой стороны, метод приближается к точкам 
минимума «овражных» функций именно за счет наличия большого количества частиц, 
производящих поиск решения.  

Следующие два примера также показывают, что значения параметров метода 
гравитационной кинематики следует тщательно подбирать. 

Рассмотрим задачу минимизации функции с несколькими локальными минимумами (Bird 
Function) 

( )( ) ( )( )2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2( , ) sin( )exp 1 cos( ) cos( )exp 1 sin( ) ( ) ,f x x x x x x x x= − + − + −  

где [ 2 ;2 ]ix π π∈ − , 1,2i = ; *( ) 106,764537f x −� . 
 

Результаты работы программы (рис. 5) показывают, что метод справляется с нахождением 
минимума подобных функций, т.е. в процессе поиска решения процедура поиска не 
останавливается в локальных минимумах, а находит глобальный. Но в заданной области 
у функции две точки минимума (рис. 6, а). Таким образом, необходимо дополнить метод 
возможностью поиска сразу нескольких точек экстремума. 

 
 

Рис. 5. Точки минимума Bird function 
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Другой пример, показывающий, что описанный алгоритм необходимо модифицировать, 
минимизация функции (Bukin # 6 function (рис. 6,б)), которая задается формулой 

2
1 2 2 1 1( , ) 100 0,01 0,01 10,f x x x x x= − + + +   min( 10;1) 0.f − =  

  
а б 

 
Рис. 6. Графики функций: а - Bird function; 

б - Bukin #6 function в окрестности точки минимума 
 

Сложность для решения заключается в том, что функция в окрестности глобального 
минимума похожа на фрактал, т.е. задача осложнена наличием множества локальных 
минимумов. График функции в окрестности точки минимума приведен на рис. 6, б. В процессе 
работы программы минимальное значение min 0f =  так и не было получено; ближе, чем на 0,2, к 

этому результату приблизиться не удалось. Возможно, при более удачном подборе параметров 
алгоритма результат может оказаться лучше. 

Следует заметить, что решение задачи сильно зависит от начальных значений 

{ }1,0 ,0, , mx xK , так как они являются единственными случайными величинами в методе. Эта 

зависимость нехарактерна для рассматриваемых в [2, 3] методах, в которых большинство 
параметров являются случайными, и поэтому неудачный выбор стартовых точек нивелируется 
при генерации новых решений в процессе поиска. Процесс минимизации овражных функций 
показывает, что в метод гравитационной кинематики все-таки не помешало бы добавить 
некоторые случайные параметры. Это дополнение позволило бы не застревать в локальных 
минимумах, а также не осуществлять долгий спуск к минимуму в овраге, характерный для 
метода градиентного спуска и овражного метода [4]. 

 

Заключение 
Предложен детальный алгоритм решения задачи поиска условного глобального минимума 

функции многих переменных методом гравитационной кинематики. Разработано программное 
обеспечение, позволяющее изучить возможности метода. Показано, что метод гравитационной 
кинематики достаточно эффективен при поиске минимума функций со сложной конфигурацией 
линий уровня. Кроме того, структура метода (а именно, детерминированный характер) 
позволяет изучать принципы функционирования «роевого интеллекта». 
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ALGORITHMIC AND PROGRAM SUPPORT OF CENTRAL FORCE OP TIMIZATION 
 

Panteleyev A.V., Alyoshina E.A. 
 

We consider a process of searching the conditional global extrema of multivariable function. The solution is searched 
for using Central Force Optimization (CFO). This metaheuristic was originally developed by R.A. Formato. We created 
software based on CFO that can be used in optimization of sophisticated functions and will also help in understanding how 
the pure swarm intelligence works. The efficiency of CFO is demonstrated by test examples. 

 
Key words: conditional global extrema of multivariable function, Central Force Optimization. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА НАПРАВЛЕННОГО ТАБУ-ПОИСКА 
К ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

ДИСКРЕТНЫМИ СИСТЕМАМИ 
 

А.В. ПАНТЕЛЕЕВ, О.В. РЯЗАНЦЕВА 
 
Предложен алгоритм решения задачи поиска оптимального управления нелинейными детерминированными 

дискретными системами с помощью метода направленного табу-поиска условного глобального экстремума 
функций. На основе сформированного алгоритма создано соответствующее программное обеспечение. Приведены 
примеры решения задач поиска оптимального управления дискретными системами, подтверждающие 
эффективность разработанного алгоритмического и программного обеспечения. 

 
Ключевые слова: глобальная оптимизация, табу-поиск, метод Нелдера-Мида, оптимальное управление. 
 
Введение 
 

В данной работе рассмотрено применение метода направленного табу-поиска глобального 
экстремума [1] к задачам нахождения оптимального управления дискретными 
детерминированными системами [2-4]. Предложен алгоритм решения, на основе которого 
создано программное обеспечение, позволяющее находить оптимальное управление. Оно имеет 
удобный понятный интерфейс, позволяющий легко изменять параметры постановки задачи и 
применяемого метода. Решено несколько тестовых примеров, в которых численные результаты 
сравниваются с точными решениями и делаются выводы о применимости метода к 
рассматриваемому классу задач. 

 
1. Постановка задачи 

 

Поведение модели объекта управления описывается разностным уравнением 

( 1) ( , ( ), ( )), 0,1,..., 1,x t f t x t u t t N+ = = −  где x  – вектор состояния системы, nRx ∈ ; u  – вектор 

управления, qRtUu ⊆∈ )( ; )(tU – некоторое замкнутое выпуклое множество допустимых 

значений управления вида ,1 ,1 , ,[ , ] [ , ]t t t q t qa b a b× ×K ; t  – дискретное время, ]1,...,1,0[ −=∈ NTt , 

число шагов N  задано; ),,( uxtf  – непрерывная вектор-функция, 
T

n uxtfuxtfuxtf )),,(),...,,,((),,( 1= . Начальное состояние системы задано: 0)0( xx = . Правый 

конец траектории свободен. При управлении используется информация только о дискретном 
времени t , т.е. применяется так называемое программное управление. 

Множество допустимых процессов ),0( 0xD  – это множество пар ))(),(( ⋅⋅= uxd , 

включающих траекторию )}(),...,1(,{)( 0 Nxxxx =⋅  и управление ( ) { (0), (1),..., ( 1)},u u u u N⋅ = −  

( ) ( )u t U t∈ , удовлетворяющих уравнению состояния с заданным начальным условием.  

На множестве допустимых процессов ),0( 0xD  определен функционал качества управления 

( ) ( )
1

0

0

( ) , ( ), ( ) ( )
N

t

I d f t x t u t F x N
−

=
= +∑ , где ( )0 , ,f t x u , ( )F x  – заданные непрерывные функции.  

Требуется найти такую пару ( )* * *
0( ), ( ) (0, )d x u x= ⋅ ⋅ ∈ D , что 

0

*

(0, )
( ) min ( )

d x
I d I d

∈
=

D
. 
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2. Стратегия поиска 
 

Метод направленного табу-поиска включает три фазы: исследовательскую, 
перераспределительную и интенсивно-уточняющую. На исследовательской фазе происходит 
генерация новых точек вблизи текущего решения. Один из инструментов памяти - лист 
посещенных областей - является элементом перераспределительной фазы, служащей для 
организации поиска в непосещенных областях исследуемого пространства. На фазе 
интенсивного уточнения найденные «хорошие» точки улучшаются с целью получения 
результата с заданной точностью. 

Концепция памяти играет важную роль в табу-поиске. Она представлена несколькими 
элементами: табу-листом, табу-областями, полутабу-областями, листом посещенных областей. 

Табу-лист (Tabu-List, TL) содержит некоторые из получаемых в процессе поиска решений 

{ }L

ii
tTL

1=
= . Элементы в табу-листе ранжированы: самому недавно записанному элементу kt  

присваивается индекс 1=r
kI , а самому «старому» элементу kt ′  - индекс LI r

k =′ . Элементы табу-

листа также ранжированы в соответствии с величиной целевой функции так, чтобы наилучший 

элемент jt  имел индекс 1=f
jI , а наихудший элемент jt ′  – индекс LI f

j =′ . Табу-лист { }L

ii
tTL

1=
=  

можно считать нечетким множеством и каждому его элементу it  присвоить соответствующее 

значение функции принадлежности { }max , , 1,...,fr
i i im m m i L= = , где 

[ ]
1minmaxmin −

−
⋅η−η+η=

L

IL
m

r
ir

i
, Li ,...,1= , 10

maxmin
≤η<η≤ , при этом самому «старому» 

элементу соответствует значение 
min

η=
L

m , а самому «новому» - 
max1

η=m ; 

[ ]








+=µ
−

−
⋅µ−µ+µ

=
,,...,1если,

,
1

min

minmaxmin

LLI

L

IL

m
f

i

f
i

f

i

,,...,1если LI f

i
=

 

10
maxmin

≤µ<µ≤ . При этом ранжируются только L  ( )LL ≤≤1  лучших элементов так, чтобы 

лучшему элементу с наименьшим значением функции соответствовало значение 
max

µ , а 

элементам с номерами LLL ,...,1, +  - значение 
min

µ . Это делается для того, чтобы дать 

некоторый приоритет времени записи в табу-лист для «оживления» процесса поиска.  
Вокруг каждого решения, сохраняемого в табу-листе, определяются два типа областей: 

табу-области и полутабу-области. 
Еще один элемент памяти - лист посещенных областей (Visited Region List, VRL). Цель 

организации такого листа - направить перераспределительный поиск на исследование областей, 
которые еще не посещались в процессе решения задачи. Таким образом, лист посещенных областей 

можно представить как ( ){ }K

iiii
VRL

1
,,

=
ϕρξ= , где 

i
ξ  - центр посещенной области; 

i
ρ  - радиус этой 

области; 
i

ϕ  - частота посещения (сколько раз); K  - общее число посещенных областей. Для 

того чтобы отличать более или менее часто посещаемые области, вводится функция 
( )( )11)( −ϕγ−−⋅γ=ϕΦ e , где ]1;0(∈γ  - заданная постоянная. 

Для решения поставленной задачи необходимо найти оптимальное управление *( )u ⋅  и, 
следовательно, оптимальную траекторию *( )x ⋅ . Пусть v  - блочный столбец, состоящий из 

значений координат вектора управления на каждом шаге 0 1( ,..., )TNv v v −= = 
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1 1

0 1

(0),..., (0) ,..., ( 1),..., ( 1)

T

q q

v vN

u u u N u N

−

 
 = − − 
 
 
1442443 14444244443

. При этом (0) (1) ... ( 1)v U U U U N∈ = × × × − . Через 

( )I v  обозначим значение критерия, соответствующее v . Для его вычисления сначала ищется 

траектория системы { })(),...,1(),0()( Nxxxx =⋅  из уравнения состояния с известными значениями 
управления, содержащимися в v , и заданным начальным условием. Далее вычисляется значение 
критерия. Таким образом, вектор v  аналогичен точке в множестве допустимых решений, а ( )I v  - 
целевой функции, минимум которой ищется методом направленного табу-поиска. 

При реализации метода используются четыре вида поиска: исследовательский поиск в 
окрестности текущей точки; локальный поиск; перераспределительный поиск; интенсивно-
уточняющий поиск. 

Исследовательский поиск. Данный вид поиска применяется для исследования окрестности 
текущей точки v  с целью выявления лучшего решения. Основными этапами поиска являются: 

1) выбор направления поиска; 
2) выбор шага 

i
∆  поиска вдоль направления 

i
d ; 

3) генерация Nq N q= ⋅  пробных точек i
i iy v d= + ∆ ⋅ , Nqi ,...,1= ; 

4) выбор лучшей точки среди пробных и сравнение значения функции в этой точке со 
значением ( )I v . 

Локальный поиск. Для локального поиска может быть использована одна из двух стратегий: 
1) метод Нелдера-Мида (деформируемого многогранника) [5]; 
2) адаптивный метод поиска по образцу. 
Перераспределительный поиск. Цель его – сгенерировать пробную точку в новой области и 

из нее снова начать исследовательский и локальный поиск.  
Интенсивно-уточняющий поиск. Наилучшие точки табу-листа последовательно берутся в 

качестве начальных для завершающей фазы табу-поиска - интенсивного уточняющего поиска. 
Здесь может быть применен: метод Хука-Дживса; метод случайного поиска [5]. Наилучшая из 
полученных на данном этапе точек считается приближенной точкой глобального минимума. 

 
3. Алгоритм 
 

Шаг 1. Задать параметры: M  - максимальное количество попыток исследовательского 
поиска; kN  - максимальное количество попыток исследовательско-перераспределительного 

поиска; L  - количество записей в табу-листе; L  - количество записей в табу-листе; 
ранжируемых по величине функции; 

TR
r  - радиус табу-областей; 

STR
r  - радиус полутабу-

областей; γ - константа; 
minmaxminmax

,,, µµηη  - параметры ранжирования в табу-листе, NMN _  - 

максимальное количество итераций при использовании метода Нелдера-Мида; N  - количество 
интервалов времени; q  – размерность вектора управления; n  – размерность вектора состояния. 

Выбрать начальную точку (0)
0v U∈ . Положить =TL Ø (Tabu List), =VRL Ø (Visited Region List). 

Шаг 2. Исследовательско-перераспределительный поиск. Положить 0=j . 
Шаг 2.1. Исследовательский поиск. Положить 0=k . 

Шаг 2.1.1. Выбор направлений поиска. Если текущая точка ( )j
kv  не принадлежит ни одной 

из полутабу-областей, то генерируется Nq  направлений, параллельных координатным осям, т.е. 
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ii
ed =  или 

ii
ed −= , Nqi ,...,1=  (знак выбирается случайным образом), где 

{ { {

T

qi
i

N

e 









= 0...1...0

1

 –  i -й 

орт в пространстве NqR . Если текущая точка ( )j
kv  лежит в ν  полу-табу областях с центрами 

νtt ,...,
1

 и радиусом 
STR

r , тогда: 

- найти центр полутабу-областей ∑
ν

=ν
=

1

1

i
i

tt ; 

- определить максимальное расстояние между точкой ( )j
kv  и этими центрами 

{ }( ) ( )
max 1max ,...,j j

k kd v t v tν= − − ; 

- найти направления поиска 
i

d , параллельные координатным осям и определяемые 

соответствующими проекциями вектора ( )j
kv t− : ( )sign ( ) ( )j

i i i ikd v t e = − ⋅
 

, Nqi ,...,1= , где 

Nq
i Re ∈  - i -й орт в пространстве NqR . 

Шаг 2.1.2. Выбор шага поиска. Выбрать шаг 
TRi
rd +>∆

max
, Nqi ,...,1= , где 

TR
r  – радиус 

табу-области, чтобы избежать генерации пробной точки внутри табу-области. 
Шаг 2.1.3. Поиск в окрестности текущей точки. Генерировать n  пробных точек, 

принадлежащих множеству U : ( )ji
i iky v d= + ∆ ⋅ , Nqi ,...,1= . Подсчитать соответствующие им 

ix , 1,...,i n N= ⋅  и значения критерия. Лучшую точку области обозначить ( )
1

j
kv +  и подсчитать 

значение ( )
1( )j

kI v + . Если ( ) ( )
1( ) ( )j j

k kI v I v+ < , то перейти к шагу 2.1.5, иначе перейти к шагу 2.1.4. 

Шаг 2.1.4. Локальный поиск. Выполнить NMN _  итераций метода Нелдера-Мида, 

используя начальный многогранник с вершинами { }( ) 1, ,...,j qN
kv y y . Полученную в результате 

точку обозначить 1qNy + . Если ( )1( ) ( )jqN
kI y I v+ <  и Uy Nq ∈+1 , то положить 1=pq . Если 

( )1( ) ( )jqN
kI y I v+ ≥  или Uy Nq ∉+1 , то положить 0=pq . Найти ( ){ }i

qqi

j
k yIv

pN +=
+ =

,...,1

)(
1 minarg . 

Шаг 2.1.5. Заменить элементом )(
1

j
kv +  элемент с наименьшим значением критерия в табу-

листе TL . Пересортировать элементы в TL  в соответствии со значением критерия. Обновить 
VRL. Положить 1+= kk . Если Mk < , то перейти к шагу 2.1.1, иначе – к шагу 2.2. 

Шаг 2.2. Перераспределительный поиск. 
Шаг 2.2.1. Генерировать пробную точку v  случайным образом в множестве допустимых 

значений управления U . 
Шаг 2.2.2. Подсчитать величины [ ]1 ( )i i is v= + Φ ϕ ⋅ − ξ , Ki ,...,1= , где 

( )( )11)( −ϕγ−−⋅γ=ϕΦ e . Если 1min
1

≥
ρ≤≤

i

i

Ki

s
, положить z v= . Иначе перейти к шагу 2.2.1. 

Шаг 2.2.3. Положить ( 1)
0 , 1jv z j j+ = = + .  

Шаг 2.2.4. Если Nj < , то перейти к шагу 2.1.1. Иначе перейти к шагу 3. 

Шаг 3. Интенсивно-уточняющий поиск. Из L  наилучших точек в табу-листе осуществить 
локальный поиск до получения решения с заданной точностью. 
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Замечания 
 

Рекомендуемые параметры: 

- начальные точки ( )
0

jv  выбираются случайным образом с помощью равномерного 

распределения из множества )1(...)0( −××= NUUU , где { }, ,( ) ; , 1,...,q
t i i t iU t u u R a u b i q= ∈ ≤ ≤ = ; 

- ( )
iini

ab −=δ
= ,...,1
max ; 

100

δ=
TR
r ; 

50
2

δ==
TRSTR
rr ; 25,0=γ ; 

- nL 5= ; nL 2= ; nN 10= ; nM 3= ; 

- 
L

1
;1

minmax
=η=η  ; 

L

1
;1

minmax
=µ=µ ; 

- Ki
i

,...,1,
5

=δ=ρ ; 
( )

nii
i

,...,1,
10

1
=

χ+δ
=∆ , где ( )1,0∈χ

i
 - случайная величина. 

 

4. Программное обеспечение 
 

Для реализации описанного метода была разработана программа на языке C++ в Builder 
C++, в которой реализованы следующие возможности: ввод параметров задачи, ввод 
параметров метода, решение поставленной задачи, табличное и графическое представление 
результатов решения, просмотр протокола решения и справочной информации. 

Уравнение состояния полагалось линейным: ( 1) ( ) ( )x t Ax t Bu t+ = + , 0,1,..., 1t N= − , где A  - 
матрица размеров n n× ; B  - матрица размеров n q× . Функционал качества управления 
считался квадратичным или линейно-квадратичным (для случая 1n = ). 

( )
1

1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

T T

t

I d x t S t x t u t Q t u t Lx N
−

=
= + +∑ ,       ( 1)n = ;  

( )
1

2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

T T T

t

I d x t S t x t u t Q t u t x N Lx N
−

=
= + +∑ ,  

где ( )S t  - неотрицательно определенная матрица размеров n n× ; ( )Q t  - положительно 
определенная матрица размеров q q× ; L  - неотрицательно определенная матрица размеров 
n n×  ( L  - число при 1=n ). 

Программа обладает дружественным интерфейсом, который представлен главным окном 
(рис. 1) и панелью вкладок. 

 

 
 

Рис. 1. Главное окно программы 
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На вкладке «Задача» панели «Параметры» пользователю предоставляется выбрать один из 
двух примеров для решения или задать свой пример. В последнем случае, помимо количества 
интервалов времени, необходимо ввести размеры векторов состояния и управления и задать 
матрицы на вкладке «Матрицы задачи». На вкладках «Метод» и «Дополнительно» 
пользователю необходимо задать параметры метода табу-поиска, а также дополнительных 
методов, применяемых при вычислениях. 

На панели «Решение» приведено решение задачи в табличном виде, а на панели «Графики» 
- в графическом. Для просмотра протокола решения необходимо нажать кнопку «Протокол». 
Он представляет собой текстовый документ с постановкой задачи, заданными параметрами и 
решением. Для просмотра справочной информации необходимо выбрать кнопку «Справка». 
Справка содержит два раздела: теоретическую часть с постановкой задачи и описанием метода, 
а также руководство по работе с программой. 

 
5. Примеры 
 

Решим с помощью рассмотренного алгоритма несколько примеров, для которых известно 
точное решение.  

Пример 1.  Заданы модель объекта управления ( 1) ( ) ( )x t x t u t+ = + , где x ∈ R , 30<u , 

0,1,..., 1t N= − , 4=N ; начальное состояние 3)0( =x  и функционал 
1

21
1

0

( ) 2 ( )
N

t
t

I u t x N
−

+
=

= +∑ . 

Требуется найти минимальное значение функционала и оптимальный процесс ( )* *( ), ( )x u⋅ ⋅ , на 

котором это значение достигается. 
Точное решение задачи имеет вид: * ( ) 1u t t= − − , * 1

0 2( ) ( 1)x t x t t= − + , 
1

0 2min 2 ( 1)I x N N= − + . Полученное решение при 1n = , 1q = , 1A = , 1B = , ( ) 0S t = , 1
1( ) tQ t += , 

2L = , 4N = , 0 3x =  приведено в табл. 1, ему соответствует min 4I = − . 

                                                                                                                                       Таблица 1 
 

t  0 1 2 3 4 
)(* tu  –1,0026 –1,9997 – 2,9989 –3,9986 – 

)(* tx  3 1,9974 – 0,0023 –3,0012 – 6,9997 
 

Пример 2. Даны модель объекта управления 1 2( 1) ( )x t x t+ = , 2 1( 1) ( ) ( )x t x t u t+ = − , где 
2x ∈ R , | | 1u ≤ , 0,1t = ; 1(0) 2x = , 2(0) 3x = −  и функционал 2 2

1 2(2) (2)I x x= + . Требуется найти 

минимальное значение функционала и оптимальный процесс ( )* *( ), ( )x u⋅ ⋅ , на котором это 

значение достигается.  
Точное решение задачи для 2=N , 3)0(,2)0( 21 −== xx  имеет вид: * (0) 1, * (1) 1;u u= = −  
* * *

1 1 1(0) 2, (1) 3, (2) 1;x x x= = − = * * *
2 2 2(0) 3, (1) 1, (2) 2.x x x= − = = −  Минимальное значение 

функционала 5min =I . 

Параметры задачи: 2N = , 2n = , 1q = , 
0 1

1 0
A

 
=  
 

, 
0

1
B

 
=  − 

, 
0 0

0 0
S

 
=  
 

, 0Q = , 

1 0

0 1
L

 
=  
 

. Полученное численное решение полностью совпадает с точным (рис. 2). 
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Рис. 2. Решение примера 2 
 

Пример 3. Решим пример 1 при 20N = . Точное минимальное значение критерия для 
20N =  и 0 3x =  равно –204. Численное решение приведено в табл. 2 и изображено на рис. 3. 

Минимальное значение функционала min - 203,99I = . 
Таблица 2 

 

t  0 1 2 3 4 5 6 
)(* tu  –1,0254 –1,9972 –3,0091 – 4,0251 – 4,9874 – 6,0267 – 6,974 

)(* tx  3 1,9746 – 0,02268 – 3,0318 – 7,0569 – 12,044 – 18,071 
t  7 8 9 10 11 12 13 

)(* tu  – 8,0849 – 8,9894 – 9,7765 – 10,891 – 12,022 – 12,964 – 13,839 

)(* tx  –25,045 –33,13 –42,119 –51,896 –62,787 –74,809 –87,773 
t  14 15 16 17 18 19 20 

)(* tu  –15,095 –16,092 –17,027 –17,897 –18,928 –20,02 – 

)(* tx  –101,61 –116,71 –132,8 –149,83 –167,72 –186,65 –206,67 
 

    
 

Рис. 3. Иллюстрация решения примера 3 
 
Заключение 
 

В работе описан метод табу-поиска глобального экстремума и сформирован алгоритм его 
применения к задачам нахождения оптимального управления нелинейными 
детерминированными дискретными системами. Созданное на основе алгоритма программное 
обеспечение позволяет решать модельные задачи оптимального управления, заданные 
пользователем. Приведенные результаты решения примеров показывают эффективность 
применения метода табу-поиска.  
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APPLICATION OF TABU SEARCH DIRECTED BY DIRECT SEARC H METHODS 
FOR THE OPTIMAL CONTROL OF DISCRETE-TIME SYSTEMS 

 

Panteleyev A.V., Ryazantseva O.V. 
 

In this paper we introduce an application of a continuous Tabu search (Direct Tabu Search, DTS) method to the 
optimal control of discrete-time nonlinear systems. In the DTS method, the direct-search-based strategies are used to direct 
a tabu search. These strategies are based on the well-known Nelder-Mead method and on a new pattern search procedure, 
so called ‘adaptive pattern search’. The corresponding algorithm is developed and its efficiency is illustrated by examples. 

 
Key words: global optimization, Tabu search, Nelder-Mead method, optimal control. 
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АНАЛИЗ ЧАНДЛЕРОВСКИХ КОЛЕБАНИЙ ПОЛЮСА ЗЕМЛИ 
СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 

 
К.А. РЫБАКОВ 

 
Статья представлена доктором физико-математических наук, профессором Козловым А.И. 

 
В статье рассматривается упрощенная стохастическая модель чандлеровских колебаний полюса Земли. 

Решается задача нахождения вероятностных характеристик положения полюса: плотности вероятности координат 
и их средних значений. Основной целью работы является апробация спектрального метода анализа стохастических 
систем. 

 
Ключевые слова: чандлеровские колебания, спектральный метод, анализ стохастических систем. 

 
Введение 
Описание, моделирование и анализ движения полюса Земли является довольно сложной 

задачей [1, 2]. В этой работе рассматривается математическая модель чандлеровских колебаний [3], 
которые представляют собой одну из составляющих движения полюса. 

Цель работы состоит в апробации спектрального метода [4] анализа стохастических систем - 
моделей явлений, возникающих в самых разных областях: физике, технике, биологии, 
экономике, и позволяющих учитывать случайные возмущения (предполагается, что модель 
описывается системой стохастических дифференциальных уравнений Ито [5]). 

Методика анализа стохастических систем спектральным методом не зависит от таких 
свойств коэффициентов уравнений модели, как стационарность, линейность, непрерывность, 
периодичность и т.п., поэтому такой упрощенный взгляд на сложное физическое явление 
представляется допустимым. 

 
1. Постановка задачи 
Модель чандлеровского движения полюса Земли описывается системой уравнений [3, 6]:  

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( ) ( ) (0)

X t X t Y t t X X

Y t X t Y t t Y Y

λ ω
ω λ

= − − + Φ , = ,

= − + Ψ , = ,

& &

& &
 

где t  - время; ( )X t  и ( )Y t  - случайные процессы, характеризующие колебания полюса; λ  - 
коэффициент затухания; ω  - частота чандлеровского колебания; ( )tΦ  и ( )tΨ  - процессы 

возбуждения. Начальные состояния 0X  и 0Y  - случайные величины, имеющие заданные 

распределения. 
Обозначая 1( ) 10 ( )X t X t= , 2( ) 10 ( )X t Y t=  и полагая, что ( )tΦ&  и ( )tΨ&  - гауссовские 

независимые белые шумы [5, 6], перепишем исходные уравнения в виде 

 
( )
( )

1 1 2 1

2 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

dX t X t X t dt adW t

dX t X t X t dt adW t

λ ω
ω λ

= − − + ,

= − + ,
 (1) 

где 1( )W t  и 2( )W t  - стандартные винеровские процессы, не зависящие от 0X  и 0Y ; a  - числовой 

параметр, характеризующий интенсивность процессов возбуждения. 
Формальных ограничений на реализации процессов ( )X t  и ( )Y t  нет, поэтому будем 

предполагать, что 1 2 ( , )X X R, ∈ = −∞ +∞ . Следуя [3, 6], положим 0 06λ = . , 5 274ω = . , 0 35a = . . 

Начальные условия определяются соотношениями 

1 0 2 0(0) 10 (0) 10X X X Y= , = . 
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Пусть, например, 0X  и 0Y  имеют нормальные распределения: для 0X  - с математическим 

ожиданием 0 03− .  и дисперсией 0 01. , а для 0Y  - с математическим ожиданием 0 27− .  и 

дисперсией 0 01. . Таким образом, плотность вероятности 0 1 2( )x xφ ,  начального состояния 
T

1 2[ (0) (0)]X X  имеет вид 
2 2

1 2( 0 3) ( 2 7)

2
0 1 2

1
( ) e

2

x x

x xφ
π

+ . + + .−
, = . 

Задача состоит в нахождении плотности вероятности ( , )t x yϕ , , описывающей 
распределение координат X  и Y  и их средних значений. 

Заметим, что предположение 1 2X X R, ∈  нужно исключительно для удобства последующих 

расчетов, а именно для аппроксимации плотности вероятности координат 1X  и 2X  функциями 

Эрмита [4, 7]. Линейная замена переменных ( 1( ) 10 ( )X t X t= , 2( ) 10 ( )X t Y t= ) требуется для 

использования функций Эрмита со стандартными параметрами: 0m= , 1D = . Разумеется, на 
практике координаты 1X  и 2X  могут изменяться только в определенных пределах, а начальные 

условия следовало бы задавать соответствующими усеченными законами распределения или 
вообще зафиксировать, считая детерминированными (здесь средние значения 0 03− .  и 0 27− .  – 
это данные, зарегистрированные Международной службой широты (Международной службой 
вращения Земли) на начало 1968 г. [6]). Однако все эти допущения для апробации 
спектрального метода не играют существенной роли. 

 
2. Соотношения для нахождения плотности вероятности и средних значений 
В соответствии с системой (1) запишем вектор сноса и матрицу диффузии [4] 

2
1 2

1 2 1 2 2
1 2

0
( ) ( ) ,

0

x x a
f t x x g t x x

x x a

λ ω
ω λ

  
  
  
  
    

− −
, , = , , , =

−
 

следовательно, уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова, которому удовлетворяет плотность 
вероятности 1 2( , )t x xφ ,  координат 1X  и 2X , имеет вид 

 

[ ] [ ]1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

2 22 2
1 2 1 2

1 22 2
1 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
, 0 .

2 2

t x x
x x t x x x x t x x

t x x

t x x t x xa a
t x x R

x x

φ λ ω φ ω λ φ

φ φ

∂ , , ∂ ∂= − − − , , − − , , +
∂ ∂ ∂

∂ , , ∂ , ,+ + ≥ , , ∈
∂ ∂

 (2) 

Начальное условие задается функцией 0 1 2( )x xφ , , т. е. 1 2 0 1 2(0 ) ( )x x x xφ φ, , = , . 

Искомая плотность вероятности ( , )t x yϕ ,  связана с 1 2( , )t x xφ ,  следующим соотношением 

 ( , ) 100 ( ,10 10 )t x y t x yϕ φ, = , , (3) 
а средние значения координат X  и Y  можно найти по формулам  

 ( ) ( ) ( ) ( ) .X Ym t x t x y dxdy m t y t x y dxdyϕ ϕ
+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= , , , = , ,∫ ∫ ∫ ∫  (4) 

 
3. Применение спектрального метода 
Применим методику расчета плотности вероятности спектральным методом (здесь и далее 

используются терминология, система обозначений и алгоритмы из [4]). Будем искать решение 
уравнения (2) при условии 0 1 2t≤ ≤ . , что примерно соответствует одному периоду колебаний 
2π
ω

. Задание времени окончания процесса 1 1 2t = .  обусловлено необходимостью выбора 

базисной системы для аппроксимации плотности вероятности как функции времени. 
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Выберем в качестве базисной системы (полной ортонормированной системы функций) 

пространства 2
2 1([0, ] )L t R×  систему 

0 1 20 1 1 2 2 0
ˆ ˆ ˆ{ ( ) ( ) ( )} i i iP i t i x i x ∞

, , =, Φ , Φ , , где 
00 0

ˆ{ ( )} iP i t ∞
=,  - система 

полиномов Лежандра [4, 8], определенная на отрезке 1[0, ]t  и представляющая собой базис 

пространства 2 1([0, ])L t ; 
11 1 0

ˆ{ ( )} ii x ∞
=Φ ,  и 

22 2 0
ˆ{ ( )} ii x ∞

=Φ ,  - системы функций Эрмита с параметрами 

0m= , 1D =  [7], образующие базис пространства 2( )L R . 

Отметим, что при выборе вместо полиномов Лежандра системы функций, 
ортонормированной на полубесконечном интервале [0, )+∞  [9], необходимость задавать время 
окончания процесса отпадает, но в таком случае обычно бывает невелика точность расчетов. 

Системы функций 
11 1 0

ˆ{ ( )} ii x ∞
=Φ ,  и 

22 2 0
ˆ{ ( )} ii x ∞

=Φ ,  совпадают, хотя в общем случае для 

представления функций различных координат можно выбирать разные базисные системы. 
Вычислим спектральные характеристики операторов дифференцирования по времени и 

координатам 1x  и 2x , а также операторов умножения на коэффициенты сноса и диффузии 

относительно выбранной базисной системы 
0 1 20 1 1 2 2 0

ˆ ˆ ˆ{ ( ) ( ) ( )} i i iP i t i x i x ∞
, , =, Φ , Φ , . 

Спектральная характеристика (3 3)P ,  оператора дифференцирования по времени с учетом 
значения функции в начальный момент представляется в виде тензорного произведения 
спектральной характеристики (1 1)tP ,  оператора дифференцирования с учетом значения 
функции в начальный момент времени, определенной относительно системы полиномов 
Лежандра, и четырехмерной единичной матрицы (2 2) (1 1) (1 1)E E E, = , ⊗ ,  

(3 3) (1 1) (2 2)tP P E, = , ⊗ , .  

Напомним, что (1 1)tP ,  - бесконечная матрица ( , 0(1 1) ( )t t
ij i jP P ∞

=, = ), для элементов которой 

справедливо соотношение 

 
1

0

ˆ( )ˆ ˆ ˆ( 0) ( 0) ( ) ,
t

t
ij

dP j t
P P i P j P i t dt

dt

,= , , + ,∫  (5) 

а (1 1)E ,  - двумерная единичная матрица 

, 0

1, ,
(1 1) ( ) ,

0, .ij i j ij

i j
E E E

i j
∞

=

=
, = = ≠

 

Согласно свойствам спектральных характеристик 1(3 3)P ,  и 2(3 3)P ,  операторов 

дифференцирования первого порядка по координатам 1x  и 2x  соответственно, получаем  

1

2

(3 3) (1 1) (1 1) (1 1),

(3 3) (1 1) (1 1) (1 1),

x

x

P E P E

P E E P

, = , ⊗ , ⊗ ,

, = , ⊗ , ⊗ ,
 

где (1 1)xP ,  - спектральная характеристика оператора дифференцирования, определенная 
относительно системы функций Эрмита 

 , 0

ˆ ( )ˆ(1 1) ( ) , ( ) .x x x
ij i j ij

d j x
P P P i x dx

dx

+∞
∞

=
−∞

Φ ,, = = Φ ,∫  (6) 

Для спектральных характеристик 11(3 3)P ,  и 22(3 3)P ,  операторов дифференцирования 

второго порядка по координатам 1x  и 2x  справедливо соотношение 

( ) ( )
( ) ( )

22

11 1

22

22 2

(3 3) (3 3) (1 1) (1 1) (1 1),

(3 3) (3 3) (1 1) (1 1) (1 1)

x

x

P P E P E

P P E E P

, = , = , ⊗ , ⊗ ,

, = , = , ⊗ , ⊗ , .
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Перейдем к вычислению спектральных характеристик операторов умножения на 
коэффициенты сноса 1 1 2( )f t x x, ,  и 2 1 2( )f t x x, ,  (координаты вектора сноса 1 2( )f t x x, , ). Принимая 

во внимание свойство линейности спектрального преобразования и свойства спектрального 
преобразования операторов умножения [4], получаем выражение для спектральной 
характеристики 1(3 3)F ,  оператора умножения на функцию 1 1 2 1 2( )f t x x x xλ ω, , = − − :  

( ) ( )1(3 3) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1)F E A E E E Aλ ω, = − ⋅ , ⊗ , ⊗ , − ⋅ , ⊗ , ⊗ , ,  

в котором (1 1)A ,  - спектральная характеристика оператора умножения на функцию ( )a x x= , 
вычисленная относительно системы функций Эрмита, т. е. 

, 0
ˆ ˆ(1 1) ( ) , ( ) ( )ij i j ijA A A x i x j x dx

+∞
∞

=
−∞

, = = Φ , Φ , ,∫  

причем для элементов ijA , как и для t
ijP , x

ijP  (5), (6), получены аналитические выражения [4, 7-9]. 

Аналогично, спектральная характеристика 2(3 3)F ,  оператора умножения на функцию 

2 1 2 1 2( )f t x x x xω λ, , = −  представляется выражением  

( ) ( )2(3 3) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1)F E A E E E Aω λ, = ⋅ , ⊗ , ⊗ , − ⋅ , ⊗ , ⊗ , .  

Так как матричная функция 1 2( , )g t x x,  является диагональной, необходимо вычислить 

только спектральные характеристики операторов умножения на коэффициенты диффузии 

11 1 2( )g t x x, ,  и 22 1 2( )g t x x, ,  ( 2
11 1 2 22 1 2( ) ( )g t x x g t x x a, , = , , = ). Применяя свойства спектрального 

преобразования операторов умножения, получаем  
2

11 22(3 3) (3 3) (3 3)G G a E, = , = ⋅ , , 
где (3 3)E ,  – шестимерная единичная матрица ( (3 3) (1 1) (1 1) (1 1)E E E E, = , ⊗ , ⊗ , ).  

Сформируем базисную систему пространства 2
2( )L R  для представления функции 0 1 2( )x xφ , : 

1 21 1 2 2 0
ˆ ˆ{ ( ) ( )} i ii x i x ∞

, =Φ , Φ , . Спектральная характеристика 0(2 0)Φ ,  плотности вероятности 0 1 2( )x xφ ,  

начального состояния T
1 2[ (0) (0)]X X , определенная относительно базисной системы 

1 21 1 2 2 0
ˆ ˆ{ ( ) ( )} i ii x i x ∞

, =Φ , Φ , , задается соотношением [4] 

1 2 1 20 0 , 0(2 0) ( )i i i iφ ∞
=Φ , = , 

где 
2 2( 0 3) ( 2 7)1 2

2 2

1 20 0 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) e ( ) e ( ) .
2

x x

i i x x i x i x dx dx i x dx i x dxφ φ
π

+ . + .
+∞ +∞ +∞ +∞

− −

−∞ −∞ −∞ −∞

= , Φ , Φ , = Φ , Φ ,∫ ∫ ∫ ∫  

Матрица-столбец (1 0 0)q , ;  значений функций 0
ˆ( )P i t,  в точке 0t =  имеет вид 

Tˆ ˆ ˆ(1 0 0) (0 0) (1 0) (2 0) .q P P P … , ; = , , ,   

Составим уравнение обобщенной характеристической функции [4] 

 
0 1 1 2 2

11 11 22 22

(3 3) (3 0) (1 0 0) (2 0) (3 3) (3 3) (3 0) (3 3) (3 3) (3 0)

1 1
(3 3) (3 3) (3 0) (3 3) (3 3) (3 0)

2 2

P q P F P F

P G P G

, ⋅Φ , − , ; ⊗Φ , = − , ⋅ , ⋅Φ , − , ⋅ , ⋅Φ , +

+ ⋅ , ⋅ , ⋅Φ , + ⋅ , ⋅ , ⋅Φ , ,
 (7) 

где (3 0)Φ ,  - обобщенная характеристическая функция, т.е. спектральная характеристика 
плотности вероятности 1 2( )t x xφ , , , определенная относительно базисной системы 

0 1 20 1 1 2 2 0
ˆ ˆ ˆ{ ( ) ( ) ( )} i i iP i t i x i x ∞

, , =, Φ , Φ ,  
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1

0 1 2 0 1 2 0 1 20 1 2 0 1 1 2 2 1 2

0

ˆ ˆ ˆ(3 0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t

i i i i i i i i i t x x P i t i x i x dt dx dxφ φ φ
+∞ +∞

∞
, , =

−∞ −∞

Φ , = , = , , , Φ , Φ ,∫ ∫ ∫  

Нетрудно видеть, что уравнение обобщенной характеристической функции (7) линейно по 
(3 0)Φ , . Фактически, это система линейных уравнений для коэффициентов 

0 1 2i i iφ  разложения 

плотности вероятности 1 2( )t x xφ , ,  в ряд по функциям базисной системы 

0 1 20 1 1 2 2 0
ˆ ˆ ˆ{ ( ) ( ) ( )} i i iP i t i x i x ∞

, , =, Φ , Φ , , записанная в матричной форме. Решение уравнения (7) 

записывается в виде  

( ) ( )
12

1 1 2 2 11 22 0

(3 0)

(3 3) (3 3) (3 3) (3 3) (3 3) (3 3) (3 3) (1 0 0) (2 0) ,
2

a
P P F P F P P q

−

Φ , =

 
= , + , ⋅ , + , ⋅ , − ⋅ , + , ⋅ , ; ⊗ Φ , 
 

 

а плотность вероятности 1 2( )t x xφ , ,  определяется по формуле 

0 1 2

0 1 2

1 2 0 1 1 2 2 1 1 2
0 0 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) [0, ], .i i i
i i i

t x x P i t i x i x t t x x Rφ φ
∞ ∞ ∞

= = =
, , = , Φ , Φ , , ∈ , ∈∑∑∑  

При вычислениях ограничимся конечным числом базисных функций, т. е. зададим порядки 
усечения спектральных характеристик (таким образом, все определенные выше спектральные 
характеристики будут представляться матрицами с конечным числом элементов): 

0 1 2 16L L L= = = . Тогда приближенное решение уравнения (2) можно представить так: 
0 1 2

0 1 2

0 1 2

1 1 1

1 2 0 1 1 2 2 1 1 2
0 0 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) [0, ], ,
L L L

i i i
i i i

t x x P i t i x i x t t x x Rφ φ
− − −

= = =

, , = , Φ , Φ , , ∈ , ∈∑∑∑  

а для получения искомых характеристик применяются соотношения (3) и (4). 
Графики функции ( )t x yϕ , ,  в различные моменты времени t  изображены на рис. 1, а 

графики математических ожиданий ( )Xm t  и ( )Ym t  – на рис. 2.  

По плотности вероятности ( )t x yϕ , ,  могут быть найдены начальные и центральные 

моменты любого порядка. Для найденных математических ожиданий ( )Xm t  и ( )Ym t  нормы 

разности между точным решением и приближенным, полученным спектральным методом, в 
пространстве квадратично интегрируемых функций не превосходят значения 54.8 10−⋅ , а для 
пространства непрерывных функций - значения 58.3 10−⋅  (максимальное отклонение). 

 
Заключение 
В статье рассмотрена упрощенная линейная стационарная модель колебаний полюса Земли, 

на ее примере продемонстрировано применение спектрального метода анализа стохастических 
систем. При усложнении модели (например, [10]) методика решения останется без изменений и 
в этом состоит одно из важнейших преимуществ спектрального метода. В частности, могут 
измениться соотношения для расчета спектральных характеристик операторов умножения на 
коэффициенты сноса и диффузии или увеличиться размерности матриц, формирующих 
уравнение обобщенной характеристической функции, в случае введения дополнительных 
координат. Другим преимуществом спектрального метода является развитое алгоритмическое и 
программное обеспечение [11]. 
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Рис. 1. Графики плотности вероятности ( )t x yϕ , ,  

 

 
 

Рис. 2. Графики математических ожиданий ( )Xm t  и ( )Ym t  
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CHANDLER WOBBLE ANALYSIS BY THE SPECTRAL METHOD 
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The paper deals with a simplified stochastic model of Chandler wobble. We study the problem of finding the pole 
coordinates: of the probability density function characteristics and their mean values. The main aim of this work is a testing 
of the spectral method analysis for stochastic systems. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА С УЧЕТОМ  
КУЛОНОВСКИХ СТОЛКНОВЕНИЙ ВБЛИЗИ ЗАРЯЖЕННОЙ 

ПЛАСТИНЫ В ПОТОКЕ ПЛАЗМЫ 
 

И.А. КУДРЯВЦЕВА, А.В. ПАНТЕЛЕЕВ 
 

В данной работе рассматривается задача диагностики пристеночной области плазмы для случая бесконечно 
большой заряженной пластины, расположенной перпендикулярно набегающему потоку плазмы. Согласно матема-
тической модели [1] сформирована вычислительная модель задачи для случая кулоновских столкновений и отлич-
ной от нуля исходной скорости потока плазмы, основанная на методе статистических испытаний Монте-Карло. 
Проведены и проанализированы результаты численного моделирования.  

 
Ключевые слова: метод Монте-Карло, уравнение Фоккера-Планка, плазма, кулоновские столкновения, зонд. 

 
Введение 
Полноценное применение плазмы невозможно без ее всестороннего исследования. Прово-

дятся исследования свойств сильноионизованной низкотемпературной плазмы вблизи электро-
дов в различных средах (в вакууме, ртутных парах и газах). На основе данных исследований 
осуществляется ряд разработок, в частности, создаются источники бесперебойного питания на 
базе плазменных элементов и предлагаются конструкции сильноточных коммутирующих при-
боров. Значительное внимание уделяется разработке методов диагностики плазмы. Так, стоит 
задача диагностики сильноионизованной низкотемпературной плазмы вблизи стенок в низко-
температурных узлах термоядерных устройств. 

В случае сильноионизованной плазмы существенную роль играют столкновения типа «ион-
ион» и «ион-электрон». Поведение частиц в плазме в этом случае описывается уравнением 
Фоккера-Планка, впервые предложенным в [2, 3]. В настоящей работе на основе математиче-
ской модели [1], включающей уравнение Фоккера-Планка и уравнение Пуассона, сформирована 
вычислительная модель, описывающая процессы переноса в плазме с учетом кулоновских 
столкновений вблизи заряженной плоской пластины, помещенной перпендикулярно набегаю-
щему потоку. 

 
1. Постановка задачи 
Рассматривается следующая физическая постановка задачи. Перпендикулярно набегающе-

му со скоростью v∞
r

 потоку двухкомпонентной плазмы внесена заряженная до потенциала pϕ  

пластина бесконечной длины и ширины. Предполагается, что на поверхности пластины выпол-
нено условие идеального поглощения, согласно которому электрон, попавший на плоскость 
пропадает, а однозарядный ион при ударе о нее нейтрализуется. При этом отсутствуют потоки 
заряженных частиц от стенки в плазму. Влияние магнитного поля не учитывается. Начальные 
распределения ионов и электронов максвелловские. 

С учетом столкновений между заряженными частицами следует найти напряженность 

самосогласованного электрического поля (((( )))),E r t
r

r

, плотности токов заряженных частиц 

(((( )))), ( , , ) , ,j r t q f r v t v dv e iα α α α
r

r r r r r= ⋅ == ⋅ == ⋅ == ⋅ =∫∫∫∫ , где 
, ,

, ,

e
q

iα
α

α
e

e

====
====  ====

-
; концентрации заряженных частиц 
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(((( )))), ( , , ) , ,n r t f r v t dv e iα α αr r r r= == == == =∫∫∫∫  в возмущенной области вблизи пластины. Поведение частиц во 

времени t  характеризуется радиус-вектором r
r

 и вектором скорости v
r

. 

Математическая модель, соответствующая данной физической постановке задачи, имеет 

вид [4, 5]Equation Section 1 
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r
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r r r r r

    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ =+ ⋅ + ⋅ =+ ⋅ + ⋅ =+ ⋅ + ⋅ =     ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂    

= − − = −∇= − − = −∇= − − = −∇= − − = −∇

                         (1) 

где первое уравнение - уравнение Фоккера-Планка для частиц сорта α (((( )))),i eα ====  с оператором 

столкновений 
(((( )))), ,

c

f r v t

t
α    ∂∂∂∂

    ∂∂∂∂    

r r

 вида [3-5] 

(((( ))))(((( ))))1 1
: , , ( ),

2 v v v v v v
c

f
f g r v t f h

t
α

α α α α
αΓ

∂∂∂∂     = ∇ ∇ ∇ ∇ − ∇ ⋅ ∇= ∇ ∇ ∇ ∇ − ∇ ⋅ ∇= ∇ ∇ ∇ ∇ − ∇ ⋅ ∇= ∇ ∇ ∇ ∇ − ∇ ⋅ ∇    ∂∂∂∂    

r r  

второе уравнение - уравнение Пуассона для самосогласованного электрического поля; 

(((( )))), ,f r v tα
r r

 - функция распределения частиц сорта α ; (((( )))) (((( )))), ,F r t q E r tα α====
r r

r r

; (((( )))),r tϕ r

 - потенциал 

самосогласованного электрического поля; (((( )))), , ,n r t i eα α ====r

 - концентрация частиц сорта α ; 

(((( )))), ,v vg r v tα
r r∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇  - ковариантная тензорная производная второго ранга, символ двоеточия (:) обо-

значает операцию двойного суммирования,  
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                             (((( )))) (((( ))))
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r r
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r r

1, ,Z i eα α= == == == = ;  

mα  - масса частицы сорта α ; 0ε  - электрическая постоянная; ,n Tα α∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞  - концентрации и темпе-

ратуры частиц в невозмущенной плазме. 

К системе уравнений (1) необходимо добавить начальные и краевые условия: 

  (((( ))))0 : , ,0 , , ,maksvt f r v f i eα α αr r= = == = == = == = =  
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: , , 0, , ,

p
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где 
3

2 2
exp , ,

2 2
maksv m m

f n v v i e
k T kT

α α
α α

α α
α

π
∞∞∞∞∞∞∞∞

∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

            
= − − == − − == − − == − − =            

            

r r

; n
r

 - внешняя нормаль к плоскости зон-

да; pΩ , Ω∞∞∞∞  - множество радиус-векторов частиц, концы которых принадлежат плоскости зон-

да и границе возмущенной зоны соответственно. 
Для решения поставленной задачи вводится декартова система координат так, как показано 

на рис. 1, при этом внешняя скорость v∞
r

 становится направленной вдоль оси OY . 

Тогда положение частицы в пространстве будет определяться координатами , ,x y z, а ско-

рость - координатами , ,x y zv v v . В силу того, что пластина является бесконечно большой, функ-

ции распределения частиц в этом случае будут зависеть только от переменных , ,yy v t. 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Расположение заряженной плоскости в декартовой системе координат 
 
Поставленную задачу предлагается решать методом, который основывается на методе ста-

тистических испытаний Монте-Карло. 
 
2. Вычислительная модель задачи с применением метода статистических испытаний 

Монте-Карло 
Запишем самосогласованную систему уравнений (1) - (2) в декартовой системе координат с 

учетом сделанных предположений [6, 7] 
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                                           (5) 

В полученной системе уравнений (3) - (5) перейдем к безразмерным величинам, применив 

соотношение ˆ
XX M X= ⋅ , где XM  – масштаб размерной величины X ; X̂  - безразмерная вели-

чина X . Используемая система масштабов выглядит следующим образом: 
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В качестве масштабов были взяты следующие: радиус Дебая, скорость теплового движения 

частиц, концентрация частиц в невозмущенной плазме, потенциал, возникающий при разделе-

нии зарядов в дебаевской сфере и производные от них величины. 

В результате система безразмерных уравнений будет иметь вид: 
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Поиск решения самосогласованной системы уравнений (7) осуществляется по следующей 

схеме [7]. Вначале находятся значения напряженности электрического поля по значениям по-

тенциала, полученным из граничной задачи для уравнения Пуассона. Далее, используя найден-

ные значения напряженности, решается уравнение Фоккера-Планка путем перехода к стохасти-

ческому дифференциальному уравнению (СДУ) Ито 

                                  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ), , ,d t a t t dt t t dW t i eα α α α αΘ Θ σ Θ α= + == + == + == + =                                   (8) 

где 
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t
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    

====     
        

 (((( )))) (((( ))))ˆˆ ˆˆ ˆ0 ~ , 0maksv
yv t f y tα= == == == =  предполагается детерминированной величиной; 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ( )) ,
2

T

y y
Z

a t t v K H Eα
α α α α α

α
Θ δ

ε
        
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            

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ( )) ( , ( )) , , ,Tt t t t K G i eα α α α α ασ Θ σ Θ α= == == == =  

ˆ( )W t  - стандартный винеровский случайный процесс. 

Для нахождения значений вектора состояния ˆ ˆ( )tαΘ  применим явную разностную схему 

стохастического метода Эйлера [8] 

                               1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , ) , 0,..., , , ,n n n n
n n n th a t t W n N i eα α τ α α α αΘ Θ Θ σ Θ ∆ α++++ = + ⋅ + = == + ⋅ + = == + ⋅ + = == + ⋅ + = =                     (9) 

где ˆ , 0,...,n
tn NαΘ ==== , - приближенное значение вектора состояния  ˆ( ), ,t i eαΘ α ====  в момент вре-

мени ˆ
n̂t t==== , ˆ , 0,...,n tt n h n Nτ= ⋅ == ⋅ == ⋅ == ⋅ = ; hτ  - достаточно малый шаг интегрирования; 

, 0,...,n tW n N∆ ==== , - величина приращения винеровского процесса ˆ( )W t  на отрезке 1
ˆ ˆ, ,n nt t ++++          по 

определению независимая от 0
0 1

ˆ , ,..., nW WαΘ ∆ ∆ −−−− : 1ˆ ˆ( ) ( )n n nW W t W t∆ ++++= −= −= −= − ; (((( ))))0,nW hτ∆ ~ N , т.е. 

nW∆  представляют собой гауссовские случайные величины с нулевыми математическими ожи-

даниями и дисперсиями, равными шагу интегрирования; 0ˆ
αΘ  - значение вектора состояния  

ˆ ˆ( ), ,t i eαΘ α ====  в момент времени ˆ 0t ==== .  

Для нахождения частных производных 
2 2
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∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
====

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
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составляющими матрицы ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )n T n
n nt tα α α ασ Θ σ Θ  и вектора ˆˆ( , )n

na tα αΘ соответственно, применяют-

ся формулы численного дифференцирования [9]. 

Функции ˆ ˆ,i eg gα α  и ˆ ˆ, , ,i eh h i eα α α ====  задаются интегралами, которые вычисляются методом 

Монте-Карло [10] согласно следующим соотношениям 

(((( ))))(((( )))) (((( ))))ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , ~y y y y y y y yf v v dv M V V v V V fα αζ ζ′ ′′ ′′ ′′ ′− = = −− = = −− = = −− = = −∫∫∫∫ . 

Для вычисления напряженности самосогласованного электрического поля 
ˆˆ
ˆyE
y

ϕ∂∂∂∂
= −= −= −= −

∂∂∂∂
, вхо-

дящей в вектор ˆˆ( , )n
na tα αΘ , используются аппроксимационные формулы численного дифферен-

цирования [9] с использованием значения потенциала ˆ nϕ
l

, найденного из решения уравнения 

Пуассона. Граничная задача для уравнения Пуассона решается путем перехода к конечно-

разностной системе с использованием метода сеток с последующим решением полученной сис-

темы методом прогонки. 

Концентрации ˆ , ,n i eα α =  и плотности токов частиц на зонд ˆ , ,j i eα α =  вычисляются соглас-

но описанному выше методу Монте-Карло 

(((( )))) ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , , ) ,y

y

v
y y

v

N
n y t f y v t dv

Nα α

′′′′
= == == == =∫∫∫∫   (((( )))) (((( ))))ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , , ) , ~y y y y yj y t f y v t v dv M V V fα α α= == == == =∫∫∫∫  , 

где 
yvN ′′′′  - количество частиц в фиксированной ячейке в данный момент времени; 

yvN  - ко-

личество частиц в данной ячейке в начальный момент времени. 
 
Результаты численного моделирования 
Согласно описанному выше методу решения задачи сформирован и реализован алгоритм 

решения задачи в виде пакета прикладных программ, который позволяет получить численные и 
графические результаты моделирования динамики параметров пристеночной плазмы в пере-
ходном режиме вблизи заряженной пластины, расположенной перпендикулярно набегающему 
потоку плазмы. 

С использованием данного пакета программ проведены серии численных расчетов, в ходе 
которых варьировались следующие параметры:  

1) значение потенциала ˆ pϕ , подаваемого на пластину, в безразмерных единицах изменя-

лось в диапазоне ˆ 10 0pϕ = − ÷= − ÷= − ÷= − ÷ ; 

2) количество частиц в кубе с длиной стороны, равной длине Дебая, принималось равным 
2 810 10Dn = ÷= ÷= ÷= ÷ . Большие значения Dn  соответствуют меньшей концентрации. Например, для 

покоящейся плазмы с 12 33000 , 10 [ ]i e i eT T K n n м−−−−
∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞= = = == = = == = = == = = =  410Dn ==== , а при 

15 310 [ ]i en n м−−−−
∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞= == == == = , 310Dn ==== ; 

3) величина скорости потока ˆ 0 2v∞ = ÷ . 
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Отношение температур частиц и отношение масс частиц во всех расчетах оставались неиз-

менными и равными соответственно 1, 1836i i

e e

T m

T m
∞

∞

= = . 

При проведении расчетов исследовались изменения концентраций частиц, плотностей то-
ков частиц, напряженности самосогласованного электрического поля в возмущенной области 
пространства. На рис. 1, 2 приведены численные результаты с учетом и без учета направленной 
скорости потока для случаев наличия и отсутствия столкновений. Величина направленной ско-
рости ионов и электронов полагалась одинаковой и равной скорости потока, в силу чего из-за 
большей массы ионов основная энергия потока приходится на эти частицы.  

 

                
 

Рис. 1. Кривые плотности тока ионов               Рис. 2. Кривые плотности тока ионов  

     при 810Dn ==== : 1- ˆ 10pϕ = −= −= −= − , ˆ 1v∞ = ;                         1- 310Dn ==== , ˆ 10pϕ = −= −= −= − , ˆ 0v∞ = ;  

  2- ˆ 10pϕ = −= −= −= − , ˆ 0v∞ = ; 3- ˆ 6pϕ = −= −= −= − , ˆ 1v∞ =                            ̂ 0v∞ = ; 3- ˆ 6pϕ = −= −= −= − , ˆ 1v∞ =  
 

Из результатов эксперимента вытекает, что с возрастанием направленной скорости умень-
шается промежуток времени установления стационарных значений самосогласованного элек-
трического поля и плотности тока. В случае наличия набегающего потока плазмы характерное 
поведение кривых напряженности и плотности тока не изменяется как с учетом, так и без учета 
столкновений. Однако стоит отметить, что достижение экстремального значения кривой плот-
ности тока происходит в более ранний момент времени по сравнению со случаем рассмотрения 
невозмущенной плазмы. Это объясняется тем, что после внесения заряженной пластины сокра-
щается по времени этап разгона частиц. 

 

Заключение 
В данной работе сформирована вычислительная модель, позволяющая описать динамику 

двухкомпонентной плазмы с учетом столкновений типа «ион-ион», «ион-электрон» и «электрон-
электрон» вблизи заряженной пластины, помещенной перпендикулярно потоку плазмы. Модель 
содержит уравнения Фоккера-Планка для ионов и электронов и уравнение Пуассона. Данная вы-
числительная модель основана на методе статистических испытаний Монте-Карло. На основе ал-
горитма, сформированного в рамках разработанной вычислительной модели, создано программ-
ное обеспечение, с использованием которого получены и проанализированы результаты модели-
рования. В ходе проведения вычислительных экспериментов установлено, что с ростом скорости 
набегающего потока происходит возрастание тока на пластину. Следует отметить также, что су-
щественных отличий в поведение кривых напряженности и плотности тока в случае наличия по-
тока на пластину не наблюдается по сравнению со случаем невозмущенной плазмы. 
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MODELING OF TRANSPORT PROCESSES IN PLASMA WITH COUL OMB COLLISIONS 
NEAR CHARGED PLATE LOCATED ON PLASMA FLOW 

 
Kudryavtseva I.A., Panteleyev A.V. 

 
The problem of plasma diagnostics near an infinitely large charged plate is studied; the plate is located perpendicular-

ly to the incoming flow of strongly ionized plasma.  In accordance with the mathematical model [1], a numerical model is 
formulated in the case of Coulomb collisions and nonzero velocity of plasma flow; the model is based on the Monte-Carlo 
method. The worked out examples illustrate dynamics of plasma parameters for the directed plasma flow velocity. 

 
Key words: the Monte-Carlo method, the Fokker-Planck equation, plasma, Coulomb collisions, the probe. 

 
 

Сведения об авторах 
 

Пантелеев Андрей Владимирович, 1955 г.р., окончил МВТУ им. Н.Э. Баумана (1978), доктор фи-
зико-математических наук, профессор, заведующий кафедрой математической кибернетики МАИ, автор 
более 132 научных работ, область научных интересов - синтез оптимальных систем управления, методы 
оптимизации. 

Кудрявцева Ирина Анатольевна, окончила МАИ (2005), кандидат физико-математических наук, 
старший преподаватель кафедры математической кибернетики МАИ, автор более 20 научных работ, об-
ласть научных интересов - физика плазмы, зондовые методы исследования. 



2011                                                             НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК МГТУ ГА                                                        № 165 
 

 
УДК 629.76 

 
ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ КОНСТРУКЦИЙ 
МЕХАНИЗМОВ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

 
О.Ф. МАШОШИН, Е.А. САМОЙЛОВ 

 
Рассматриваются современные механизмы, используемые на космических аппаратах, при работе в космосе и 

исследовании других планет. Приведены примеры разработанных механизмов и намечены пути совершенствова-
ния их элементов.  
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Конструкция космических аппаратов (КА) и их элементов существенно усовершенствова-
лась за время от запуска первого космонавта Ю.А. Гагарина в космос до настоящего времени. 
Рассмотрим основные достижения в развитии механизмов КА, наметим их перспективы и тре-
бования предъявляемые к ним. 

Механизмы КА, работающие в тяжелых условиях космоса и на планетах, существенно от-
личаются от аналогов, применяемых в других отраслях машиностроения.  

Элементы КА имеют следующие характерные особенности: 
- уникальность выполняемых задач в экстремальных условиях и высокая стоимость отказа 

(стоимость одного кг КА достигает 10000 $); 
- использование высокооборотных электродвигателей постоянного тока малой мощности с 

мелкомодульными механизмами с большим передаточным числом; 
- высокая степень автоматизации - использование электронных и электрических устройств. 
Механизмы КА используются для обеспечения их эксплуатации: направления солнечных 

батарей, выпуска антенн, открытия защитных устройств, функционирования органов управле-
ния, стыковки, манипуляторов, планетоходов и др. Рассмотрим лишь некоторые из множества 
приводов КА. 

К механизмам КА предъявляются высокие требования по надежности, КПД, массе, габари-
там, стоимости и стойкости к внешним воздействиям. 

Для реализации сформулированных требований широко используются волновые, планетар-
ные, шариковинтовые передачи (ШВП) и другие механизмы с малой относительной массой       
γ =m ⁄ Т  = 0,006 … 0,009 (m - масса редуктора, Т - вращающий момент на выходе). 

Механизмы КА можно разделить на две группы: силовые (МС) и точные (МТ). Первые 
обеспечивают необходимый вращающий момент на выходном валу, а вторые дополнительно 
должны обладать высокой точностью приведения рабочего органа в заданное положение. Точ-
ность МТ определяется кинематической точностью и мертвым ходом. Эти параметры реализу-
ются с помощью выходной передачи, которая должна иметь высокую точность и большое пе-
редаточное число u ≥ 100. В этом случае погрешность предыдущих передач не оказывает суще-
ственного влияния на точность привода в целом. Часто на выходе для обеспечения повышенной 
точности МТ в качестве выходных используются волновые передачи. Например, МТ использу-
ются в приводах систем управления остронаправленными антеннами. 

Для большей надежности у наиболее ответственных механизмов используется резервиро-
вание. Например, в механизмах, выполняющих функции, связанные с жизнеобеспечением 
(СОЖ) космонавтов. Повышение надежности в ряде конструкций приводов выполняется введе-
нием дублирующих электродвигателей. Из-за не достаточной надежности для этого не исполь-
зуются переключающие устройства. Наиболее распространен способ включения в кинематиче-
скую схему дифференциалов и червячных передач (рис. 1). Червяки 1 и 11  червячной передачи 
соединены с двумя двигателями работающими одновременно. Они приводят во вращение чер-
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вячные колеса 2 и 21  
и дифференциал, состоящий из конических колес 3, 31 и 4. В штатном ре-

жиме вращение на выходном валу В передается от двух двигателей. При отключении одного из 
двигателей оно продолжается, но с вдвое меньшей скоростью. Использование червячной пере-
дачи приводит к снижению КПД всего блока. Также используется горячее резервирование, ко-
гда оба двигателя работают одновременно и связаны одной кинематической цепью. Недостаток 
такой схемы - при заклинивании одного из двигателей выходит из строя весь механизм. Иногда 
даже применяется двойное дублирование. Например, для надежной расстыковки кораблей, где 
кроме механических элементов используются и пиротехнические устройства. 

 
Рис. 1 

 

Сложные задачи конструирования решаются для обеспечения стыковки космических аппара-
тов. Под руководством В.С. Сыромятникова сконструированы стыковочные устройства: штырь-
конус (ШК) и андрогинные периферийные агрегаты (АПА). В ШК для сближения КА использу-
ется ШВП обратимого движения, обеспечивающая движение большого винта В2 и штанги, сбли-
жающей КА. К ШВП вращение передается от электродвигателя ЭД через зубчатые колеса и сто-
порную муфту СМ. В стыковочное устройство также входит малый винт В1 с ШВП, приводящий 
во вращение электромагнитный тормоз ЭМТ, демпфирующий колебания КА при стыковке. Удар 
при касании штанги приемного конуса также гасит пружина П. Устройство ШК еще включает 
блок концевых контактов КК и колеса передач с числом зубьев z. Копир К и рычаги выравнива-
ния РВ обеспечивают соосность расположения стыкуемых кораблей. Одновременно происходит 
стягивание большим винтом В2 ШВП и выравнивание с помощью РВ (рис. 2). После проверки 
герметичности стыка выполняется жесткое и герметичное соединение аппаратов с помощью ак-
тивных и пассивных замков, установленных на стыковочном шпангоуте [1, 4]. 

 
 

Рис. 2 
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Перспективой развития этого устройства при увеличении массы стыкуемых аппаратов яв-
ляется замена ШВП на РВП (роликовинтовую передачу), которая увеличит прочность, жест-
кость стыка и улучшит динамику состыкованных аппаратов. 

Позднее была разработана конструкция андрогинного периферийного агрегата стыковки 
(АПАС), который может быть как активным, так и пассивным, что увеличивает безопасность 
эксплуатации КА. Его недостаток - большая масса, чем у агрегата ШК. Стыковочное кольцо с 
направляющими выступами 1 закреплено на трех парах штанг 3, установленных на подвесках 4 
с двумя степенями подвижности. На кольце с выступами установлены защелки первичной 
сцепки 2, которые выполняют соединение колец с направляющими выступами активного и пас-
сивного аппарата (рис. 3). Все штанги соединены между собой механическими передачами и 
узлами, что делает передачу громоздкой с большой массой по сравнению с устройством штырь 
- конус. Перспективно использовать принципы мехатроники, при использовании которой в кон-
струкции механические узлы сочетаются с электрическими и электронными устройствами, 
обеспечивающими управление и связь между элементами всей системы. В рассматриваемом 
агрегате нужно заменить механические связи штанг и их взаимодействие выполнять с помощью 
электронной системы управления. Это приведет к снижению массы стыковочного устройства и 
увеличит его надежность. 

 
 

Рис. 3 
 

Геращенко А.Н. и Самсонович С.Л. исследовали волновые передачи с промежуточными 
звеньями, принцип действия которых соответствует принципу действия зубчатых волновых 
передач. В передачах с промежуточными звеньями функция гибкого колеса выполняется про-
межуточными телами качения - шариками или роликами. Эти конструкции также воспринима-
ют радиальную нагрузку, то есть могут выполнять функции опорного устройства [2]. Рассмат-
ривается их применение на КА. 

В ряде изделий, где нужно обеспечить закрепление подвижного элемента в конечном положе-
нии, используются передачи, которые могут обеспечить необратимое вращение. К ним относятся 
червячные передачи и передачи винт - гайка скольжения. Применение этих передач приводит к 
большим потерям энергии на трение и низкому КПД. Потери энергии недопустимы, так как запасы 
энергии на КА ограничены. Имеются оригинальные разработки В.Н. Моторина [1, 3] по созданию 
прецессирующей передачи с геометрическим самоторможением, у которой обеспечивается необра-
тимость вращения, меньше трение и выше КПД (рис. 4). В предложенной передаче самоторможе-
ние обеспечивается поворотом оси кривошипа АБ водила Н на угол φ  так, чтобы равнодействую-
щая сил, действующих на  сателлиты 3,4, пересекала ось водила в точке О. Отсутствие плеча у рав-
нодействующей сил относительно оси водила приводит к тому, что вращающий момент, прило-
женный на выходе к зубчатому колесу 2,  не будет передаваться на водило Н. Эта передача стано-
вится необратимой. Сателлит 3 находится в зацеплении с колесом 1, а сателлит 4 с колесом 2. Пре-
цессирующие передачи имеют более высокий КПД, более высокую точность и надежность, малую 
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массу, габариты и обеспечивают необратимость движения. Анализ динамических характеристик 
при различных видах возбуждения показал, что эти передачи обладают улучшенными динамиче-
скими характеристиками привода. Целесообразно их использование на КА. 

 
 

         Рис. 4 
 

В МТ для получения больших передаточных чисел у механизмов летательных аппаратов (ЛА) 
часто используется планетарная передача на входе и волновая передача на выходе, которая изго-
тавливается с высокой точностью и обеспечивает высокую точность привода. Такая передача ис-
пользуется для наведения остронаправленной антенны (рис. 5). Привод также включает шаговый 
двигатель ШД и вращающийся трансформатор ВТ в качестве датчика положения [1]. 
 

 
 

    Рис. 5 
 

На многоразовом  КА «Буран» использовался дистанционный манипулятор, который, как и 
рука человека, состоит из плечевой, локтевой и кистевой частей, имеющих соответственно в 
суставах две, одну и три  степени свободы. Это обеспечивает шесть степеней свободы для пе-
ремещения грузов в пространстве. Один из его элементов - локтевой сустав с передаточным 
числом u = 6003 состоит из двигателя постоянного тока ЭД ( мощностью 70 Вт ) с четырьмя 
планетарными передачами 2К-Н (с колесами z1,z2,z3 с модулем 0,8 ) и конической передачей (с 
z4, z5  с модулем 2,5). Она связана со звеном 2, которое поворачивается относительно звена 1. 
Механизм снабжен тормозом Т и предохранительной муфтой М (рис. 6). 

Интенсивно развивалось дальнейшее изучение планет. Началось исследование планет пла-
нетоходами. В ноябре 1970 г. на Луну был доставлен российский аппарат «Луноход-1», кото-
рый управлялся с Земли. 
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21 июля1969 г. на Луну высадился американский астронавт Нил Армстронг. Космонавты 
СССР тоже могли попасть на Луну, используя ракету-носитель Н-1. Однако по непонятным 
причинам работы были прекращены, а готовые изделия уничтожены. Американский луноход 
LRV был доставлен на Луну в июле 1971 г. Его движение управлялось астронавтом. В приводах 
луноходов использовались планетарная передача (СССР) и волновая (США). В планетоходах 
для повышения надежности их работы использовались специальные устройства. Они обеспечи-
вали разблокировку передачи от двигателя к колесу, ведущее колесо при заклинивании двига-
теля становилось ведомым. 

 
 

Рис. 6 
 

Позднее были созданы планетоходы для исследования Марса. На Марсе пятый год успешно 
работают два марсохода Spirit и Opportunity, которые проводят исследование планеты, перемеща-
ясь по поверхности на колесах. Такое движение имеет ограничения на поверхности со сложным 
рельефом. Имеется и сложность в управлении марсоходом. Управление должно быть автоном-
ным, так как сигнал от Земли до Марса идет 22 мин. Это потребовало создания более совершен-
ной конструкции. При движении по поверхности Марса на одном марсоходе прекратилось вра-
щение двух колес из шести, что усложнило выполнение заданной программы исследований. 

В настоящее время проводятся исследования по разработке планетохода для Луны и Марса, 
который существенно отличается от действующих конструкций. Его движение соответствует 
перемещению скорпиона. Он обладает хорошей проходимостью на поверхности со сложным 
рельефом (наличие камней, трещин, оврагов, резких склонов и т.д.). Планетоход NASA вместо 
колес имеет 8 ног и движется со скоростью 1,5 км ⁄ ч. Каждая нога состоит из элементов, соеди-
ненных тремя подвижными шарнирными узлами (всего их 24). Параметры планетохода: длина 
700 мм, ширина 450 мм, высота 600 мм, масса 28 кг. Частота вращения выходного вала шарнира 
30 - 60 об ⁄ мин. 

Такая конструкция обладает отличной проходимостью в сложных условиях, когда на по-
верхности встречается много препятствий, которые не могут преодолеть изделия с колесами. 
Планетоход «Скорпион» обладает автономной системой управления, обеспечивающей его пе-
ремещение и выполнение других работ. В разработке шагающего планетохода в Германии так-
же участвовали преподаватели и студенты Бременского университета. Одновременно там соз-
даются аналогичные аппараты с другим количеством ног (опор). Намечено в ближайшее деся-
тилетие использовать планетоход «Скорпион» для изучения Марса. 

В настоящее время российскими студентами также ведутся работы по разработке механизмов, 
приводящих в движение шагающий планетоход. Схема такого планетохода имеет 6 или 8 ног. 

По аналогии с ногой человека она состоит из бедра а, голени б и тазобедренного в и коленно-
го г суставов (шарниров). Сустав г имеет одну (1), а сустав в - две степени подвижности (2, 3). К 
корпусу д планетохода нога присоединяется с помощью устройства аварийной разблокировки. 
Шарниры имеют управляемые электродвигатели и механизмы. Они приводят в движение эле-
менты ног. Шарнир в обеспечивает поворот относительно вертикальной оси z-z на угол φ, а 
шарниры в, г относительно горизонтальных осей y-y (рис. 7). Ноги последовательно перемеща-
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ются. Несколько ног закрепляются на грунте, а остальные ноги поднимаются вверх, не касаясь 
грунта, движутся в положение, необходимое для выполнения следующего движения и, выпол-
нив его в завершении цикла, они закрепляются на грунте. При этом корпус планетохода пере-
мещается. Далее цикл повторяется. В конструкции привода использовались электродвигатели 
постоянного тока и волновая передача. Привод шарнира унифицирован для всех элементов ног. 

 
 

Рис. 7 
 

Все детали привода выполнены из материалов с высокой удельной прочностью (стали, ти-
тановых, алюминиевых и магниевых сплавов), что обеспечивает высокую надежность конст-
рукции при минимальной массе. Контактные поверхности стального гибкого колеса подверга-
ются поверхностному упрочнению. Перспективно использование композиционных материалов 
и материалов, созданных с использованием нанотехнологий. 

Для дальнейшего исследования труднодоступных участков поверхности разрабатываются 
планетоходы типа «Змея». Он может проходить через узкие щели, подниматься по поверхно-
стям с большими углами наклона, перемещаться на песчаных грунтах. Планетоход, разработан-
ный в Китае, состоит из нескольких блоков (8 и более). В каждом звене имеются два двигателя, 
обеспечивающие повороты относительно двух осей (по тангажу и рысканью). Длина робота 1,2 м, 
диаметр 6 см, вес 2 кг. Он развивает скорость 20 м/мин. Обычно приборы, управляющие дви-
жением, располагаются в первом звене. Иногда включают дополнительные элементы управле-
ния в других звеньях. 

В СССР в сентябре 1970 г. на Землю был доставлен грунт с Луны. В России по Федераль-
ной космической программе «Фобос - Грунт» планируется доставка грунта с Марса и Фобоса. 

В России, США, Китае, Японии и в других странах продолжаются работы по совершенст-
вованию механизмов КА для освоения космоса, изучения и построения баз на планетах. 
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Развитием технической системы будем называть переход системы из одного качественного 
состояния в другое в рамках жизненного цикла. Целенаправленные действия людей, связанные 
с вмешательством в данный процесс, могут интерпретироваться как управление развитием. 
Проблема обоснования решений по управлению развитием в настоящее время особенно остро 
встает по отношению к высоко-технологичным и быстро развивающимся техническим систе-
мам, к которым, в частности, относятся информационные сети (ИС). С одной стороны, наблю-
дается постоянное и достаточно динамичное изменение технических требований к перспектив-
ным ИС вследствие появления новых разработок и технологий. С другой, для оборудования ИС 
характерен достаточно высокий уровень надежности элементной базы и, соответственно, запас 
остаточного ресурса.  

В этих условиях актуальной задачей является обоснование возможностей модернизации 
оборудования ИС с максимально возможным использованием запаса его остаточного ресурса. 

Одной из центральных проблем при этом является сравнительное оценивание различных 
вариантов модернизации оборудования. Существует ряд сложных моментов, затрудняющих 
решение этой проблемы. Так, ресурсы, выделяемые на модернизацию, как правило, ограничены 
и не позволяют детально проработать и изучить все возможные варианты. Сам процесс обосно-
вания решения на модернизацию осуществляется в условиях ограниченного объёма информа-
ции об ожидаемых характеристиках результата модернизации, а опыт лица, принимающего ре-
шение, может выражаться в виде вербальных описаний. Кроме того, нужно учесть, что совре-
менные образцы оборудования являются достаточно сложными и для их описания необходимо 
использовать векторные показатели с большим числом компонент. 

Многомерность сравниваемых альтернатив и существенная степень неопределённости оце-
нивания показателей приводят к необходимости отнесения задачи сравнения вариантов модер-
низации оборудования ИС к классу задач многокритериального выбора в нечёткой среде. 

Общая постановка задачи в этом случае выглядит следующим образом. 
Пусть: 
Z = {zl}, ( l = 1,L) - множество вариантов модернизации оборудования ИС; 
X = {xi}, ( i = 1,n) - множество частных показателей оценивания вариантов модернизации 

оборудования ИС; 
}~{~ liα=A  - множество значений частных показателей Х; 

}
~

{~ igG =  - множество значений коэффициентов важности частных показателей Х; 

)]}([(),({(~ ~ i
l

i
l

li xfxf
liαµ=α  - результат нечёткого оценивания i-го частного показателя 

l-го варианта; 
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F l(xi) = xi → [0,1]; 

)]([(
~ i

l xf
liαµ  - функция принадлежности нечёткого множества li~α ; 

)}(,{(
~ ~

igii ggg
i

µ=  - результат нечёткого оценивания коэффициента важности i-го частного 

показателя из множества Х; 
)(

~
ig g

i
µ  - функция принадлежности нечёткого множества 

~ig . 

Тогда, решающее правило для выбора лучшего варианта модернизации оборудования ИС 
выражается в виде 

                                                                  
~

maxarg
,1

*
l

Ll

Ez
∈

= ,                                                                (1) 

где llE ~est
~

=  - значение обобщённого показателя для l-го варианта модернизации оборудования ИС; 

                                                                  )~,~(~est
~

GE ll A= .                                                              (2) 

Вычисление обобщённого показателя 
~lE , как следует из (2), связано с проведением опре-

делённых преобразований над нечёткими векторами ~A  и ~G . Естественно, что и результат та-

кого преобразования будет представлен в нечёткой форме. 
Предлагается применить для вычисления (2) нечёткий интеграл [1]. При этом 

                                               )}(
~

,~{minmax)~,~(est
~ ~~

αλ∈α
α== XgGE lill

li A
A ,                                   (3) 

где )(
~ αλ Xg  - есть нечёткое значение обобщённого коэффициента важности показателей из 

множества Х, входящих в множество Xα; 
                                                      ))}((),({()(

~ ~
αλαλαλ λ

µ= XgXgXg g ,                                       (4) 

gλ(Xα) - обобщённый коэффициент важности группы частных показателей, входящих в множе-
ство α-уровня, т.е. 

                                                            })(|{)( α≥= λαλ i
l

i xfxgXg .                                             (5) 

Вычисление (3) требует предварительного задания способа вычисления (5) и правил срав-
нения нечётких множеств. 

Вычисление (5) требует введения понятия нечёткой меры. Для данного случая наиболее 
удобной мерой является так называемая λ-мера (мера Сугено) [2]. Для λ-меры справедливо сле-
дующее выражение 

                                                   




 −λ+
λ

=






 ∏
=

λ
=

λ

K

i
i

K

i
i xgxg

11
1))(1(

1
U .                                            (6) 

То есть, если известны коэффициенты важности отдельных показателей xi, Ki ,1= , то 
важность группы показателей из К элементов может быть вычислена по формуле (6). Кроме то-
го, для упрощения вычислений исходные нечёткие множества li~α  и 

~ig  представляются в тра-

пециидальной форме. При этом любое такое нечёткое множество может быть описано корте-
жем из четырёх чисел. Например, нечёткое множество ~M  записывается в виде 
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),,,( βα= mmM , где ],[ mm  - ядро нечёткого интервала; ],[ β+α− mm  - носитель нечёткого 

интервала; m – нижнее модальное значение; m - верхнее модальное значение; α - левый коэф-
фициент нечёткости; β - правый коэффициент нечёткости. 

Тогда исходные данные для сравнения вариантов модернизации оборудования ИС можно 
записать в виде 

                                                                ),,,(~ lilililili βααα=α ,                                                       (7) 

                                                                  ),,,(
~ iiiii ggg βα= .                                                          (8) 

При задании исходных данных в форме (7) и (8) значение λ-меры также будет нечётким 

                                                                  ),,,(~ λλ βαλλ=λ .                                                             (9) 

При этом, используя условие 

                                                          11))(1(
1

1
=




 −λ+
λ

∏
=

λ

K

i
ixg ,                                                   (10) 

производится вычисление λ j (j = 1,2,...,4) по следующим g j: 
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Рис. 1 

По результатам вычислений строится нечёткая λ-мера (9) следующим образом: 

214323 ;;; λ−λ=βλ−λ=αλ=λλ=λ λλ . 

При условии задания λ-меры в виде (9) вычисление )(
~ αλ Xg  по формуле (4) не представляет труда. 

Для сравнения нечётких чисел целесообразно использовать метод сравнения нечётких ин-
тервалов [1], который предполагает вычисление и последующее сравнение двух векторов A<4> и 
B<4>. В случае, если A<4> ≥B<4> делается вывод о том, что нечёткое множество ~~ BA ≥ . Векторы 

формируются следующим образом: 
A<4> = {a1, a2, a3, a4}, 
B<4> = {b1, b2, b3, b4}, 

 
где                        ( )( );)()(1,1min,0max)(1 bababaPOSa α+β−+=≥=  

( )( )
( )( )
( )( ).)()(,1min,0max)(

;)()(,1min,0max)(

;)()(,1min,0max)(

4

3

2
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aaa

babaNECa

babaPOSa

babaNECa

β+α−=>=

β+ββ+−=>=

β+αβ+−=≥=

 



136                                                                                                                                              А.В. Корсун 

Элементы вектора B<4> вычисляются аналогично по формулам 

)();();();( 4321 abNECbabPOSbabNECbabPOSb >=>=>=≥= . 

Сравнение векторов A<4> и B<4> можно осуществить лексикографическим методом [2]. 
Используя описанные правила сравнения нечётких множеств, по формуле (1) определяется 

наилучший вариант модернизации оборудования ИС. 
Целесообразность практического применения описанного выше метода сравнения вариан-

тов определяется прежде всего сложностью модернизируемых объектов и неопределённым ха-
рактером информации о значениях частных показателей. 

Следует заметить, что частные показатели, как правило, далеко не равнозначны не только с 
точки зрения важности, но и в силу своего содержательного смысла. В этом случае необходимо 
отказаться от механического свёртывания их в обобщённый показатель, а учитывать иерархи-
ческие связи между группами показателей, осуществляя свёртку последовательно по группам и 
слоям. Для этой цели можно использовать методику структурного формирования системы по-
казателей с помощью критериальных деревьев или деревьев показателей. 
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