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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1
Ðåêóðñèâíûå è èòåðàòèâíûå àëãîðèòìû

Êðàòêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñïðàâêà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è
×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èññëåäîâàíèå êîòîðîé ïðèïèñûâàþò Ëåî-

íàðäî Ïèçàíñêîìó (èçâåñòíîãî êàê Ôèáîíà÷÷è), ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ïðè èçó-
÷åíèè ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð äàííûõ è àëãîðèòìîâ. Äëÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ
÷ëåíîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååòñÿ íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ,
êîòîðûå îáëàäàþò ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòüþ. Ïîñëåäíèé ôàêò ïðèäà¼ò äàííîé
çàäà÷å áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà àëãîðèòìîâ.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷è-
òàòåëü ìîæåò íàéòè â ìîíîãðàôèè Êíóòà [1].

Îïðåäåëåíèå 1.1. (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ ÷èñåë, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 ∀n > 2,

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ôèáîíà÷÷è.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, ìîæíî çàïèñàòü ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

fib(n)

1 � âîçâðàùàåò Fn

2 if n ≤ 1
3 then return(n)
4 else return(fib(n− 1) + fib(n− 2))

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ n-ãî

÷èñëà Ôèáîíà÷÷è èìååò ñëîæíîñòü O(φn), ãäå φ = 1+
√
5

2 � ÷èñëî Ôèäèÿ
(çîëîòîå ñå÷åíèå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T (n) � êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì äëÿ
T (n) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

T (n) =

{
c1, n ≤ 1

T (n− 1) + T (n− 2) + c2, n > 1.
(1)

Çäåñü c1 è c2 êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ è ñëîæåíèÿ äâóõ
÷èñåë.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå T (n) = xn, ïðè n � 1. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïåðåïèñàòü (1) â âèäå

xn = xn−1 + xn−2 + c2. (2)

Ðàçäåëèì (2) íà xn è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
lim
n→∞

xn =∞, íàõîäèì

x = x−1 + x−2.

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x, ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ x = 1±
√
5

2 . Ïî-
ñêîëüêó âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíû, òî ñëåäóåò ðàññìîò-
ðåòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå T (n) =
= xn = φn, ïðè n � 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T (n) = O(φn). Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì.
Ðàññìîòðèì èòåðàòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

fib(n)

1 � âîçâðàùàåò Fn

2 if n ≤ 1
3 then return(n)
4 f ← 0, f1 ← 1, f2 ← 0
5 while n > 1
6 do f ← f1 + f2
7 f2 ← f1, f1 ← f
8 n← n− 1
9 return(f)

Àíàëèç èòåðàòèâíîãî àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåñòè ïóò¼ì ïðÿìî-
ãî ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà îïåðàöèé.

Ñòðîêè 2, 4, à òàêæå 3 èëè 10 âûïîëíÿþòñÿ 1 ðàç ïðè ëþáûõ n > 1.
Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ, êàê c1.
Òåëî öèêëà (7-8) è óñëîâèå (5) âûïîëíÿþòñÿ n−1 ðàç. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî
øàãîâ äëÿ êàæäîé èòåðàöèè öèêëà êàê c2. Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà øàãîâ

T (n) = c2(n− 1) + c1 = O(n).

Ñðàâíåíèå äâóõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ïîêàçûâàåò,
÷òî èòåðàòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì.

Îòäåëüíî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è, ðàáîòàþùèé çà O(log n) øàãîâ [2, 9].
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Ïîèñê ìàêñèìóìà
Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì

maximum(A[1..n])

1 � Âîçâðàùàåò maxA[1..n]
2 if n ≤ 1
3 then return(A[1])
4 return(max(maximum(A[1..n− 1]), A[n]))

Èòåðàòèâíûé àëãîðèòì

maximum(A[1..n])

1 � Âîçâðàùàåò maxA[1..n]
2 m← A[1], t← 1
3 while i ≤ n
4 do if A[i] > m
5 then m← i
6 return(m)

Ïðèâåä¼ííûå àëãîðèòìû èìåþò îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü, íî ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâóþò ðàçëè÷èå â ïðîöåññàõ, ïîðîæäàåìûõ èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèåé.
Òàê èñïîëüçîâàíèå îòëîæåííûõ âû÷èñëåíèé â ðåêóðñèâíîì àëãîðèòìå ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî ïðîöåññ èñïîëüçóåò O(n) ïàìÿòè äëÿ çàïîìèíàíèÿ îïåðàöèé
(ïàìÿòü ðàñõîäóåòñÿ íà ïîääåðæàíèå ñòåêà âûçîâîâ ïîäïðîãðàìì). Òàêîå ïî-
âåäåíèå õîðîøî ïðîñìàòðèâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå:

1 maximum([1, 5, 7, 2, 3])
2 max(maximum([1, 5, 7, 2]), 3)
3 max(max(maximum([1, 5, 7]), 2), 3)
4 max(max(max(maximum([1, 5]), 7), 2), 3)
5 max(max(max(max(maximum([1]), 5), 7), 2), 3)
6 max(max(max(max(1, 5), 7), 2), 3)
7 max(max(max(5, 7), 2), 3)
8 max(max(7, 2), 3)
9 max(7, 3)
10 7

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, èòåðàòèâíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò îáú¼ì ïàìÿ-
òè O(1). ×òî äåëàåò åãî áîëåå âûãîäíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ôóíêöèè íå âñå-
ãäà ïîðîæäàåò ðåêóðñèâíûé ïðîöåññ. Òàê, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå õâîñòî-
âîé ðåêóðñèè â íåêîòîðûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Scheme, Haskell) ïî-
ðîæäàåò èòåðàòèâíûé, à íå ðåêóðñèâíûé ïðîöåññ.
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maximum-iter(A[1..n],m)

1 �

2 if n = 0
3 then return(m)
4 else return(maximum-iter(A[1..n− 1],max(A[n],m)))

maximum(A[1..n])

1 return(maximum-iter(A[1..n-1], A[n]))

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïðîöåññà, ïîðîæä¼ííîãî äàííûì àëãîðèòìîì:

1 maximum([1, 5, 7, 2])
2 maximum-iter([1, 5, 7], 2)
3 maximum-iter([1, 5], 7)
4 maximum-iter([1], 7)
5 maximum-iter([], 7)
6 7

Áîëåå ïîäðîáíî îá ðåàëèçàöèè èòåðàòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîìîùüþ ðå-
êóðñèâíûõ ôóíêöèé â ÿçûêå Scheme ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [2].

Õàíîéñêèå áàøíè
Ïî ëåãåíäå â âåëèêîì õðàìå ãîðîäà Áåðíàñ ïîä ñîáîðîì, îòìå÷àþùèì

ñåðåäèíó ìèðà, íàõîäèòñÿ áðîíçîâûé äèñê, íà êîòîðîì óêðåïëåíû 3 àëìàçíûõ
ñòåðæíÿ âûñîòîé â îäèí ëîêîòü è òîëùèíîé ñ ï÷åëó. Äàâíûì-äàâíî, â ñàìîì
íà÷àëå âðåì¼í, ìîíàõè ýòîãî ìîíàñòûðÿ ïðîâèíèëèñü ïåðåä áîãîì Áðàõìîé.
Ðàçãíåâàííûé Áðàõìà íà îäèí èç ñòåðæíåé âîçëîæèë 64 äèñêà èç ÷èñòîãî
çîëîòà, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî êàæäûé ìåíüøèé äèñê ëåæèò íà áîëüøåì. Ìîíàõàì
áûë äàí íàêàç � ïåðåëîæèòü âñå äèñêè ñ îäíîãî ñòðåæíÿ íà äðóãîé. Ïðè ýòîì
íåëüçÿ äîïóñêàòü, ÷òîáû áîëüøèé ïî äèàìåòðó äèñê îêàçàëñÿ âûøå ìåíüøåãî.

Êàê òîëüêî âñå 64 äèñêà áóäóò ïåðåëîæåíû ñî ñòåðæíÿ, íà êîòîðûé Áðàõ-
ìà âîçëîæèë èõ ïðè ñîçäàíèè, íà äðóãîé ñòåðæåíü, áàøíÿ âìåñòå ñ õðàìîì
îáðàòèòñÿ â ïûëü è ïîä ãðîìîâûå ðàñêàòû ïîãèáíåò ìèð [3].

Ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î õàíîéñêèõ áàøíÿõ.
Îáîçíà÷èì îïåðàöèþ ïåðåêëàäûâàíèÿ îäíîãî äèñêà ñ áàøíè A íà áàøíþ B
êàê B ⇐ A.

hanoi(n, F, T, V )

1 if n = 1
2 then T ⇐ F
3 else hanoi(n− 1, F, V, T ) � n− 1 äèñê ñ F íà V
4 T ⇐ F
5 hanoi(n− 1, V, T, F ) � n− 1 äèñê c V íà T
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Èòåðàòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå áóäåò áîëåå ýôôåêòèâ-
íûì â ïëàíå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ïðåèìóùåñòâî èòåðàòèâíîé âåðñèè
â ïëàíå îáú¼ìà ïîòðåáëÿåìîé ïàìÿòè â äàííîì ñëó÷àå íå áóäåò ñóùåñòâåí-
íûì, ïîñêîëüêó óæå ïðè n = 64 âðåìÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íà ñîâðåìåí-
íûõ êîìïüþòåðàõ ìîæåò èñ÷èñëÿòüñÿ ãîäàìè. Ïðè ýòîì èòåðàòèâíûé àëãî-
ðèòì íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü ïðîçðà÷íûì.

Óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Íåñìîòðÿ íà ïðîñòóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è îá óìíîæåíèè äâóõ ÷èñåë

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ å¼ ðåøåíèÿ [4]. Â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ðàçìåð âõîäíûõ äàííûõ çàäàí íå ÿâíî,
à îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ðàçðÿäîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàïèñè ìíîæèòåëåé
â êàêîé-ëèáî ïîçèöèîííîé ÑÑ, ñ îñíîâàíèåì, îòëè÷íûì îò 1. Çäåñü è äàëåå
áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî äëÿ çàïèñè ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íàÿ CC.

Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì

multiply(x, y)

1 if y = 0
2 then return(0)
3 elseif y íå÷¼òíî
4 then return(multiply(2x, by/2c) + x)
5 else return(multiply(2x, by/2c))

Èòåðàòèâíûé àëãîðèòì

multiply(x, y)

1 p← 0
2 while y > 0
3 do if y íå÷¼òíî
4 then p← p+ x
5 x← 2x
6 y ← by/2c
7 return(p)

Çàäàíèå íà ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó

1. Ñîçäàéòå ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå ðåêóðñèâíûé è èòåðàòèâíûé àëãî-
ðèòìû âû÷èñëåíèÿ n-îãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è. Ñðàâíèòå âðåìÿ èõ ðàáîòû
äëÿ n = 10, 20, 30, . . . , 90. ×òîáû èçáåæàòü ïåðåïîëíåíèÿ, äëÿ n < 100
èñïîëüçóéòå áåççíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë ðàçìåðîì â 8 áàéò (òèï
unsigned long long èëè uint64_t â ÿçûêå C è uint64 â ÿçûêå Pascal).
Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû è âèäå ãðàôèêà.
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2. Ïðîàíàëèçèðóéòå âû÷èñëèòåëüíóþ è ïðîñòðàíñòâåííóþ ñëîæíîñòè àë-
ãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Íà îñíîâå àíàëèçà ïðîâåäèòå ñðàâíåíèå
äàííûõ àëãîðèòìîâ.

3. Ðàçðàáîòàéòå äâà àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ ÷èñëà â öåëóþ íåîòðèöàòåëü-
íóþ ñòåïåíü an, n ∈ Z+ ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî ñëîæíîñòè. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå, ÷òî âû÷èñëåíèå a15 ìîæåò ïîòðåáîâàòü òîëüêî 6 îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ

a15 = a
(
a7
)2

= a
(
a
(
a3
)2)2

= a
(
a
(
a
(
a2
))2)2

.

À äëÿ âû÷èñëåíèÿ a100 ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âñåãî 14 îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ. Äëÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëèòå âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü è ïðîâåäèòå ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.

4. Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå(
Fn

Fn−1

)
=

(
1 1
1 0

)(
Fn−1
Fn−2

)
=

(
1 1
1 0

)n−1(
F1

F0

)
,

ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ n-îãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ðàáîòàþ-
ùèé çà O(log n) øàãîâ.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. ×òî òàêîå àëãîðèòì?
2. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñâîéñòâà àëãîðèòìîâ?
3. ×òî òàêîå àíàëèç àëãîðèòìà? Ïðèâåäèòå ïðèìåð àíàëèçà àëãîðèòìà.
4. Ìîæåò ëè îäíà çàäà÷à ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ àëãîðèòìîâ?
5. Ìîæåò ëè îäèí àëãîðèòì ðåøàòü ðàçíûå çàäà÷è?
6. Êàê ìåæäó ñîáîé ñâÿçàíû çàäà÷à, àëãîðèòì, ïðîãðàììà è ïðîöåññ?
7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð àëãîðèòìà òèïà ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿.
8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðåêóðñèâíîãî è èòåðàòèâíîãî àëãîðèòìà.
9. Êàê ïðîâåñòè àíàëèç ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà?
10. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êëàññîâ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ? Êàê îíè ñîîòíî-

ñÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì?
11. Äàéòå îïðåäåëåíèå äëÿ íîòàöèé O(f(n)), Θ(f(n)), Ω(f(n)), o(f(n)).
12. ×åì îòëè÷àþòñÿ ðåêóðñèâíûé è èòåðàòèâíûé ïðîöåññû?
13. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå

çàâèñèò îò îñíîâàíèÿ ÑÑ, â êîòîðîé îíè çàïèñàíû.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 2
Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå

Êðàòêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñïðàâêà
Íåôîðìàëüíî çàäà÷ó î ðþêçàêå ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Ïóñòü çàäàí íàáîð ïðåäìåòîâ êîëè÷åñòâîì n øòóê. Êàæäûé ïðåäìåò èìååò
ñâîé âåñ, ðàâíûé ai, i = 1 . . . n êã. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêîé íàáîð ïðåäìå-
òîâ, êîòîðûé ìîæíî óíåñòè â ðþêçàêå, âûäåðæèâàþùèé âåñ â s êã. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ïîëíîñòüþ çàãðóçèòü ðþêçàê.

Èññëåäîâàíèå äàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó
îíà ïðèíàäëåæèò ê êëàññó NP çàäà÷ [5].

Ïðèâåä¼ì áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå äàííîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 2.1. (Çàäà÷à î ðþêçàêå). Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãî-
ðèòì, âõîä è âûõîä êîòîðîãî çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� INPUT: ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , an} è ÷èñëî s
� OUTPUT: εi ∈ {0, 1}, 1 6 i 6 n, òàêèå, ÷òî

∑n
i=1 εiai = s

Íàèâíûé àëãîðèòì
Ïðîâåä¼ì àíàëèç íàèâíîãî àëãîðèòìà. Âñåãî ñóùåñòâóåò 2n ðàçëè÷íûõ

âåêòîðîâ (ε1, . . . , εn) ∈ Zn
2 . Ñëåäîâàòåëüíî â õóäøåì ñëó÷àå ïîòðåáóåòñÿ 2n

èòåðàöèé öèêëà. Äëÿ êàæäîé èòåðàöèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñóììó ýëå-
ìåíòîâ l, ÷òî òðåáóåò n øàãîâ. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïîëó÷àåì, ÷òî àëãîðèòì
òðåáóåò O (n2n) øàãîâ è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì.

SubSet-Sum1(A)

1 � INPUT:ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , an} è íàòóðàëüíîå
÷èñëî s

2 � OUTPUT: εi ∈ {0, 1}, 1 6 i 6 n, òàêèå, ÷òî
∑n

i=1 εiai = s
3 Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà (ε1, ε2, ..., εn) ∈ Z2

n

4 do l =
∑n

i=1 εiai
5 if s = l
6 return(ε1, ε2, ..., εn) � ðåøåíèå
7 return(íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ)

Àëãîðèòì Meet-in-the-middle
Ïîïûòêà ïîèñêà áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþê-

çàêå ïðèâîäèò íàñ ê àëãîðèòìàì òèïà ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿. Îñíîâíàÿ èäåÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè ðþêçàêà A = (a1, . . . , an) íà äâå ÷àñòè A1 =
= (a1, . . . , at), A2 = (at+1, . . . , an), ãäå t = bn/2c. Äàëåå ñòðîèòñÿ òàáëèöà
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âñåõ âîçìîæíûõ ñóìì äëÿ îäíîé ÷àñòè ðþêçàêà s1, êîòîðàÿ ñîðòèðóåòñÿ ïî
ïåðâîé êîìïîíåíòå. Íà ñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòìà âû÷èñëÿþòñÿ âñå âîç-
ìîæíûå ñóììû äðóãîé ÷àñòè ðþêçàêà s2 è â ïîñòðîåííîé òàáëèöå ñ ïîìîùüþ
áèíàðíîãî ïîèñêà èùåòñÿ ñóììà, ðàâíàÿ s1 = s− s2.

Íèæå ïðèâåä¼í ïñåâäîêîä äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà.

SubSet-Sum2(A)

1 � INPUT: ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , an} è íàòóðàëüíîå
÷èñëî s

2 � OUTPUT: εi ∈ {0, 1}, 1 6 i 6 n, òàêèå, ÷òî
∑n

i=1 εiai = s
3 Ïîëîæèòü t← bn/2c
4 Ñîçäàòü òàáëèöó

(∑t
i=1 εiai, (ε1, ε2, ..., εt)

)
äëÿ (ε1, ε2, ..., εt) ∈ Z2

t.
Îòñîðòèðîâàòü åå ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå.

5 Äëÿ êàæäîãî (εt+1, εt+2, ..., εn) ∈ Z2
n−t

6 do Âû÷èñëèòü l = s−
∑n

i=t+1 εiai,
7 ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà, ÿâëÿåòñÿ ëè l

ïåðâîé êîìïîíåíòîé êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêè òàáëèöû
8 if l =

∑t
i=1 εiai

9 return(ε1, ε2, ..., εn) � ðåøåíèå
10 return(íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ)

Àíàëèç àëãîðèòìà Meet-in-the-middle ìîæíî ïðîâåñòè â äâà ýòàïà. Íà ïåð-
âîì ýòàïå àëãîðèòìà ôîðìèðóåòñÿ òàáëèöà ñóìì äëÿ ïåðâîé ÷àñòè ðþêçàêà
ðàçìåðîì 2n/2 ýëåìåíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé ñóììû òðåáóåòñÿ O(n/2)
îïåðàöèé. Äëÿ ñîðòèðîâêè k ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì ñ ñëîæ-
íîñòüþ O(k log k) [6, 7]. Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî øàãîâ äëÿ ïåðâîãî ýòàïà
O(n22n/2). Íà âòîðîì øàãå â õóäøåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âñå 2n/2

ñóìì äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðþêçàêà è ïðîâåñòè áèíàðíûé ïîèñê â ïîñòðîåí-
íîé òàáëèöå ðàçìåðîì 2n/2, ÷òî ïîòðåáóåò O(n22n/2). Ñêëàäûâàÿ êîëè÷åñòâî
øàãîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ýòàïîâ, ïîëó÷àåì O(n2n/2).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííûé àëãîðèòì òðåáóåò ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà øà-
ãîâ, íàëè÷èå ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè îò n õàðàêòåðèçóåò àëãîðèòì
êàê íåýôôåêòèâíûé. Ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò íàèâíîãî àëãîðèòìà Meet-in-the-
middle òðåáóåò O(2n/2) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ òàáëèöû.

Ñâåðõâîçðàñòàþùèé ðþêçàê

Îïðåäåëåíèå 2.2. (Ñâåðõâîçðàñòàþùèé ðàíåö). Ðàíåö íàçûâàåòñÿ ñâåðõ-
âîçðàñòàþùèì, åñëè â í¼ì êàæäûé ýëåìåíò, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áîëüøå
ñóììû âñåõ ïðåäûäóùèõ, ò.å.

ai >
i−1∑
j=1

aj, ∀i ≥ 2.
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Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè äëÿ çàäà÷è î ñâåðõâîçðàñòàþùåì ðàíöå
ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

SubSet-Sum3(B)

1 � INPUT: Ñâåðõâîçðàñòþùèé ðþêçàê B = {b1, . . . , bn}
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî s, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýëåìåíòîâ èç B

2 � OUTPUT: εi ∈ {0, 1}, 1 6 i 6 n, òàêèå, ÷òî
∑n

i=1 εibi = s
3 Ïîëîæèòü i← n
4 while i ≥ 1
5 do if s ≥ bi
6 then εi ← 1
7 s← s− bi
8 else εi ← 0
9 i← i− 1
10 return(ε1, . . . , εn).

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ïðè íåáîëüøîé ìîäè-
ôèêàöèè ìîãóò ïåðåõîäèòü ìåæäó êëàññàìè P è NP .

Çàäàíèå íà ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó

1. Ðåàëèçóéòå ïðèâåä¼ííûå àëãîðèòìû è ñðàâíèòå èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
â çàâèñèìîñòè îò n.

2. Ðàññìîòðèòå îïòèìèçàöèîííûé âàðèàíò çàäà÷è î ðàíöå ñ öåëåâîé ôóíê-
öèåé AET → max ïðè îãðàíè÷åíèÿõ AET ≤ s [6]. Ìîäèôèöèðóéòå ïðè-
âåä¼ííûå âûøå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è è ïðîâåäèòå èõ
àíàëèç.

3. Ðàññìîòðèòå íåïðåðûâíûé âàðèàíò ïðåäûäóùåé çàäà÷è [5] ïðè εi ∈ [0, 1],
i = 1 . . . n. Íàéäèòå àëãîðèòì å¼ ðåøåíèÿ è ïðîâåäèòå åãî àíàëèç.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. ×òî òàêîå ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà? Êàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ
ýôôåêòèâíûìè?

2. Åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå çàäà÷è î ñâåðõâîçðàñòàþùåì ðàíöå?
3. ×òî òàêîå êëàññû P è NP [5, 8]?
4. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû çàäà÷ èç êëàññà P. Îòâåò îáîñíóéòå.
5. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû çàäà÷ èõ êëàññà NP.
6. Ïîÿñíèòå ñóòü ïðîáëåìû N = NP [8].
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �3
Àëãîðèòìû â Z

Êðàòêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñïðàâêà
Ïðè èçó÷åíèè òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ àëãîðèòìîâ âàæíóþ ðîëü èãðàåò òåð-

ìèíîëîãèÿ òåîðèè ÷èñåë [9, 10]. Çäåñü ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíûå íåîáõîäèìûå
îïðåäåëåíèÿ è îïèñàíèå íàèáîëåå âàæíûõ àëãîðèòìîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1 (äåëèìîñòü). Ïóñòü a, b ∈ Z è a 6= 0. Ãîâîðÿò, ÷òî b
äåëèòñÿ íà a (èëè a äåëèò b, èëè b êðàòíî a, èëè a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì b)
è ïèøóò a|b, åñëè

∃c ∈ Z : b = ca.

Îïðåäåëåíèå 3.2 (îáùèé äåëèòåëü). c ∈ Z íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòå-
ëåì a è b, åñëè c|a è c|b.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) èëè Greater Common Divisor (GCD)
îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèìè ñèìâîëàìè:

(a, b), gcd(a, b), ÍÎÄ(a, b).

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ gcd(a, b) ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîâ Åâêëèäà, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ äðåâíèõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ [1]. Îñíîâíàÿ èäåÿ
àëãîðèòìà îñíîâàíà íà òîì, ÷òî gcd(a, b) = gcd(b, a mod b), ∀a, b ∈ Z.

Àëãîðèòì Åâêëèäà
Äàííûé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ÍÎÄ äëÿ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-

ñåë. Íèæå ïðèâåä¼í ïñåâäîêîä äàííîãî àëãîðèòìà.

gcd(a, b)

1 � INPUT: äâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà a ≥ b ≥ 0
2 � OUTPUT: íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a, b
3 while b 6= 0
4 do
5 r ← a mod b
6 a← b
7 b← r
8 return(a)

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(lg2 n) áèòîâûõ îïåðàöèé [1]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî
äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü íå òîëüêî ÍÎÄ äëÿ äâóõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, íî ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í äëÿ äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð
(ïîëÿ ïîëèíîìîâ, âû÷åòîâ è äð.).
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Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà
Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî âû÷èñëÿòü d =

= gcd(a, b), íî è íàõîäèò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ax+ by = d, x, y ∈ Z.

Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà (ÐÀÅ) [1].

Îïðåäåëåíèå 3.3. (ïðîñòûå ÷èñëà) ×èñëî p ∈ Z, p ≥ 2 íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì, åñëè îíî äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è íà ñàìî ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.4. (âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà) a, b ∈ Z íàçûâàþòñÿ âçà-
èìíî ïðîñòûìè, åñëè gcd(a, b) = 1.

extgcd(a, b)

1 � INPUT: äâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà a ≥ b ≥ 0
2 � OUTPUT: d � ÍÎÄ a, b è x, y ∈ Z: ax+ by = d
3 if b = 0
4 then d← a
5 x← 1, y ← 0
6 return(d, x, y)
7 x2 ← 1, x1 ← 0
8 y2 ← 0, y1 ← 1
9 while b > 0
10 do
11 q ← ba/bc
12 r ← a− qb
13 x← x2 − qx1, x2 ← x1, x1 ← x
14 y ← y2 − qy1, y2 ← y1, y1 ← y
15 a← b, b← r
16 x← x2
17 y ← y2
18 return(a, x, y)

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(lg2 n) áèòîâûõ îïåðàöèé.

Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è êîðíè ïî ìîäóëþ n
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x2 ≡ a mod n â Z∗n. (3)

Åñëè (3) ðàçðåøèìî, òî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
n, à x � êâàäðàòíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n äëÿ a.
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Ïóñòü Qn ⊂ Z∗n � ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.
Èìååì

Qn = (Z∗n)2.

Ïîëîæèì
Qn = Z∗n \Qn.

Â äàëüíåéøåì ÷èñëî n ïðåäïîëàãàåòñÿ íå÷åòíûì.
Òåîðåìà 1 î êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòàõ è êâàäðàòíûõ êîðíÿõ ïî ìîäóëþ ïðî-
ñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà n = p.
(i) |Qp| = p−1

2 . Â ÷àñòíîñòè,

|Qp| =
∣∣Qp

∣∣ =
p− 1

2
.

(ii) Åñëè x� êâàäðàòíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p äëÿ a, òî−x òàêæå êâàäðàòíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ p äëÿ a, è ëþáîé êâàäðàòíûé êîðåíü y äëÿ a óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó y ≡ ±x mod p
(iii)

a
p−1
2 ≡ ±1 mod p äëÿ âñåõ Z 3 a 6= 0 mod p.

(iv)

a ∈ Qp ⇔ a
p−1
2 ≡ 1 mod p.

Àëãîðèòì 1 íàõîæäåíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé äëÿ a ïî ìîäóëþ ïðî-
ñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà n = p.
INPUT: íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p è öåëîå ÷èñëî a: 1 ≤ a ≤ p− 1.
OUTPUT: äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ äëÿ a ïî ìîäóëþ p ïðè óñëîâèè a ∈ Qp.

1. Âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
a
p

)
=: a

p−1
2 mod p. Åñëè

(
a
p

)
= −1, òî a íå

èìååò êâàäðàòíûõ êîðíåé (ò.å. a /∈ Qp) è îñòàíîâèòüñÿ.
2. Âûáðàòü ñëó÷àéíî b ∈ Z: 1 ≤ b ≤ p− 1, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî b:(

b
p

)
= −1⇔ b ∈ Qp.

3. Çàïèñàòü p− 1 = 2st, ãäå t íå÷åòíî.
4. Íàéòè a−1 mod p èñïîëüçóÿ ÐÀÝ.
5. Ïîëîæèòü c← bt mod p è r ← a(t+1)/2 mod p.
6. For 1 ≤ i ≤ s− 1 âûïîëíèòü ñëåä.:
6.1 Âû÷èñëèòü d = (r2 · a−1)2s−i−1

mod p.
6.2 Åñëè d = −1 mod p, òî ïîëîæèòü r←r · c mod p.
6.3 Ïîëîæèòü c← c2 mod p.
7. Return(r,−r).

Àëãîðèòì 1 ïðè s = 1 ñâîäèòñÿ ê àëãîðèòìó 2
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Àëãîðèòì 2 íàõîæäåíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé êîãäà p ≡ 3 mod 4
INPUT: íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p ≡ 3 mod 4 è öåëîå ÷èñëî a:
1 ≤ a ≤ p− 1.
OUTPUT: äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ äëÿ a ïî ìîäóëþ p, ïðè óñëîâèè a ∈ Qp.

1. Âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
a
p

)
=: a

p−1
2 mod p. Åñëè

(
a
p

)
= −1, òî a íå

èìååò êâàäðàòíûõ êîðíåé (ò.å. a /∈ Qp) è îñòàíîâèòüñÿ.
2. Âû÷èñëèòü r = a(p+1)/4 mod p.
3. Return(r,−r).

Àëãîðèòì 1 ïðè s = 2 ñâîäèòñÿ ê àëãîðèòìó 3

Àëãîðèòì 3 íàõîæäåíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé êîãäà p ≡ 5 mod 8
INPUT: íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p ≡ 5 mod 8 è öåëîå ÷èñëî a: 1 ≤ a ≤ p−1.
OUTPUT: äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ äëÿ a ïî ìîäóëþ p, ïðè óñëîâèè a ∈ Qp.

1. Âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
a
p

)
=: a

p−1
2 mod p. Åñëè

(
a
p

)
= −1, òî a íå

èìååò êâàäðàòíûõ êîðíåé (ò.å. a /∈ Qp) è îñòàíîâèòüñÿ.
2. Âû÷èñëèòü d = a(p−1)/4 mod p.
3. Åñëè d = 1, òîãäà âû÷èñëèòü r = a(p+3)/8 mod p.
4. Åñëè d = p− 1, òîãäà âû÷èñëèòü
r = 2a(4a)(p−5)/8 mod p.
5. Return(r,−r).

Ïðèìåð. p = 331, a = 214.
Íàéòè x : x2 = 214 mod 331.

331 = 3 mod 4 ⇒ Àëãîðèòì 2
p− 1 = 330 = 2 · 165.
1.(

214

331

)
= (214)

331−1
2 mod 331 = (214)165 mod 331

= ((214)2)82(214) mod 331

= (118)82(214) mod 331

= ((118)2)41(214) mod 331

= (22)41(214) mod 331

= ((22)4)10(22)(214) mod 331

= (239)10(22)(214) mod 331

= ((239)2)5(22)(214) mod 331

= (189)5(22)(214) mod 331

= ((189)2)2(189)(22)(214) mod 331 = (304)2(189)(22)(214) mod 331

= (67)(189)(22)(214) mod 331 = 1 mod 331 ⇔ 214 ∈ Q331
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2.
r = (214)

331+1
4 mod 331 = (214)83 mod 331

= ((214)2)41(214) mod 331

= (118)41(214) mod 331

= ((118)2)20(118)(214) mod 331

= (22)20(118)(214) mod 331

= ((22)4)5(118)(214) mod 331

= (239)5(118)(214) mod 331

= ((239)2)2(239)(118)(214) mod 331

= (189)2(239)(118)(214) mod 331

= (304)(239)(118)(214) mod 331 = 144 mod 331

3. Êîðíè r = 144 è r = −144 = 187 mod 331

Ïðèìåð. p = 277, a = 63.
Íàéòè x : x2 = 63 mod 277.
277 = 5 mod 8 ⇒ Àëãîðèòì 3
p− 1 = 276 = 22 · 3 · 23.

1. (
63

277

)
= 63

277−1
2 mod 277 = 63138 mod 277

= ((63)2)69 mod 277 = (91)69 mod 277

= ((91)2)34(91) mod 277 =((248)2)17(91) mod 277

= (10)17(91) mod 277

= (((10)2)2)4(10)(91) mod 277

= (28)4(10)(91) mod 277

= (270)(10)(91) mod 277 = 1 mod 277.

2.

d = 63
277−1

4 mod 277 = 6369 mod 277

= ((63)2)34(63) mod 277 = (91)34(63) mod 277

= ((91)2)17(63) mod 277

= (248)17(63) mod 277

= ((248)2)8(248)(63) mod 277

= (28)2(248)(63) mod 277

= (230)(248)(63) mod 277 = 276 mod 277 = p− 1 mod 277.
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3.
r = 2(63)(4 · 63)

277−5
8 mod 277

= 2(63)(4 · 63)34 mod 277

= 2(63)((252)2)17 mod 277

= 2(63)(71)17 mod 277

= 2(63)(71)((71)2)8 mod 277

= 2(63)(71)(55)8 mod 277

= 2(63)(71)((55)2)4 mod 277

= 2(63)(71)(255)4 mod 277

= 2(63)(71)((255)2)2 mod 277

= 2(63)(71)(207)2 mod 277

= 2(63)(71)(191) mod 277

= 150 mod 277

4. Êîðíè r = 150 è r = −150 = 127 mod 277

Òåîðåìà 2 î êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòàõ è êâàäðàòíûõ êîðíÿõ ïî ìîäóëþ ñîñòàâ-
íîãî ÷èñëà n = pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà.
(i) |Qp| = ϕ(n)

4 = (p−1)(q−1)
4 . Â ÷àñòíîñòè,

∣∣Qp

∣∣ =
3ϕ(n)

4
=

3(p− 1)(q − 1)

4
.

(ii) Åñëè a ∈ Qn, òî a èìååò â Z∗n 4 ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ êîðíÿ.
(iii) Èìååì

a ∈ Qn ⇔ a mod p ∈ Qp è a mod q ∈ Qq.

Àëãîðèòì 4 íàõîæäåíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé äëÿ a ïî ìîäóëþ ñî-
ñòàâíîãî ÷èñëà n = pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå
÷èñëà.

INPUT: öåëîå ÷èñëî n ñ ïðîñòûìè ôàêòîðàìè p, q è a ∈ Qn.
OUTPUT: 4 êâàäðàòíûõ êîðíÿ äëÿ a ïî ìîäóëþ n.

1. Ñ ïîìîùüþ àëã.1 (èëè àëã.2 èëè àëã.3 åñëè îíè ïðèìåíèìû) íàéòè äâà
êâàäðàòíûõ êîðíÿ r, −r äëÿ a ïî ìîäóëþ p.
2. Ñ ïîìîùüþ àëã.1 (èëè àëã.2 èëè àëã.3 åñëè îíè ïðèìåíèìû) íàéòè äâà
êâàäðàòíûõ êîðíÿ s, −s äëÿ a ïî ìîäóëþ q.
3. Ñ ïîìîùüþ ÐÀÅ íàéòè c, d ∈ Z: cp+ dq = 1.
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4. Ïîëîæèòü x← (rdq + scp) mod n è
y ← (rdq − scp) mod n.
5. Return(±x mod n,±y mod n).

Ïðèìåð p = 331, q = 277, n = pq = 91687,
a = 62111. Íàéòè x : x2 = 62111 mod 91687.
1. 62111 = 214 mod 331 ⇒ (ñì. ïðèì.3)
r = 114 mod 331, −r = 187 mod 331
2. 62111 = 63 mod 277 ⇒ (ñì. ïðèì.4)
s = 150 mod 277, −s = 127 mod 277
3. c = 118, d = −141
4. x = (rdq + scp) mod n = 51118 ⇒
r1 = x = 51118
r2 = −x mod 91687 = 40569.
y = (rdq − scp) mod n = 69654 ⇒
r3 = y = 69654
r4 = −y mod 91687 = 22033.
5. 4 êâàäðàòíûõ êîðíÿ
r1 = x = 51118, r2 = 40569, r3 = 69654, r4 = 22033.

Çàäàíèå íà ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó

1. Ðàçðàáîòàéòå ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèÿ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâ-
êëèäà.

2. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïåðâîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû, íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

3. Ðàçðàáîòàéòå ïðîãðàììó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3). Àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî âàðèàíòó çàäàíèÿ.

4. Äëÿ Z∗n, ãäå n îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç âàðèàíòà çàäàíèÿ, îïðåäåëèòü âñå
êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîðíè óðàâíåíèÿ (3).

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñàìîãî áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, êîòîðûå âû çíàåòå.
2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.
3. Îáîñíóéòå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî gcd(a, b) = gcd(b, a mod b).
4. ×òî îçíà÷àåò çàïèñü Z∗n?
5. ×òî òàêîå ìîäóëüíàÿ àðèôìåòèêà (àðèôìåòèêà îñòàòêîâ)?
6. Âñåãäà ëè ðàçðåøèìî óðàâíåíèå ax = b mod n â Zn, Z∗n?
7. Êàê íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax = b mod n â Z∗n?
8. Âñåãäà ëè ðàçðåøèìî óðàâíåíèå x2 = a mod n â Z∗n?
9. Êàê íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 = a mod n â Z∗n?
10. Ïîêàæèòå êàê àëãîðèòìû 2 è 3 ïîëó÷àþòñÿ èç àëãîðèòìà 1.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �4
Àíàëèç àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè

Êðàòêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñïðàâêà
Çàäà÷à ñîðòèðîâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîãàòà ñóùåñòâóþùèìè àëãîðèò-

ìàìè å¼ ðåøåíèÿ [6, 7, 11]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü è ðåà-
ëèçîâàòü íåêîòîðûå èç àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè è ñðàâíèòü èõ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü.

Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñîðòèðîâêè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. (çàäà÷à ñîðòèðîâêè) Çàäà÷à ñîðòèðîâêè çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ñî ñëåäóþùèìè âõîäîì è âûõîäîì:
INPUT: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A = (a1, · · · , an) ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà.
OUTPUT: ïåðåñòàíîâêà A′ = (a′1, · · · , a′n), â êîòîðîé a′1 ≤ a′2 ≤ · · · ≤ a′n.

Âñå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå êëàññà:

• âñòàâêàìè;
• âûáîðîì;
• îáìåííûå;
• ñëèÿíèåì;

Äàëåå ðàññìîòðèì ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èõ êàæäîãî êëàññà.

Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè
Â äàííîé ñîðòèðîâêå ïðåäëàãàåòñÿ, ïðîäâèãàÿñü îò íà÷àëà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ê å¼ êîíöó, ñîõðàíÿòü íà êàæäîì i-ì øàãå ñëåäóþùèé èíâàðèàíò a′1 ≤
a′2 ≤ · · · ≤ a′i, ÷òî íà ïîñëåäíåì øàãå ïðè i = n ïðèâîäèò ê èñêîìîé ïåðåñòà-
íîâêå.

Íèæå ïðèâåä¼íî îïèñàíèå àëãîðèòìà íà ïñåâäîêîäå.

Insertion-Sort(A)

1 for j ← 2 to length[A]
2 do key ← A[j]
3 � äîáàâèòü A[j] ê îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè A[1 . . j − 1].
4 i← j − 1
5 while i > 0 and A[i] > key
6 do A[i+ 1]← A[i]
7 i← i− 1
8 A[i+ 1]← key
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Ñîðòèðîâêà ïðÿìûì âûáîðîì
Èäåÿ ñîðòèðîâêè âûáîðîì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà

â íåóïîðÿäî÷åííîé ÷àñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è åãî ïîñëåäóþùåãî èñêëþ÷å-
íèÿ ïóò¼ì çàïèñè â êîíåö.

selection-sort(A)

1 for i← length[A] to 2
2 do
3 m← MAX(A[1..i])
4 A[m]↔ A[i] � îáìåíÿòü ìåñòàìè

Ïóçûðüêîâàÿ ñîðòèðîâêà
Ïðè ïóçûðüêîâîé ñîðòèðîâêå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàâíèâàþòñÿ ñîñåä-

íèå ýëåìåíòû è åñëè îíè íå óïîðÿäî÷åííû, òî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

bubble-sort(A)

1 for i← 1 to length[A]− 1
2 do for j ← length[A] downto i+ 1
3 do if A[j] < A[j − 1]
4 then A[j]↔ A[j − 1]

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
Äàííûé àëãîðèòì ñîðòèðîâêè îòíîñèòñÿ ê êëàññó ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåëèòñÿ ïîïîëàì è êàæäàÿ
÷àñòü ñîðòèðóåòñÿ îòäåëüíî. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëèâàþòñÿ ñ ñîõðàíå-
íèåì óïîðÿäî÷åííîñòè ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû merge.

Merge(A, p, q, r)

1 n1 ← q − p+ 1, n2 ← r − q
2 � Ñîçäàåì ìàññèâû L[1..n1 + 1] è R[1..n2 + 1]
3 for i← 1 to n1
4 do L[i]← A[p+ i− 1]
5 for j ← 1 to n2
6 do R[j]← A[q + j]
7 L[n1 + 1]←∞, R[n2 + 1]←∞
8 i← 1, j ← 1
9 for k ← p to r
10 do if L[i] ≤ R[j]
11 then A[k]← L[i]
12 i← i+ 1
13 else A[k]← R[j]
14 j ← j + 1



21

merge-sort(A, p, r)

1 if p < r
2 then q ← b(p+ r)/2c
3 merge-sort(A, p, q)
4 merge-sort(A, q + 1, r)
5 merge(A, p, q, r)

Çàäàíèå íà ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó

1. Äëÿ êàæäîãî èç ïðèâåä¼ííûõ àëãîðèòìîâ íàéäèòå îöåíêó äëÿ êîëè÷å-
ñòâà øàãîâ è êîëè÷åñòâà òðåáóåìîé ïàìÿòè.

2. Ðåàëèçóéòå àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ñîãëàñíî âàðèàíòó çàäàíèÿ.
3. Ðåàëèçóéòå áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè [5, 6, 7, 11] ñî-

ãëàñíî âàðèàíòó çàäàíèÿ.
4. Ñðàâíèòå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Äëÿ ýëåìåíòîâ êàêèõ ìíîæåñòâ ìîæíî êîððåêòíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ñîð-
òèðîâêè?

2. ×òî òàêîå ñòàáèëüíàÿ ñîðòèðîâêà?
3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ?
4. ×òî òàêîå áåñïîðÿäîê?
5. Êàêîâî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ â ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè èç n ýëåìåíòîâ?
6. Îïðåäåëèòå âðåìåííóþ è ïðîñòàíñòâåííóþ ñëîæíîñòè äëÿ ïðèâåä¼ííûõ

àëãîðèòìîâ.
7. Êàêîâà ñëîæíîñòü îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè â õóäøåì ñëó-

÷àå?
8. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è ñîðòèðîâêè?
9. Åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå çàäà÷è ñîðòèðîâêè?
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