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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА М-12 

ИЗУЧЕНИЕ ДИНАМИКИ 

ТВЕРДОГО ТЕЛА НА УСТАНОВКЕ 

«МАЯТНИК УИЛБЕРФОРСА» 

 
1. Цель работы 

 

Изучение законов динамики абсолютно твердого тела на примере колеба-

ний маятника на пружине, опытное определение характеристик пружины и мо-

мента инерции подвешенного к пружине тела. 

 

2. Подготовка к работе 
 

Изучите теоретический материал по лекциям или учебнику [1–3]: модель 

абсолютно твердого тела, уравнения динамики для поступательного и враща-

тельного движения твердого тела, момент инерции, упругие силы, гармониче-

ские колебания, маятник. Прочитайте также разделы 3 и 4 методического опи-

сания, ознакомьтесь с конструкцией лабораторного стенда, порядком проведе-

ния измерений и обработки их результатов. Подготовьте проект отчета по ла-

бораторной работе, включающий рабочие формулы, схемы и подготовленные к 

заполнению таблицы. Потренируйтесь отвечать на вопросы из раздела 7 данно-

го описания и обучающего теста (на сайте кафедры физики или CD). 

 

3. Краткая теория 
 

Второй абстракцией (после модели материальной точки), с которой прихо-

дится иметь дело в механике, является модель абсолютно твердого тела 

(АТТ) – тела, деформациями которого в условиях данной задачи можно пре-

небречь. Всякое движение АТТ можно разложить на два основных вида движе-

ния – поступательное и вращательное. В частности, можно сложное движение 

АТТ  рассматривать как поступательное движение центра масс АТТ и враща-

тельное движение АТТ вокруг оси, проходящей через его центр масс.  

Центр масс АТТ движется так, как двигалась бы материальная точка с мас-

сой, равной массе тела, под действием всех приложенных к телу внешних сил: 


i

внешi,цм Fam


.                                       (1) 

Динамика вращательного движения АТТ вокруг неподвижной оси (напри-

мер, оси 0z, проходящей через его центр масс) описывается аналогичным по 

форме уравнением, которое называется основным уравнением динамики вра-

щательного движения АТТ. В проекции на ось вращения оно имеет вид: 


i

внешн,z,izz MI


                                          (2) 



 4 

где Iz – момент инерции АТТ относительно оси вращения 0z, βz – угловое уско-

рение вращательного движения АТТ вокруг оси 0z, Mi,z,внешн – моменты внеш-

них сил относительно оси вращения. Момент силы относительно оси характе-

ризует способность силы ускорять или замедлять вращательное движение тела 

вокруг этой оси. Модуль момента силы относительно оси 0z (рис. 1) вычисляет-

ся по формуле: 

zM R F  ,                                                  (3) 

где R – плечо силы относительно оси 0z (рис.1), F  – составляющая силы, на-

правленная по касательной к окружности 

радиуса R. Если вектор F


 образует с на-

правлением оси z правовинтовую систему, 

то проекция момента силы Mz имеет по-

ложительный знак. 

Сопоставив формулы вращательного 

и поступательного движений, приведен-

ные в таблице 1, можно сделать вывод, что 

наблюдается соответствие между момен-

том инерции и массой. Поэтому можно 

сделать заключение, что момент инерции 

характеризует инертные свойства тела во вращательном движении. 

Таблица 1 

Характеристики движения твердого тела 

Поступательное движение Вращательное движение 

Масса (инерция) – m Момент инерции –  I 

Сила –            F


 Момент силы –       M r F 
 

 

Проекция импульса –  

x xP m   

Проекция момента импульса* – 

z z zL I   

Уравнения динамики (проекции) 

d

d

x
x x

P
F ma

t
   

d

d

z
z z z

L
M I

t
    

Кинетическая энергия 
2

2

m
T 


 

2

2

z zI
T


  

*  ωz - угловая скорость вращательного движения АТТ вокруг оси 0z. 

 

Величина момента инерции твердого тела зависит от массы и ее распреде-

ления относительно оси вращения. Задача расчета момента инерции сводится к 

суммированию в случае дискретного распределения массы или к интегрирова-

нию при непрерывном распределении массы в объеме  V  по формулам: 
2

z i i

i

I m R       или         2 dz

V

I R V  ,                              (4) 

R 

F


 

z 

0 

r


 

Рис. 1 

zM

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где 2 2
i i iR x y   – радиус вращения массы  mi вокруг оси 0z,  – плотность ма-

териала, 2 2R x y  – радиус вращения элемента объема dV, имеющего массу  

dV . Формулы (4) отображают свойство аддитивности момента инерции – 

момент инерции АТТ, состоящего из нескольких частей, равен сумме моментов 

инерции этих частей. Для расчета момента инерции тела Iz относительно произ-

вольной оси z используют теорему Штейнера: 
2

0 0z zI I mR  ,                                             (5) 

где I0z – момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс и па-

раллельной заданной оси z,  0R – расстояние между этими осями. В большинст-

ве случаев формула для расчета момента инерции тела относительно оси, про-

ходящей через центр масс, имеет вид 
2

0I kmR ,                                                 (6) 

где 1k   – коэффициент, зависящий от формы тела, m – масса тела,  R – радиус 

вращения точки тела, максимально удаленной от оси. Например, для обруча 

или кольца малой толщины k = 1, для диска (сплошного цилиндра) k = 1/2, для 

стержня (относительно оси, перпендикулярной к стержню и проходящей через 

его середину) k = 1/12. 

 

4. Методика проведения эксперимента и описание установки 
 

Маятник Уилберфорса состоит из металлического цилиндра I, снабженно-

го спицей 4 с перемещаемыми по ней гай-

ками 5 (рис. 2). Цилиндр соединен с пру-

жиной 2, верхний конец которой закреплѐн 

на платформе стойки 3. Пружина обладает 

продольной (k) и крутильной (G) жестко-

стью, поэтому маятник может совершать 

как продольные, так и крутильные колеба-

ния. 

Выберем систему координат, в кото-

рой ось 0z совпадает с вертикальной осью 

маятника. Если отклонить маятник в верти-

кальном направлении на малую величину z 

от положения равновесия без поворота во-

круг своей оси, то на него начнет действо-

вать возвращающая к равновесию сила: 

zF kz  . 

В этом случае уравнение динамики 

поступательного движения маятника (см. (1))  
2

2

d

d

z
m kz

t
   

можно привести к следующему уравнению гармонических колебаний: 

1 

2 3 

4 

5 

Рис. 2. 
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2
2

пр2
0

d z
z

dx
  , 

nр

k

m
  ,                                                       (7) 

m = m1 + m2 + 2m0,                                           (8) 

где ωпр –  циклическая частота продольных колебаний, m1 – масса цилиндра, m2 

– масса спицы, m0 – масса одной гайки. 

Если повернуть маятник вокруг своей оси на некоторый малый угол φ от 

положения равновесия без отклонения в вертикальном направлении, то на него 

начнет действовать возвращающий к равновесию момент силы Mz относитель-

но этой оси: 

zM G   , 

где коэффициент пропорциональности G называется крутильной жесткостью 

пружины. В этом случае уравнение динамики вращательного движения маят-

ника (см. (2)) 
2

2

d
I G

dt


    

 можно привести к следующему уравнению гармонических колебаний: 
2

2

кр2
0

d

dt


   , 

                                                        кр

G

I
  ,                                                        (9) 

где ωкр – циклическая частота крутильных колебаний, I - момент инерции маят-

ника (включая спицу с гайками). 

В соответствии с формулами (7) и (9) периоды продольных и крутильных 

колебаний маятника соответственно равны: 

 пр 2
m

T
k

  ,                                                      (10) 

кр 2
I

T
G

  .                                                     (11) 

Формула (10) позволяет по экспериментальным значениям периода про-

дольных колебаний (при известной массе маятника) рассчитать продольную 

жесткость пружины: 
2

2

пр

4 m
k

T


 .                                                     (12) 

Величину Tкр можно регулировать, изменяя момент инерции маятника I 

путем перемещения гаек 5 вдоль спицы 4 (при этом период Тпр не изменяется, 

так как масса маятника m и жесткость пружины k остаются постоянными). То-

гда момент инерции маятника удобно записать в виде 

                                             2

0 02I I m l  ,                                                   (13) 
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где I0 – момент инерции цилиндра со спицей без учета гаек, l – расстояние от 

оси цилиндра до центра гайки (предполагается, что гайки являются материаль-

ными точками с массой m0 и смещаются всегда симметрично относительно оси 

цилиндра). 

Формула (11) содержит две неизвестные величины G и I. Для их определе-

ния предварительно преобразуем формулу (11) с учетом (13) к более удобному 

для дальнейших расчетов виду с целью получения линейной зависимости 
2 2

кр отT l : 

2 2
2 20

кр 0

8 4m
T l I

G G

 
  .     (14) 

Это уравнение аналогично мате-

матической записи уравнения прямой 

линии y ax b  , где 2

крy T , x = l
2
. 

Его можно использовать для опреде-

ления крутильной жесткости пружины 

и момента инерции  цилиндра со спи-

цей I0. Для этого по результатам экс-

перимента строится график зависимо-

сти 2 2

кр отT l . Пример такого графика 

приведен на рис. 3. Угловой коэффи-

циент полученной прямой a связан с 

крутильной жесткостью пружины G 

соотношением: 

 

2 2

0

2

d( ) 8

d

кT m
a

Gl


  . 

Рассчитав его по полученному графику как отношение катетов вспомога-

тельного прямоугольного треугольника (с учетом масштаба и размерностей; 

подробные пояснения приведены на стенде в лаборатории) можно получить  

крутильную жесткость пружины по формуле: 
2

08 m
G

a


 .                                                    (15) 

Координата b точки пересечения прямой с осью ординат (осью Т
2
) связана 

с моментом инерции цилиндра со спицей (без гаек) I0 и величиной G соотноше-

нием: 
2

0

4
b I

G


 . 

Измерив ее  по графику, можно рассчитать момент инерции цилиндра со 

спицей: 

0 24

bG
I 


.                                                   (16) 

2 

4 

6 

8 

10 

T
2
, 

с
2 

l
2
, см

2
 
 

20 40 60 80 
0 

Рис. 3  

b 
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Такая процедура требует от экспериментатора определенных навыков, и ее 

результат существенно зависит от субъективных факторов. Одним из аналити-

ческих методов, позволяющих существенно повысить точность расчетов и оце-

нить ошибку измерения, является метод наименьших квадратов (МНК). В 

нем, после минимизации среднеквадратичного отклонения результатов измере-

ний Тi
2
 от искомой прямой линии, получаются следующие формулы для расчета 

величин a и b: 

2

2

, ,
i i i i i i

i i i i i

i i

i i

n x y x y y a x

a b
n

n x x

 

 
 

  
 

    

 

                           (17) 

где 2

i ix l ,  yi ≡Ti
2
,  n – количество измерений.  

Стандартные ошибки этих величин рассчитываются соответственно по 

формулам: 

 

2

2

2 2

2

2

1 1
, .

2

i i

i i

a b a i

i

i i

i i

n y y

a x
n n

n x x

  
  
       

   
   
   

 


 

                    (18). 

 
5. Порядок выполнения работы 

 

5.1. Измерение периода продольных колебаний маятника. 

5.1.1. Записать над таблицей 2 значения m1 (масса цилиндра), m2 (масса 

спицы), m0 = 0,053 кг (масса одной гайки), которые приведены на верхней 

платформе стойки. Скручивая гайки, установить их симметрично на спице на 

минимальном удалении от оси цилиндра lmin. Отклонив цилиндр в вертикаль-

ном направлении, без поворота вокруг его оси, на малое расстояние (2 ÷ 3 см), 

привести систему в состояние продольных (вертикальных) колебаний. Изме-

рить по секундомеру полное время 10 периодов колебаний tпр1. Записать полу-

ченное значение периода колебаний Tпр1 = tпр1/10 без округления в таблицу 2.  

5.1.2. Повторить измерения по п.5.1.1. еще 5 раз с записью результатов 

Тпр2÷ Тпр6  в таблицу 2. 

5.2. Измерение периода крутильных колебаний маятника 

5.2.1. Записать положение гаек на спице l1 = lmin в таблицу 3 (рекомендует-

ся выбирать целочисленные значения для l1 в см). При определении величины l1 

необходимо учитывать размер гаек (h = 1 см) и отсчет вести от середины гайки. 

Повернув цилиндр на малый угол (20 ÷ 30°) вокруг его оси, без смещения в 

вертикальном направлении, привести систему в состояние крутильных колеба-

ний. Измерить по секундомеру полное время 10 периодов колебаний tкр,1. Запи-

сать полученное значение периода крутильных колебаний Tкр1 = tкр1/10 без ок-

ругления в таблицу 3.  
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5.2.2. Провести аналогичные измерения для других симметричных поло-

жений гаек li на спице, всякий раз смещая их на 2см от оси цилиндра. Занести 

полученные значения li и Ткр,i в таблицу 3.  
Примечание: при возникновении биений измерения следует проводить, не обращая 

внимания на медленные изменения амплитуды крутильных колебании. 

 
6. Обработка результатов измерений и оформление отчёта 

 

6.1. Определение продольной жесткости пружины 

6.1.1. Рассчитать по формуле (8) полную массу маятника (включая спицу с 

гайками). Записать полученное значение над таблицей 2. 

6.1.2. По данным таблицы 2 рассчитать среднее значение периода про-

дольных колебаний пр пр,

1
i

i

T T
n

  , где n = 6 – число измерений. Записать ре-

зультат без округления в соответствующую ячейку таблицы 2.  

6.1.3. Рассчитать продольную жесткость пружины по формуле (12): 
2

2

пр

4 m
k

T


 . 

Замечание: последующие расчеты по п.п. 6.1.4-6.1.5 можно существенно упростить, ес-

ли (по согласованию с преподавателем) использовать возможности работы с таблицами 

в Microsoft Excel. Для этого необходимо войти в директорию «Обработка результатов 

ЛР», расположенную на рабочем столе лабораторного компьютера, и открыть файл 

«Расчет стандартной ошибки.xls». Затем ввести в ячейки таблицы полученные в экспе-

рименте величины xi= Тпр1 ÷ Тпр6. Записать результат компьютерного расчета в лабора-

торный журнал.  

6.1.4. Рассчитать величины отклонения от среднего 
пр, прiT T  и их квадраты 

2

пр, пр( )iT T . Записать результаты без округления в соответствующие столбцы 

таблицы 2. 

6.1.5. Рассчитать среднеквадратичную погрешность (стандартную ошибку) 

измерения периода продольных колебаний по формуле 

 

6
2

пр, пр

1

1
( )

1
iT

i

T T
n n 

  

 . 

Принять за погрешность измерения периода продольных колебаний стандарт-

ную погрешность, т.е. ΔТпр = 
T

 . Записать полученное значение с точностью не 

более двух значащих цифр в таблицу 2. 
Замечание.  Последнее означает, что мы приняли величину доверительной вероятности 

(надежности измерения) Р = 0,68 (68%), а коэффициент Стьюдента tP,n = 1,0 при n = 6 

(для упрощения, вместо табличного значения tP,n = 1,2). 

6.1.6. Рассчитать погрешность определения продольной жесткости пружи-

ны по формуле 
2

2

пр

пр

4
Tm

k k k k
m T

  
            

, 
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где принять    
2 2

1 2 2 0,014 кгmm m m        (ρm = 0,01 кг – цена деле-

ния лабораторных весов). Записать полученные результаты в таблицу 4 в стан-

дартной форме k k  .  

6.2. Определение крутильной жесткости пружины и момента инерции ма-

ятника 

6.2.1. Рассчитать и записать без округления в соответствующие ячейки 

таблицы 3 значения 2

i ix l  и 2

кр,i iy T . 

6.2.2. Нанести значения экспериментальных точек на координатную плос-

кость 2 2

кр отT l . Построить график зависимости  2 2

крT l , проведя прямую линию 

вида y ax b   так, чтобы экспериментальные точки были от нее на минималь-

ных расстояниях по разные стороны. Произвести измерения величин момента 

инерции цилиндра со спицей и крутильной жесткости пружины графическим 

методом (см. пояснения к рис. 3 и формулы (15) и (16)). Записать в таблицу 4 

полученные результаты как  I0гр и Gгр. 
Замечание: последующие расчеты п.п.6.2.3-6.2.5 можно также существенно упростить, 

если (по согласованию с преподавателем) использовать возможности работы с таблицами в 

Microsoft Excel. Для этого необходимо открыть папку «Обработка результатов ЛР», распо-

ложенную на рабочем столе лабораторного компьютера, и открыть файл «Расчет y=ax+b  

МНК.xls». Затем руководствоваться приведенными в файле пояснениями. 

6.2.3. Рассчитать 2 2, ,i i i ix y x y  и записать результаты без округления в ос-

тавшиеся столбцы таблицы 3. 

6.2.4. Произвести суммирование величин в каждом из пяти последних 

столбцов таблицы 3 ( i

i

x , i

i

y , 2

i

i

x , 2

i

i

y  и i i

i

x y ) и записать результаты 

в последней строке. 

6.2.5. Рассчитать значения a, b, σa и σb методом наименьших квадратов по 

формулам (17) и (18).  

6.2.6. Принять в качестве погрешностей (ошибок) определения величин a и 

b соответствующие стандартные ошибки, т.е. Δa = a  и Δb = b  (см. замечание 

к п. 6.1.5). Результаты записать в таблицу 4 в стандартной форме a ± Δa, b ± Δb. 

При записи результатов необходимо округлить величину ошибки до одной–

двух значащих цифр. Последние цифры значений величин a и b должны быть 

того же разряда, что и в их погрешности.  

6.2.7. Рассчитать по формулам (15) и (16) значения G и  I0.  

6.2.8. Рассчитать относительные погрешности измерения G и  I0 по форму-

лам 
22

0

0

,
G a m

G
G a m

    
      

   
     

2 2

0
0

0

I b G
I

I b G

     
      

   
 

и соответствующие погрешности G G G    и 0 0 0I I I   . Считать, что Δm0 ≈ 

m = 0,001 кг (ρm– цена деления лабораторных весов, использованных при опре-

делении массы гаек). Записать полученные результаты в таблицу 4 в стандарт-

ной форме G G   и 0 0I I  .  
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6.2.9. По полученным результатам эксперимента сделать выводы. 

 

7. Вопросы  для допуска к лабораторной работе 
 

I. Какие силы называются упругими?  

2. Дайте определения момента силы, момента импульса материальной точ-

ки, момента инерции тела. 

3. Поясните роль момента инерции во вращательном движении. 

4. Запишите формулу момента импульса твердого тела относительно оси. 

5. Запишите уравнение динамики вращательного движения твердого тела в 

общем случае и применительно к лабораторной установке. 

6. 0т каких параметров системы зависят периоды продольных и крутиль-

ных колебаний груза на пружине в данной лабораторной работе? Почему пери-

од продольных колебаний не изменяется при смещении гаек по спице? Каким 

образом можно регулировать период крутильных колебаний в лабораторной ус-

тановке? 

7. Объясните, каким образом экспериментально определяется крутильная 

жесткость пружины? В чем заключается физический смысл этого параметра и 

какова его размерность? 

 

8. Литература 
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Таблица 2 

m1 = ….  кг, m2 = …   кг, m0 = 0,053 кг, m = …  кг, 0,014m   кг. 

i 
пр,iT , с 

пр, прiT T , с 2

пр, пр( )iT T , с
2 

1    

2    

3    

4    

5    

6    

 
пр,iT =…   

2

пр, прiT T  … 

 
прT …  

пр T
T   … 

 

Таблица 3 

m0 = 0,053 кг 

i  li, 

м 

Tкр,i, 

с 

2

i ix l , м
2
 2

кр,i iy T , 

с
2
 

2

ix , 

м
4
 

2

iy , 

с
4 

i ix y , 

м
2
·с

2
 

 

1        

2        

3        

4        

5        

6        
Сум

мы 
  Σ xi =  Σyi = 2

i

i

x   2

i

i

y   i i

i

x y   

 
 

Таблица 4 

Продольные колебания 

Продольная жесткость пружины k = . . . ± . . .   Н/м 

Крутильные колебания 

 Графический 

метод 

Метод наименьших 

квадратов
 

Коэффициент наклона aгр = . . .  (с/м)
2 

a = . . . ± . . .   (с/м)
2 

y-пересечение bгр = . . .    с
2 

b = . . . ± . . .   с
2 

Крутильная жесткость пружины Gгр = . . .    Н·м G = . . . ± . . .   Н·м 

Момент инерции цилиндра со 

спицей 

I0гр = . . . .     кг·м
2 

I0 = . . . . ± . .    кг·м
2 

 
 

 


