Часть 6. Колебания тонкостенных элементов ГТД
Лекция 6.1. Колебания оболочек. Основные расчётные соотношения

Колебания элементов конструкции двигателя, выполненных в виде цилиндрических оболочек. Причины, вызывающие колебания. Задачи динамического расчета. Основные расчетные соотношения
Ряд узлов газотурбинного двигателя, в частности, кожухи жаровых труб камер сгорания, реактивные сопла, форсажные камеры и некоторые элементы силового корпуса  могут рассматриваться как тонкостенные оболочки. 

Нагрузками, возбуждаюшими колебания этих узлов являются газодинамические силы пульсации газового потока, нагрузки, передаваемые с опор от вращения  неуравновешенного ротора, нестационарное обтекание набегающим потоком воздуха динамические нагрузки, передаваемые на двигатель через узлы его крепления к летательному аппарату при посадке и пробеге и др.  
Величина и характер изменения  этих нагрузок во времени не всегда поддаётся описанию, но спектральный состав достаточно хорошо изучен. В связи с этим целесообразно задачу динамического расчёта таких узлов ставить и решать как задачу расчёта частот их собственных колебаний с целью отстройки от опасных резонансных режимов.

Большая часть тонкостенных конструкций узлов ГТД выполняется в виде цилиндрических оболочек. Поэтому ниже будут рассматриваться оболочки этой конфигурации. Следует, кроме того, заметить, что основные свойства спектра частот оболочек вращения с криволинейной образующей имеют большое качественное сходство с особенностями спектра частот цилиндрических оболочек.

6.1.1. Основные расчётные соотношения

Рассмотрим тонкостенную круговую цилиндрическую оболочку, при деформациях которой выполняются следующие условия:
1. Произвольный элемент оболочки, нормальный к её срединной поверхности до деформации, остаётся нормальным к деформированной срединной поверхности и сохраняет свою длину;
2. Напряжения, нормальные к площадкам, параллельным срединной поверхности, считаются пренебрежимо малыми по сравнению с остальными напряжениями;
3. Материал оболочки работает в области линейной упругости;
4. Силы внутреннего трения при колебаниях не учитываются.

Первые три допущения позволяют решать задачу колебаний оболочки в линейной постановке с малой погрешностью порядка 
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 в сравнении с единицей. Здесь 
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 толщина оболочки, а 
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 радиус её срединной поверхности (рис.6.1,а).

Последнее допущение, упрощая решение задачи, не вносит заметной погрешности в определение нижней части спектра собственных частот. 

Положение произвольной точки срединной поверхности оболочки определяется цилиндрическими координатами (
[image: image4.wmf]q
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), где 
[image: image5.wmf]-

x

расстояние от начального сечения до точки по образующей, 
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угловая координата, отсчитываемая от начального радиуса.

 Области изменения значений координат ограничены пределами 
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длина оболочки.

Перемещения произвольной точки срединной[image: image1.wmf]R

d

 поверхности рассматриваются в декартовой системе координат, связанной с недеформированной срединной поверхностью таким образом, что ось 
[image: image10.wmf]1

 направлена по образующей, ось 
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 по касательной к направляющему кругу, а ось 
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 по радиусу оболочки. Обозначим компоненты перемещений по этим осям соответственно 
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 и 
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Уравнения, описывающие колебания

 Рис.6.1.Системы координат           оболочки, выводятся из условий динамического

 и равновесие элемента оболочки  равновесия её  элемента (рис.6.1,б).

Условия равенства нулю главных векторов сил и моментов запишутся в виде:
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Рис.6.2. Равновесие элемента оболочки
В этих уравнениях 
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 нормальное усилие в сечении 
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 нормальное усилие в сечении 
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                                                      перерезывающая сила в сечении 
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                                                      перерезывающая сила в сечении 
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 компоненты распределённой внешней нагрузки.

В соответствии с принципом Даламбера к внешней нагрузке добавлены компоненты  распределённых сил инерции с обратными знаками: 
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где 
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 массовая плотность материала оболочки.

Из последних двух уравнений находим:
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Подставляя эти соотношения в первые три уравнения, получим:
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             (6.1)
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Компоненты деформаций выражаются через перемещения по формулам (рис.6.3).
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Здесь
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 относительные                 деформации  кручения  в направле-нии осей 
[image: image33.wmf]1

 и 
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;
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 относительный сдвиг, т.е. изменение угла между
Рис. 6.3. Деформации элемента оболочки               осями 
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 и 
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;

[image: image38.wmf]1

c

 и 
[image: image39.wmf]-

3

c

 компоненты изменения
 кривизны срединной поверхности;
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 относительная деформация.
Напряжения и деформации для двухосного напряжённого состояния связаны законом Гука:
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Отсюда погонные усилия, действующие на элемент оболочки:
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При изгибе оболочки удлинение какого–либо волокна, отстоящего от срединной поверхности на расстоянии 
[image: image43.wmf]z

 за счёт изменения кривизны равно:
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Отсюда изгибающий момент:
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Аналогично:
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Крутящий момент:
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В результате подстановки выражений для сил и моментов с учётом формул для деформаций (6.2) в уравнения (6.1) получим:
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              (6.4)

Система дифференциальных уравнений в частных производных (6.4) является системой уравнений движения  тонкой круговой цилиндрической оболочки. В её записи использовано обозначение оператора Лапласа:

[image: image49.wmf]4

4

4

2

2

4

2

4

4

1

1

2

q

q

¶

¶

+

¶

¶

¶

+

¶

¶

=

DD

w

R

x

w

R

x

w

w

.

Любая задача динамики круговой цилиндрической оболочки сводится к необходимости решения этой системы с соответствующими краевыми условиями. Пусть эти условия отражают свободное опирание краёв оболочки, т.е. при 
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С учётом выражений (6.2) и (6.3) эти условия записываются в виде 
[image: image51.wmf]11

0

vwMT

====

:

[image: image52.wmf];

0

|

).

1

0

=

=

x

v

 
[image: image53.wmf]0

|

).

2

0

=

=

x

w

; 
[image: image54.wmf]0

|

).

3

0

=

¶

¶

=

x

x

u

: 
[image: image55.wmf]0

|

).

4

0

2

2

=

¶

¶

=

x

x

w

; 
                             
[image: image56.wmf]0

|

).

5

=

=

L

x

v

; 
[image: image57.wmf];

0

|

).

6

[

=

=

L

w

 
[image: image58.wmf];

0

|

).

7

[

=

¶

¶

=

L

x

u

 
[image: image59.wmf]0

|

).

8

[

2

2

=

¶

¶

=

L

x

w

.                      (6.5)
Для замкнутой круговой цилиндрической оболочки к этим условиям следует добавить требование периодичности решений по углу 
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Начальные условия для перемещений 
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 и первых их производных по времени  
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 должны соответствовать физическому смыслу задачи.

При известных внешних динамических нагрузках 
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 решение системы уравнений движения (6.4) с учётом условий опирания (6.5), периодичности (6.6) и начальных условий даёт описание картины вынужденных колебаний оболочки.

Собственные колебания оболочки происходят без воздействия внешних нагрузок лишь в результате начальных отклонений от положения равновесия. Поэтому система уравнений, описывающая свободные колебания оболочки, не содержит членов 
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Лекция 6.2.  Колебания оболочек
Порядок решения задачи о собственных колебаниях оболочек

Задача о собственных колебаниях круговой цилиндрической оболочки допускает решение в виде разложения в ряд по гармоническим функциям. В силу ортогональности базовых функций можно  представить решение системы уравнений (6.7) для каждого из перемещений при собственных колебаниях оболочки  в виде одного члена такого ряда:
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Легко понять, что выражения (6.8) удовлетворяют граничным условиям (6.5) и условиям замкнутости (6.6).
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Для отыскания неизвестных амплитудных значений 
[image: image73.wmf]mn
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 и 
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 выполним следующие операции:
а. Подставим выражения (5.8) в исходную систему уравнений (6.7). В результате получим:
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где 
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б. Умножим первое уравнение (6.9) на 
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с. Проинтегрируем каждое из полученных в результате этих операций уравнений по 
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Поскольку определённые интегралы от квадратов гармонических функций:
          
[image: image89.wmf]dt

tdxd

Cos

n

Cos

L

x

m

Cos

L

q

w

q

p

p

v

p

2

2

0

2

9

2

0

2

ò

ò

ò

 и 
[image: image90.wmf]dt

tdxd

Cos

Cos

L

x

m

Sin

L

q

w

q

p

p

w

p

2

2

0

2

0

2

0

2

ò

ò

ò


представляют собой не равные нулю числа, можно левые и правые части полученных после интегрирования  уравнений на эти числа разделить и получить тем самым, систему однородных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов
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Условием существования ненулевых решений системы уравнений (6.10) является равенство нулю определителя этой системы:
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Здесь введено обозначение:
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Раскрывая определитель, получим:
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Корни этого уравнения 
[image: image97.wmf]W

 соответствуют таким значениям квадратов частот колебаний 
[image: image98.wmf]2

w

, при которых оболочка имеет отличные от нуля амплитудные значения 
[image: image99.wmf]mn

mn
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,

 и 
[image: image100.wmf]mn

C

 компонент перемещений 
[image: image101.wmf]v

u

,

 и 
[image: image102.wmf]w

, или иначе – квадратам частот собственных колебаний оболочки.

Для каждого сочетания (для каждой пары) чисел 
[image: image103.wmf]n

m

,

 уравнение (6.12) имеет три вещественных положительных корня, которые соответствуют квадратам частот трёх основных видов колебаний. Поскольку числа 
[image: image104.wmf]m

 и 
[image: image105.wmf]n

 могут принимать любые целые значения от единицы до бесконечности, то для каждого из трёх видов колебаний существует бесконечное число собственных частот и форм колебаний.

Лекция 6.3. Виды и формы собственных колебаний оболочек. Особенности спектра частот собственных колебаний

Энергетический подход к анализу динамических характеристик конструкции. Особенности спектра частот собственных колебаний оболочек
Для анализа особенностей спектра частот и форм собственных колебаний цилиндрической оболочки следует ещё раз вернуться к смыслу тех преобразований, которыми сопровождался вывод частотного уравнения (6.12).

Обратим внимание на то, что система уравнений (6.7) является не чем иным, как условием равенства нулю суммы распределённых сил упругости и инерции при свободных колебаниях оболочки. Это непосредственно вытекает из смысла исходной системы уравнений (6.1).

 В процессе преобразований системы ( стр. 129) силовые факторы умножались на компоненты перемещений оболочки (операция б), затем полученные произведения интегрировались по поверхности оболочки и на периоде её собственных колебаний (операция с). Эта последовательность, как известно, приводит к получению выражений для энергии.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что полученная в результате система уравнений (6.10)  является условием равенства нулю суммы потенциальной и кинетической энергии оболочки на периоде её колебаний. Условие существования нетривиальных решений этой системы, которое используется в качестве частотного уравнения (6.12), по существу несёт в себе этот же смысл.

Частотное уравнение, как это установлено выше, имеет три действительных положительных корня, которые соответствуют при каждой заданной паре чисел 
[image: image106.wmf]n

m

,

 значениям квадратов частот одного из трёх видов собственных колебаний.

Энергетический анализ частотного уравнения позволяет эти три вида трактовать как преимущественно радиальные или изгибные (с наибольшей долей энергии, внесённой радиальными перемещениями), преимущественно тангенсиальные (с наибольшей долей энергии, внесённой окружными перемещениями) и соответственно преимущественно продольными колебаниями.

Если корни частотного уравнения или соответствующие им квадраты частот (6.11):
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расположить в порядке возрастания:
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то при той же паре чисел 
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 наименьшее значение квадрата частоты 
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 будет соответствовать преимущественно радиальным (изгибным) колебаниям, второе по величине значение 
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тангенсиальным и третье 
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 продольным колебаниям.
Частоты колебаний определяются числами 
[image: image114.wmf]n

m

,

, которые могут принимать любые целые значения. Из выражений (6.8) для перемещений оболочки следует, что значение 
[image: image115.wmf]m

 определяет число полуволн, образующихся при колебаниях оболочки по её длине, а 
[image: image116.wmf]-

n

 число волн в окружном направлении (рис.6.4).

Числа 
[image: image117.wmf]m

 и 
[image: image118.wmf]n

 принято называть волновыми числами, определяемые ими формы перемещений при свободных колебаниях оболочки – собственными формами, а соответствующие этим формам частоты – частотами собственных колебаний или собственными частотами.
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Рис.6.4. Формы собственных колебаний оболочки
Для дальнейшего анализа особенностей спектра частот и форм собственных колебаний перепишем частотное уравнение (6.12) в виде:
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где
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На графике (рис.6.5) показан характер изменения по 
[image: image122.wmf]W

 линейного, квадратного и кубического членов левой части уравнения (6.13)  всех четырёх частей  суммы, входящих в выражение 
[image: image123.wmf])
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.

Первый корень частотного уравнения (6.23) 
[image: image124.wmf]1

W

  равен значению 
[image: image125.wmf]W

 в точке пересечения кривой
[image: image126.wmf])

(

W

D

с осью абсцисс. С учётом того, что при небольших значениях 
[image: image127.wmf]W

 точки пересечения всех трёх кривых близки друг к другу, можно приблизительно определить 
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 как:
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. Заметим, что
Рис.6.5. Кривые изменения членов                  близость собственных частот, опреде-

левой части частотного уравнения                   ляемых значениями квадратных кор-

ней из 
[image: image130.wmf]W

, будет ещё большей.
Отсюда с учётом выражений для  , и 
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 в формулах (6.14) следует, что квадрат частоты радиальных колебаний оболочки равен:
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На рис. (6.6) приведена рассчитанная по формуле (6.15) и полученная экспериментально диаграмма изменения  частоты собственных радиальных колебаний оболочки с одной полуволной 
[image: image133.wmf]1

=

m

 по длине в зависимости от числа волн 
[image: image134.wmf]n

 по окружности. Частота колебаний обозначена буквой 
[image: image135.wmf]f

 , т.к. она здесь измеряется в герцах.


[image: image136.wmf] Характерной особенностью этой диаграммы является то, что минимальная частота не соответствует самой простой форме колебаний и наблюдается при 
[image: image137.wmf]3
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. Это объясняется следующим.

Уравнение для частот собствен-ных колебаний получено, как показано выше, из энергетических соотноше-ний. Вследствие этого можно утверждать, что как и в известной формуле Рэлея, квадрат частоты при нормированном начальном отклоне-нии из–за независимости его от начального отклонения равен
                                                                    максимальному значению потенци-
         Рис.6.6. Частотная диаграмма                  альной энергии за один период колеба- 

                                                                    ний оболочки.

Потенциальная энергия оболочки 
[image: image138.wmf]П

  суммируется из потенциальной энергии изгиба 
[image: image139.wmf]ИЗ

П

 и потенциальной энергии растяжения её срединной поверхности 
[image: image140.wmf]Р

П

. Таким образом, квадрат частоты равен сумме: 
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С ростом числа волн по окружности оболочки формы её колебаний сопровождаются всё большей кривизной деформированной срединной поверхности и, как следствие, ростом энергии изгиба оболочки. Энергия же растяжения с ростом числа волн падает. Совокупный эффект уменьшения энергии растяжения и возрастания энергии изгиба приводит к наличию минимума полной потенциальной энергии, а ,следовательно, квадрата частоты и самой собственной частоты при каком–то числе волн 
[image: image142.wmf]n

 по окружности.

Изложенные здесь результаты получены В.Е. Бреславским, а формула для квадрата частоты (6.15) носит название формулы Бреславского.

Им была решена и более сложная задача о собственных колебаниях оболочки с учётом избыточного внутреннего давления. В этом случае квадрат частоты может быть определен из несколько упрощённой формулы:
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где 
[image: image144.wmf]-
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 избыточное давление.

Проанализируем характер изменения частоты собственных колебаний оболочки при изменении её относительных размеров и избыточного давления.

Влияние относительного удлинения – отношения длины оболочки 
[image: image145.wmf]L

 к радиусу  срединной поверхности 
[image: image146.wmf]R

 можно проследить на основе зависимости 
[image: image147.wmf]2

w

от величины 
[image: image148.wmf]L
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Из формулы (6.15) видно, что с увеличением удлинения за счёт снижения величины 
[image: image149.wmf]l

 квадрат собственной частоты уменьшается. Этот вывод подтверждается и сопоставлением экспериментальных частотных диаграмм для оболочек разной длины при неизменных остальных параметрах  (рис.6.7).

Влияние относительной толщины – отношения толщины 
[image: image150.wmf]d

 к радиусу оболочки 
[image: image151.wmf]-

R

 сказывается на величине 
[image: image152.wmf]e

, входящей в формулу для 
[image: image153.wmf]2

w

. Характер изменения частоты колебаний в зависимости от 
[image: image154.wmf]e

 нелегко проанализировать по формуле (6.15), которую следовало бы для этой цели несколько  преобразовать. Не делая этого, примем без доказательства, что с ростом относительной толщины оболочки частота её собственных колебаний уменьшается.

Рост избыточного внутреннего давления и осевой растягивающей силы, как это слдует из формулы (6.16), приводит к увеличению частоты собственных колебаний. Это явление может быть использовано для отстройки тонкостенных конструкций типа сосудов давления от опасных резонансных режи-  
   Рис.6.7. Частотная диаграмма              мов. Так, в частности, можно с помощью
       оболочек разной длины                  

наддува тонкостенных оболочек при транспортировке повысить их частоту и тем самым вывести её за пределы частот возбуждения,  возникающих при движении по неровной дороге.
Частота собственных колебаний оболочки, как и любой другой упругой системы, растёт с  увеличением жёсткости и падает с ростом массовой плотности материала.
Примечания

Первые работы, в которых определены основные гипотезы, использующиеся в современной теории пластин и оболочек, принадлежат Кирхгофу. В своём знаменитом Мемуаре, опубликованном в 1850 г., он сформулировал гипотезу прямых нормалей при нерастяжимой срединной поверхности.
Теория изогнутых пластин и оболочек была рассмотрена впервые в 1874 г. с точки зрения общих уравнений теории упругости Ароном ( H. Aron), удерживавшим в уравнениях члены, зависящие лишь от растяжения срединной поверхности.

Рэлей, рассматривая в 1882г. колебания оболочки, приходит к выводу о том, что энергия деформации растяжения оболочки пропорциональна её толщине, а энергия изгиба – кубу толщины. На этом основании он посчитал целесообразным при изучении колебаний оболочки пренебречь растяжением её срединной поверхности.

Ляв (A.E.H Love, 1863 – 1940) продолжил исследования Рэлея и, рассмотрев колебания оболочки отдельно без изгиба и без удлинения срединной поверхности, оценил характер поправок к полученным ранее результатам. Он, в частности, указал, что допущение Рэлея относительно изгибных колебаний не удовлетворяет в точности граничным условиям.

Современная теория оболочек разработана В.З Власовым, опубликовавшим свою книгу “Общая   теория   оболочек” в 1940 г. Большой вклад в теорию оболочек внесли А.И. Лурье, А.Л. Голбденвейзер и В.В. Новожилов.

Классические  результаты  в  исследовании   колебаний    оболочек   получены   в 1952 г. В.Е. Бреславским.
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