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Äàííûå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ èçäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ó÷åáíûì ïëàíîì äëÿ ñòóäåí-
òîâ III êóðñà ñïåöèàëüíîñòè 090106 "Èíôîðìàöèîííàÿ áåçîïàñíîñòü"äíåâíîãî îáó÷åíèÿ.
Îíè ñîäåðæàò îïèñàíèå ÷åòûðå ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàññ÷èòàíà íà
4 àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñà, íåîáõîäèìûå äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è ïðè-
ìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àì, âêëþ÷åííûì â ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû. Öåëü
ïîñîáèÿ � ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â âûïîëíåíèè ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî äèñöèïëèíå "Òåîðèÿ
êîäèðîâàíèÿ".
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"Èíôîðìàöèîííàÿ áåçîïàñíîñòü", óòâåðæäåííîìó 25 ÿíâàðÿ 2007 ãîäà, äëÿ ñòóäåíòîâ III
êóðñà äíåâíîãî îáó÷åíèÿ.

Ðàññìîòðåíû è îäîáðåíû íà çàñåäàíèÿõ êàôåäðû 17.04.08 è ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà 24.04.08.
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Ââåäåíèå
Äàííûå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñòóäåíòîâ III�ãî êóðñà äíåâíîé

ôîðìû îáó÷åíèÿ ñïåöèàëüíîñòè 090106 "Èíôîðìàöèîííàÿ áåçîïàñíîñòü"è ñîäåðæàò îïè-
ñàíèå ÷åòûðåõ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàññ÷èòàíà íà 4 àêàäåìè÷åñêèõ
÷àñà.

Öåëü ïðîâåäåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò:
• ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â çàêðåïëåíèè íåîáõîäèìûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé ïî ïðåäìåòó,
íà îñíîâå êîòîðûõ ðåøàþòñÿ çàäà÷è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè êîììóíèêàöèîí-
íûõ ñèñòåì;

• äàòü ñòóäåíòàì íåêîòîðûå íàâûêè àíàëèçà êîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì â öåëÿõ çàùè-
òû áåçîïàñíîñòè èíôîðìàöèè è íàó÷èòü îñíîâíûì ìåòîäàì êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðî-
âàíèÿ èíôîðìàöèè;

• äàòü ñòóäåíòàì âîçìîæíîñòü ïðàêòèêè âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðå è îôîðìëåíèÿ ñ
åãî ïîìîùüþ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà çàíÿòèÿ, ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èâ ìåòîäè÷å-
ñêèå óêàçàíèÿ.

Îò÷åò ïî ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå äîëæåí ñîäåðæàòü:
• òèòóëüíûé ëèñò, â êîòîðîì óêàçàíû:

íîìåð è íàçâàíèå ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû,
ãðóïïà,
ôàìèëèÿ è èíèöèàëû ñòóäåíòà,
äàòà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû;

• íîìåð âàðèàíòà (åñëè îí åñòü) è òåêñò çàäàíèÿ;
• êðàòêèé êîíñïåêò òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè;
• ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé;
• îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå â çàäàíèè âîïðîñû.
Îò÷åòû ïî âñåì ëàáîðàòîðíûì ðàáîòàì ïîìåùàþòñÿ â îòäåëüíóþ òåòðàäü. Åñëè îò÷åò

âûïîëíåí íà îòäåëüíûõ ëèñòàõ, òî îíè ñøèâàþòñÿ âìåñòå.
Îò÷åò íåîáõîäèìî íàïå÷àòü øðèôòîì 12 èëè ÷åòêî íàïèñàòü îò ðóêè ÷åðíèëàìè.
Ïî êàæäîé ðàáîòå ñòóäåíò äîëæåí ïîëó÷èòü çà÷åò. Çàùèòà ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû ñî-

ñòîèò èç îòâåòîâ íà êîíòðîëüíûå âîïðîñû ïî òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ðàáîòû è ïî õîäó åå
âûïîëíåíèÿ.

Ðàáîòà 1. Êîä Ôàíî
Öåëü ðàáîòû � íàó÷èòü ñòóäåíòîâ ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ êîäîâîé òàáëèöû êîäà Ôàíî è

êîäèðîâàíèþ òåêñòîâ â ýòîì êîäå.

1. Îáùèå ñâåäåíèÿ
Ïóñòü èñòî÷íèê ñîîáùåíèé âûðàáàòûâàåò k ñîîáùåíèé A1, A2, . . . , Ak. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

P{A1} ≥ P{A1} ≥ . . . ≥ P{Ak}.
Îïèøåì ñíà÷àëà îáùóþ ñõåìó äâîè÷íîãî êîäà Ôàíî.
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Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âñåõ ñîîáùåíèé íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû ñóììû âåðîÿòíîñòåé ñî-
îáùåíèé ïî êàæäîé èç ýòèõ äâóõ ãðóïï áûëè êàê ìîæíî áîëåå áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ïðè
ýòîì âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èç ñîîáùåíèé ïåðâîé ãðóïïû äîëæíà áûòü íå ìåíåå íàèáîëüøåé
èç âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé âòîðîé ãðóïïû. Äëÿ âñåõ ñîîáùåíèé èç îäíîé ãðóïïû â êà÷å-
ñòâå ïåðâîãî ñèìâîëà êîäîâîãî ñëîâà âûáèðàåì ñèìâîë 0, à äëÿ âñåõ ñîîáùåíèé èç äðóãîé
ãðóïïû � ñèìâîë 1.

Êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõ ãðóïï, åñëè òîëüêî îíà ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç äâóõ ñîîáùåíèé,
ïî òåì æå ïðàâèëàì ñíîâà ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, è ýòî ðàçáèåíèå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå
âòîðîãî ñèìâîëà êîäîâîãî ñëîâà â êàæäîì ñîîáùåíèè òàêîé ãðóïïû.

Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ìíîæåñòâî íå áóäåò ðàçáèòî íà îòäåëüíûå
ñîîáùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå êàæäîìó ñîîáùåíèþ áóäåò ñîïîñòàâëåíî êîäîâîå ñëîâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç íóëåé è åäèíèö.

×åì áîëåå âåðîÿòíî ñîîáùåíèå, òåì áûñòðåå îíî îáðàçóåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ ãðóïïó è
òåì áîëåå êîðîòêèì ñëîâîì îíî áóäåò çàêîäèðîâàíî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è îáåñïå÷èâàåò
âûñîêóþ ýêîíîìè÷íîñòü êîäà Ôàíî.

Îïèøåì òåïåðü îáùóþ ñõåìó êîäà Ôàíî, êîãäà êîäîâûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè â êî-
íå÷íîì àëôàâèòå, ñîñòîÿùåì èç q áóêâ. Â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäîì øàãó ðàçáèåíèå ïðîèçâî-
äèòñÿ íà q ãðóïï, åñëè òîëüêî ðàçáèâàåìîå ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì q
ñîîáùåíèé. Ïðèíöèïû, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ýòî ðàçáèåíèå, òå æå, ÷òî è â ñëó÷àå äâî-
è÷íîãî êîäà Ôàíî. Ñôîðìóëèðóåì èõ. Ãðóïïû, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ äàííîå ìíîæåñòâî,
îáîçíà÷èì G1, C2, . . . , Gq. Ñóììó âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé ïî êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï áóäåì
íàçûâàòü ñóììàðíîé âåðîÿòíîñòüþ ïî ýòîé ãðóïïå. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Si �
ñóììà âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé ïî ãðóïïå Gi, i = 1, 2, . . . , q; Smax � íàèáîëüøàÿ èç ñóìì
S1, S2, . . . , Sq; Smin � íàèìåíüøàÿ èç ñóìì S1, S2, . . . , Sq; Mi � íàèáîëüøàÿ èç âåðîÿòíî-
ñòåé ñîîáùåíèé â ãðóïïå Gi, i = 1, 2, . . . , q; mi � íàèìåíüøàÿ èç âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé
â ãðóïïå Gi, i = 1, 2, . . . , q.

Ðàçáèåíèå íà ãðóïïû äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.
Âî-ïåðâûõ, ðàçíîñòü Smax−Smin äîëæíà áûòü êàê ìîæíî ìåíüøå. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóììàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî ãðóïïàì
ìàêñèìàëüíî áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Âî-âòîðûõ, ðàçáèåíèå íà ãðóïïû äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì mi ≥ Mi+1, i =
1, 2, . . . , q − 1.

Åñëè æå ðàçáèâàåìîå ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé ñîäåðæèò ìåíåå ÷åì q ñîîáùåíèé, òî îíî
ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå ñîîáùåíèÿ. Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà
ñòîëüêî ãðóïï, ñêîëüêî ñîîáùåíèé îíî ñîäåðæèò.

Èç îïðåäåëåíèÿ êîäà Ôàíî ñëåäóåò, ÷òî ýòîò êîä ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì.
2. Ëàáîðàòîðíîå çàäàíèå

1. Äàíî ìíîæåñòâî ñîáûòèé. Èñõîäÿ èç äàííûõ âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ ýòèõ ñîáûòèé,
ñîçäàòü äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà êîä Ôàíî, â êîòîðîì êîäîâûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè â
êîíå÷íîì àëôàâèòå, ñîñòîÿùåì èç q áóêâ.

2. Çàêîäèðîâàòü ïîëó÷åííûì êîäîì Ôàíî çàäàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé.
Ìíîæåñòâî ñîáûòèé, èõ âåðîÿòíîñòè è ÷èñëî q çàäàþòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì.
Îò÷åò äîëæåí áûòü íàïå÷àòàí øðèôòîì 12 èëè ÷åòêî íàïèñàí îò ðóêè ÷åðíèëàìè. Åñëè

îò÷åò íàïèñàí îò ðóêè, òî â òàáëèöàõ è êîäèðóåìîì òåêñòå âûñîòà ñèìâîëîâ 0, 1 è âñåõ
áóêâ äîëæíà áûòü ðàâíà 0,5 ñì, à âñå áóêâû íàïèñàíû â ïå÷àòíîì âèäå. Ïðè ýòîì êàæäûé
ñèìâîë äîëæåí áûòü âïèñàí â îòäåëüíóþ êëåòêó âûñîòîé è øèðèíîé 0,5 ñì. Ôàìèëèÿ â
çàãîëîâêå äîëæíà áûòü íàïèñàíà ïå÷àòíûìè áóêâàìè.

Ðàáîòà 2. Êîä Õåììèíãà
Öåëü ðàáîòû � îçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ ìåòîäàìè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ â êîäå

Õåììèíãà.
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1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Äâîè÷íûì êîäîì Õåììèíãà íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä, ïîçâîëÿþùèé èñïðà-
âèòü îäèíî÷íóþ îøèáêó è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1. Äëèíà êîäîâûõ âåêòîðîâ ðàâíà 2m − 1, ãäå m ≥ 3.
2. Êàæäûé êîäîâûé âåêòîð ñîäåðæèò 2m −m− 1 èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ è m ïðî-

âåðî÷íûõ ñèìâîëîâ, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ îäèíî÷íîé îøèáêè òðåáóåòñÿ m ïðî-
âåðîê. ×èñëî m ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïðîâåðîê, íåîáõîäèìûõ äëÿ èñïðàâëåíèÿ
îäèíî÷íîé îøèáêè â êîäîâîì âåêòîðå äëèíû 2m − 1.

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H êîäà Õåììèíãà èìååò ïîðÿäîê m × (2m − 1). Òàê êàê êîä
Õåììèíãà � äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä, òî ýëåìåíòû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè ïîëÿ GF (2). Âñå ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû äîëæíû áûòü íåíóëåâûìè è ðàçëè÷íûìè.
Êàæäûé ñòîëáåö ýòîé ìàòðèöû åñòü äâîè÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû m. Âñåãî ñóùåñòâóåò
2m òàêèõ âåêòîð-ñòîëáöîâ, îäèí èç êîòîðûõ � íóëåâîé. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîâå-
ðî÷íîé ìàòðèöû íóæíî âûïèñàòü, â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû, âñå íåíóëåâûå äâîè÷íûå
âåêòîð-ñòîëáöû äëèíû m. Ïîðÿäîê ñòîëáöîâ áåçðàçëè÷åí. ×àùå âñåãî èõ óïîðÿäî÷èâàþò
òàê, ÷òîáû ñîäåðæèìîå êàæäîãî ñòîëáöà ÿâëÿëîñü çàïèñüþ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ
íîìåðà ýòîãî ñòîëáöà.

Ïðèìåð 2.1. Ìàòðèöà

H =




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1




åñòü ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà (7, 4)-êîäà Õåììèíãà, â êîòîðîé ñîäåðæèìîå êàæäîãî ñòîëáöà
ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íîìåðà ýòîãî ñòîëáöà.

Êîä Õåììèíãà äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå, ïîçâîëÿþùåå îáíàðóæèâàòü ÷åòíîå ÷èñëî îøè-
áîê. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Hð ðàñøèðåííîãî êîäà Õåììèíãà ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû H
êîäà Õåììèíãà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ê êàæäîé ñòðîêå ýòîé ìàòðèöû ïðèïèñûâàåòñÿ íóëå-
âîé ñèìâîë, à ê ïîëó÷èâøèìñÿ ñòðîêàì ñâåðõó äîáàâëÿåòñÿ ñòðîêà èç åäèíèö.

Ê êîäîâîìó âåêòîðó α1, α2, . . . , αn äîáàâëÿåòñÿ ñëåâà ñèìâîë α0, îïðåäåëÿåìûé èç ðà-
âåíñòâà α0 + α1 + α2 + . . . + αn = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü u = (u1, u2, . . . , un) � âåêòîð èç n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Bn íàä ïîëåì GF (2). Ñèíäðîìîì âåêòîðà u íàçûâàåòñÿ âåêòîð s(u) = u ·HT ,
ãäå HT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà H.

Òàê êàê ýëåìåíòàìè ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H òàêæå, êàê è êîìïîíåíòàìè âåêòîðà u,
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2), òî èç îïðåäåëåíèÿ ñèíäðîìà âåêòîðà u ñëåäóåò, ÷òî åãî
âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (2).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñèíäðîìà âåêòîðà u ñëåäóåò:
1. Ñèíäðîì åñòü âåêòîð äëèíû m, ãäå m � ÷èñëî ñòðîê ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû.
2. Âåêòîð u ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s(u) = 0.
Åñëè ñèíäðîì ïðèíÿòîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì, òî ïðèíÿòûé âåêòîð ÿâ-

ëÿåòñÿ êîäîâûì, à îøèáêà, åñëè îíà è ïðîèçîøëà, íå îáíàðóæåíà. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü,
÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðèíÿòîå ñëîâî íå ñîäåðæèò îøèáîê è ñîâïàäàåò ñ ïîñëàííûì êîäî-
âûì ñëîâîì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñèíäðîì ïðèíÿòîãî âåêòîðà íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì, ïðèíÿòîå
ñëîâî ñîäåðæèò îøèáêó. Åñëè ïðè ýòîì êîä Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì, òî âîçìîæ-
íû äâà ñëó÷àÿ:

1) ñèíäðîì ïðèíÿòîãî âåêòîðà ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöû êîäà Õåììèíãà;

2) ñèíäðîì ïðèíÿòîãî âåêòîðà íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöû êîäà Õåììèíãà.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëî îøèáîê ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîèçîøëà
îäèíî÷íàÿ îøèáêà, òî åå ïîçèöèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîçèöèåé, êîòîðóþ â ðàñøèðåííîé ïðîâå-
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ðî÷íîé ìàòðèöå êîäà Õåììèíãà çàíèìàåò ñòîëáåö, ñîâïàäàþùèé ñ òðàíñïîíèðîâàííûì
ñèíäðîìîì ïðèíÿòîãî âåêòîðà.

Òàê êàê êîä Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî ìíîæåñòâî âñåõ åãî êîäîâûõ âåêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Bn äâîè÷íûõ
n-ìåðíûõ âåêòîðîâ.

Êîä Õåììèíãà ìîæåò áûòü çàäàí íå òîëüêî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé. Îí ìîæåò áûòü
çàäàí òàêæå ìàòðèöåé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé.

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê êîä Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî ìíîæåñòâî âñåõ åãî êîäîâûõ
âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Bn

äâîè÷íûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Êàê è âî âñÿêîì ïîäïðîñòðàíñòâå, â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò áàçèñ, òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå. ×åðåç ýòè áàçèñíûå âåêòîðû ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ âñå êîäîâûå âåêòîðû.

Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ

g1 = (g11, g12, . . . , g1n),g2 = (g21, g22, . . . , g2n), . . .

. . . ,gk = (gk1, gk2, . . . , gkn) (2.1)

åñòü áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùåì èç âñåõ êîäîâûõ âåêòîðîâ êîäà Õåììèíãà.
Ñèñòåìà (2.1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êîä Õåììèíãà.
Ìàòðèöà

G =




g11 g12 g1n

g21 g22 g2n

. . . . . . . . . . . . . .
gk1 gk2 gkn


 ,

ñîñòàâëåííàÿ èç êîìïîíåíòîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîäà Õåììèíãà, íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþ-
ùåé ìàòðèöåé ýòîãî êîäà. Òàê êàê êîä Õåììèíãà � äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä, òî ýëåìåí-
òàìè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2).

Òàê êàê áàçèñ ìîæíî âûáðàòü íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, òî è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà
îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå.

Ïóñòü A = α1α2 . . . αk � ïîäëåæàùåå êîäèðîâàíèþ ñëîâî â àëôàâèòå, ñîñòîÿùåì èç
äâóõ ñèìâîëîâ: 0 è 1. Òîãäà ñàìîå óäîáíîå � ñîïîñòàâèòü ñëîâó A êîäîâûé âåêòîð u,
ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçîâûõ âåêòîðîâ êîäà è ïîëó÷àåìûé ïî ôîðìóëå

u = A ·G, (2.2)

ãäå A =
(
α1 α2 . . . αk

)
� îäíîñòðî÷íàÿ âåêòîð-ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2).
Òàê êàê ýëåìåíòàìè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû H òàêæå, êàê è êîìïîíåíòàìè âåêòîðà A,

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2), òî èç ôîðìóëû (2.2) ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëåíèå êîäîâîãî
âåêòîðà u ñâîäèòñÿ ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (2).

Äàëåå ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â êîäå Õåììèíãà êàæäîìó êîäèðóåìîìó ñëîâó ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ êîäîâûé âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå (2.2).

Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì êîä Õåììèíãà, ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöà

G =




1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


 .

Ýòîò êîä ñîäåðæèò 24 = 16 êîäîâûõ ñëîâ, êîòîðûìè ìîæíî çàêîäèðîâàòü âñå äâîè÷íûå
ñëîâà äëèíû 4. Ïóñòü A = 0101 � êîäèðóåìîå ñëîâî. Íàéäåì êîäîâûé âåêòîð ýòîãî ñëîâà.
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.2), ïîëó÷àåì:

u = A ·G =
(
0 1 0 1

) ·




1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


 =

=
(
0 1 0 0 1 0 1

)
.

Ïóñòü G åñòü ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà äàííîãî êîäà Õåììèíãà. Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäà-
ëîñü èñïðàâèòü îøèáêè è âîññòàíîâèòü ïåðåäàííîå ïî êàíàëó ñâÿçè ñëîâî U = u1u2 . . . un

ýòîãî êîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (2.2), íàéòè òî ñëîâî, êîòîðîå
â äàííîì êîäå Õåììèíãà áûëî çàêîäèðîâàíî ïåðåäàííûì êîäîâûì ñëîâîì. Â ñàìîì äåëå,
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A ·G åñòü îäíîñòðî÷íàÿ ìàòðèöà

(∑k
i=1 αigi1

∑k
i=1 αigi2 . . .

∑k
i=1 αigin

)
,

ðàâíàÿ îäíîñòðî÷íîé âåêòîð-ìàòðèöå u = (u1 u2 . . . un). Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåñòâóþùèå
ýëåìåíòû ýòèõ äâóõ îäíîñòðî÷íûõ ìàòðèö, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé





∑k
i=1 αigi1 = u1;∑k
i=1 αigi2 = u2;

. . . . . . . . . . . . . . . .∑k
i=1 αigin = un.

(2.3)

Òàê êàê ñëîâî U = u1u2 . . . un ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî A =
α1α2 . . . αk, ñîñòîÿùåå èç k äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ, êîòîðîå â äàííîì êîäå Õåììèíãà êîäè-
ðóåòñÿ ñëîâîì U . Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëîâó A = α1α2 . . . αk âåêòîð-ìàòðèöà A =(
α1 α2 . . . αk

)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (2.2), à âåêòîð (α1, α2, . . . , αk)

� ðåøåíèåì ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ (2.2) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé (2.3) ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ (2.1) ÿâëÿåòñÿ ñè-
ñòåìîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òî ðàíã ìàòðèöû G ðàâåí k. Îòñþäà è èç òåîðåìû
Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) � åäèíñòâåííîå.

2. Ëàáîðàòîðíîå çàäàíèå

Äàíà ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G ðàñøèðåííîãî (16,11)-êîäà Õåììèíãà.
1. Îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè óêàçàííàÿ â çàäàíèè ïðèíÿòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îøèá-

êó?
2. Åñëè ïðèíÿòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò îøèáêó, òî îïðåäåëèòü, ÷åòíûì èëè

íå÷åòíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî îøèáîê.
3. Åñëè ÷èñëî îøèáîê íå÷åòíîå, òî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèíÿòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñîäåðæèò îäèíî÷íóþ îøèáêó. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè èñïðàâèòü îäèíî÷íóþ îøèáêó â
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íàéòè çàêîäèðîâàííîå åé ñëîâî.

Îò÷åò äîëæåí áûòü íàïå÷àòàí øðèôòîì 12 èëè ÷åòêî íàïèñàí îò ðóêè ÷åðíèëàìè. Â
ðóêîïèñíîì âàðèàíòå îò÷åòà âûñîòà ñèìâîëîâ 0, 1 è ëàòèíñêèõ áóêâ äîëæíà áûòü ðàâíà
0,5 ñì. Êàæäûé ñèìâîë äîëæåí áûòü âïèñàí â îòäåëüíóþ êëåòêó âûñîòîé è øèðèíîé 0,5
ñì. Ôàìèëèÿ â çàãîëîâêå äîëæíà áûòü íàïèñàíà ïå÷àòíûìè áóêâàìè.

Ðàáîòà 3. Êîëüöî è ïîëå ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Öåëü ðàáîòû � çàêðåïèòü ó ñòóäåíòîâ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ.
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1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîãî÷ëåí

f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + . . . + a1x + a0

ñ êîýôôèöèåíòàìè ak, ak−1, . . . , a1, a0 èç ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé
x íàä ïîëåì F . Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x íàä ïîëåì F îáîçíà÷àåòñÿ
F (x). ×èñëî max{i | ai 6= 0} íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x) = = akx

k + ak−1x
k−1 +

. . . + a1x + a0.
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) îáîçíà÷àåòñÿ deg f(x).
Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíåå k îáîçíà÷àåòñÿ F k(x).
Îïðåäåëåíèå 3.2. Äâà ìíîãî÷ëåíà

f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + . . . + a1x + a0 (3.1)

è
g(x) = blx

l + bl−1x
l−1 + . . . + b1x + b0 (3.2)

íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè k = l è ai = bi ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , k.
Åñòåñòâåííî, ÷òî x0 = 1. ×èñëî 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì. Ñòåïåíü íóëåâî-

ãî ìíîãî÷ëåíà íå îïðåäåëåíà. Ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèíàäëåæèò êàê ìíîæåñòâó F (x), òàê è
ìíîæåñòâó F k(x) ïðè ëþáîì k > 0.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Âî ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ F (x) îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x),
îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè (3.1) è (3.2) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) + g(x) =

max{k,l}∑
i=0

(ai + bi)x
i,

ãäå ai + bi åñòü ðåçóëüòàò îïðåäåëåííîé â ïîëå F îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ai è
bi ýòîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðè âñåõ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì
k < i ≤ max{k, l}, ai = 0. Òî÷íî òàêæå ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðè âñåõ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì l < i ≤ max{k, l}, bi = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè F = GF (p), òî ai + bi åñòü ðåçóëüòàò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
ai è bi ïîëÿ GF (p), òî åñòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ F (x) äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è (x),
îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè (3.1) è (3.2) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) · g(x) =
k·l∑

m=0

cmxm,

ãäå êîýôôèöèåíò cm ïðè xm îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

cm =
∑

i+j=m

ai · bj,

à ai · bi åñòü ðåçóëüòàò îïðåäåëåííîé â ïîëå F îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ai è bi ýòîãî
ïîëÿ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè F = GF (p), òî ai · bi åñòü ðåçóëüòàò îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
ai è bi ïîëÿ GF (p), òî åñòü ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F âûòåêàåò, ÷òî
ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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Ñâîéñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F

1. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) + 0 = f(x),

ãäå 0 � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.
2. Ñëîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) è g(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) + g(x) = g(x) + f(x).

3. Ñëîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x),
g(x) è h(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) + g(x) + h(x) = f(x) + [g(x) + h(x)].

4. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì F , îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (3.1), ñóùåñòâóåò
ïðîòèâîïîëîæíûé åìó ìíîãî÷ëåí

−f(x) = −akx
k − ak−1x

k−1 − . . .− a1x− a0.

5. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) · 1 = f(x),

ãäå 1 � åäèíè÷íûé ìíîãî÷ëåí.
6. Óìíîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) è g(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) · g(x) = g(x) · f(x).

7. Óìíîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ
f(x), g(x) è h(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) · g(x) · h(x) = f(x) · [g(x) · h(x)].

8. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ
ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) è h(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

[f(x) + g(x)] · h(x) = f(x) · h(x) + g(x) · h(x).

9. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íàä ïîëåì F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

−[f(x) · g(x)] = [−f(x)] · g(x) = f(x) · [−g(x)].

10. Åñëè f(x) è g(x) � äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì F , òî èõ ïðîèçâåäåíèå �
íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí.

11. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì F (x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) · 0 = 0.

Èç ñâîéñòâ 1�8 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ F (x) ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.
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Ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (2)

1. Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì GF (2), òî

[f(x)]2 = f(x2).

2. Åñëè f(x) è g(x) � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì GF (2), òî

−[f(x) · g(x)] = f(x) · g(x).

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû a(x) è r(x),
÷òî f(x) = a(x) · g(x) + r(x), ïðè÷åì deg g(x) > deg r(x). Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí f(x)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äåëèìîå, ìíîãî÷ëåí g(x) � êàê äåëèòåëü, ìíîãî÷ëåí a(x) � êàê
÷àñòíîå è ìíîãî÷ëåí r(x) � êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ.

Åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(z) ðàâåí íóëþ, òî ãîâîðÿò,
÷òî ìíîãî÷ëåí g(z) äåëèò ìíîãî÷ëåí f(x).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì â ýòîì
ïîëå, åñëè êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
áîëüøåé íóëÿ, íî ìåíüøåé ÷åì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), êîòîðûé äåëèë áû ìíîãî÷ëåí
f(x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí f(x) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì â ïîëå F .

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü f(x) = x2 + x + 1 åñòü ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì GF (2). Îïðåäåëèì,
ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèìûì â ýòîì ïîëå. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíà
äâóì. Ìíîãî÷ëåíàìè, ñòåïåíü êîòîðûõ áîëüøå íóëÿ, íî ìåíüøå äâóõ, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè. Âñåãî èìååòñÿ äâà ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè íàä ïîëåì
GF (2). Ýòî ìíîãî÷ëåíû x è x + 1. Ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà f(x) íà êàæäûé èç ýòèõ
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê, ðàâíûé ÷èñëó 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f(x)
íåïðèâîäèì â ïîëå GF (2).

Ýëåìåíò a èç ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì F , åñëè f(a) = 0.
Ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì â ýòîì ïîëå, åñëè îí èìååò êîðåíü

â ýòîì ïîëå. Åñëè ïîëå F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî, âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x èç ýòîãî ïîëÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ,
ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèìûì.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü f(x) = x2 + 1 åñòü ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì GF (2). Îïðåäåëèì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèìûì â ýòîì ïîëå. Ñ ýòîé öåëüþ èññëåäóåì, èìååò ëè
ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 + 1 êîðåíü â ïîëå GF (2). Ïîëå GF (2) ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà: 0 è 1.
Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïåðåìåííîé x åå çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïîëó÷àåì:

f(0) = 02 + 1 = 1 6= 0; f(1) = 12 + 1 = 1 + 1 = 2( mod 2) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f(x) ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì â ïîëå GF (2).
Îïðåäåëåíèå 3.4. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) èç êîëüöà F (x) íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðî-

ñòûìè, åñëè ýòî êîëüöî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé äåëèë áû îáà ìíîãî-
÷ëåíà f(x) è g(x) è èìåë áû ñòåïåíü, áîëüøóþ íóëÿ è ìåíüøóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåíüøåé
èç ñòåïåíåé ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F k(x) ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíåå k íàä ïîëåì F . Èç ñâîéñòâ
1�4 îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ F k(x) ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ.

×òîáû ýòî ìíîæåñòâî áûëî êîëüöîì, íóæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ìíîæåñòâà F k(x) áûëî
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè ìåíåå k è ïðè ýòîì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îáëàäàëà ñâîéñòâàìè 5�8.

Ïóñòü P (x) � çàäàííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k íàä ïîëåì F .
Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) èç êîììóòàòèâíîé

ãðóïïû F k(x) ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) � ñèìâîëè÷åñêè f(x) · g(x)( mod P (x) ) � íà-
çûâàåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) · g(x) íà ìíîãî÷ëåí P (x).
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Åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) · g(x) íà ìíîãî÷ëåí P (x) îáîçíà÷èòü r(x), òî
äàííîå îïðåäåëåíèå 3.5 ñèìâîëè÷åñêè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f(x) · g(x)( mod P (x)) = r(x).

Óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) (ñòåïåíè k), çàäàííîå â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå ïî
ñëîæåíèþ F k(x) îïðåäåëåíèåì 3.5, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 6�8 (ñ.12). Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì
ïðè óìíîæåíèè ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí f1(x) = 1. Ñòàëî áûòü,
ýòî óìíîæåíèå (ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x)) îáëàäàåò è ñâîéñòâîì 5. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ F k(x), â êîòîðîé îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïî
ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) (ñòåïåíè k), ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, íàçûâàåìûì êîëüöîì âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x).

Óòâåðæäåíèå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëåì ëèøü òîãäà, êîãäà P (x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

Åñëè çàäàí íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (q), òî êîëüöî âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì (òî åñòü ïîëåì Ãàëóà) GF (qn),
ñîäåðæàùèì qn ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ýòî ïîëå F n(P (x)). Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí P (x)
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî ïîëÿ.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü P (x) = x3 + x2 + 1. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä ïîëåì GF (2),
òî åñòü îí íå äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåíû x, x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+1. Êîëüöî âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) ñîñòîèò èç íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f0 = 0 è âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä
ïîëåì GF (2) ñòåïåíè íå áîëåå 2: 1, x, x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+1. Ïóñòü f(x) = x2+x+1,
g(x) = x2 + 1. Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x).

c(x) = f(x) · g(x) = (x2 + x1)(x
2 + 1) = x4 + x3 + x + 1.

Ðàçäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí c(x) íà ìíîãî÷ëåí P (x). Âûïîëíèì ýòî äåëåíèå "ñòîëáèêîì".

x4+x3+x+1 x3 + x2 + 1
x4+x3+x x

1

Èòàê, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà c(x) íà ìíîãî÷ëåí P (x) åñòü ìíîãî÷ëåí f1(x) = 1.
Çíà÷èò, c(x)(mod P (x)) = 1, òî åñòü

f(x) · g(x)( mod P (x)) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí x2 +1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ ìíîãî÷ëåíà x2 +x+1
â ïîëå F 3(P (x)).

Ïóñòü P (x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (q). Òàê êàê êîëüöî
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì GF (qn), òî ìíîæåñòâî
âñåõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ýòîãî ïîëÿ îáðàçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ïîðÿäîê ýòîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ðàâåí ïîðÿäêó äàííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû, òî åñòü qn − 1.

Îïðåäåëåíèå 3.6 Åñëè P (x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (q), à
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F n(P (x)) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò,
ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x), òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Íå âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ïðèìèòèâíû. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí P (x) = x2+1 íàä
ïîëåì GF (3) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Íî îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì, òàê êàê ñðåäè
åãî êîðíåé íåò ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F 2(P (x)) (åãî
êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû x è x = 1).

Òåîðåìà 3.1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m íàä ïîëåì
GF (q) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà xqm−1 − 1.
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Òàê êàê âñå ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû, òî âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò óòâåð-
æäåíèþ òåîðåìû 3.1.

Òåîðåìà 3.2 (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü f(x) = xn − 1 è g(x) = xm − 1 ñóòü äâà ìíî-
ãî÷ëåíà íàä ïîëåì GF (q). Åñëè m � äåëèòåëü ÷èñëà n, òî ìíîãî÷ëåí g(x) � äåëèòåëü
ìíîãî÷ëåíà f(x). È íàîáîðîò, åñëè ìíîãî÷ëåí g(x) � äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî ÷èñëî
m � äåëèòåëü ÷èñëà n.

2. Ëàáîðàòîðíîå çàäàíèå
Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) íàä äàííûì ïîëåì GF (q).
1. Ïðîâåðèòü, áóäåò ëè êîëüöî âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà P (x) ïîëåì?

Îáîñíîâàòü òåîðåòè÷åñêè è ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé ñäåëàííûé âûâîä.
2. Åñëè ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òî:
À. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óêàçàííûé â çàäàíèè åãî ýëåìåíò ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì

ýòîãî ïîëÿ? Îáîñíîâàòü òåîðåòè÷åñêè è ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé ñäåëàííûé âûâîä.
Á. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèìèòèâíûì?
Òåêñò îò÷åòà äîëæåí áûòü íàïå÷àòàí èëè ðàçáîð÷èâî íàïèñàí îò ðóêè ÷åðíèëàìè. Åñëè

îò÷åò íàïèñàí îò ðóêè, òî â ôîðìóëàõ âûñîòà îñíîâíûõ ñèìâîëîâ äîëæíà áûòü ðàâíà 0,5
ñì. Êàæäûé îñíîâíîé ñèìâîë äîëæåí áûòü âïèñàí â îòäåëüíóþ êëåòêó âûñîòîé è øèðèíîé
0,5 ñì. Âûñîòà ñèìâîëîâ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè äîëæíà áûòü ðàâíà 0,25 ñì. Ôàìèëèÿ â
çàãîëîâêå äîëæíà áûòü íàïèñàíà ïå÷àòíûìè áóêâàìè.

Ðàáîòà 4. Öèêëè÷åñêèå êîäû
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü a = (a0, a1, . . . , an−1) � âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ F .

Öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ âåêòîð
a′ = (an−1, a0, a1, . . . , an−2).

Îïðåäåëåíèå 4.2 Öèêëè÷åñêèì êîäîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé êîä, êîòîðûé âìåñòå ñ
ëþáûì ñâîèì êîäîâûì âåêòîðîì ñîäåðæèò òàêæå è åãî öèêëè÷åñêèé ñäâèã.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü äâîè÷íûå öèêëè÷åñêèå êîäû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gn ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

f(x) = an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . . + a1x + a0

ñ êîýôôèöèåíòàìè an−1, an−2 . . . , a1, a0 èç ïîëÿ GF (2).
Îïðåäåëåíèå 4.3. Äâà ìíîãî÷ëåíà

f(x) = an−1x
n−1 + ak−nx

n−2 + . . . + a1x + a0 (4.1)

è
g(x) = bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 + . . . + b1x + b0 (4.2)

èç ìíîæåñòâà Gn íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ai = bi ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . . . . , n− 1.
Ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó Gn ìíîãî÷ëåí, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íó-

ëÿìè, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì è îáîçíà÷àåòñÿ 0.
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Âî ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ Gn îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x), îïðå-
äåëåííûõ ôîðìóëàìè (4.1) è (4.2) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) + g(x) =
n−1∑
i=0

(ai + bi)x
i,

ãäå ai + bi åñòü ðåçóëüòàò îïðåäåëåííîé â ïîëå GF (2) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ai è
bi ýòîãî ïîëÿ, òî åñòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.
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Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç ìíîæåñòâà Gn

1. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) èç ìíîæåñòâà Gn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(x)+0 = f(x).
2. Ñëîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) è g(x) èç ìíîæåñòâà Gn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) + g(x) = g(x) + f(x).

3. Ñëîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x),
g(x) è h(x) èç ìíîæåñòâà Gn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) + g(x) + h(x) = f(x) + [g(x) + h(x)].

4. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) èç ìíîæåñòâà Gn , îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (4.1), ñó-
ùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé åìó ìíîãî÷ëåí

−f(x) = an−1x
n−1 + ak−2x

k−2 + . . . + a1x + a0.

Òàê êàê îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, ââåäåííàÿ íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ Gn îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè 1�4, òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé.

Ïóñòü G(x) � ìíîãî÷ëåí èç ãðóïïû Gn. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Gn,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ãðóïïû Gn, äåëÿùèõñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x).
Òîò ôàêò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x), áóäåì îáîçíà÷àòü
òàê: G(x) | f(x).

Åñëè G(x) | f(x) è G(x) | g(x), òî G(x) | (f(x) + g(x)). Òàêèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà Gn, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ìíîæåñòâà Gn, äåëÿùèõñÿ áåç îñòàòêà íà
ìíîãî÷ëåí G(x), ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gn.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ âèäà a0a1 . . . an−2an−1

è òàêèõ, ÷òî ìíîãî÷ëåí

a(x) = an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . . + a1x + a0

äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x), íàçûâàåòñÿ êîäîì ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì
G(x). Ìíîãî÷ëåí a(x) íàçûâàåòñÿ êîäîâûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ êîäîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ êîäà ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëå-
íîì G(x) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû ìíîãî÷ëåíîâ Gn.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ
GF (2), îáîçíà÷èì GF n(2). Êàæäûé êîäîâûé âåêòîð êîäà ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì
G(x) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè f(x) è g(x), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (4.1) è (4.2) ñîîòâåòñòâåííî, ñóòü ëâà êîäî-
âûõ ìíîãî÷ëåíà êîäà ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì G(x), òî ñëîâà

a0a1 . . . an−2an−1 è b0b1 . . . bn−2bn−1

áóäóò êîäîâûìè ñëîâàìè, à âåêòîðû

(a0, a1, . . . , an−2, an−1) è (b0, b1, . . . , bn−2, bn−1)

� êîäîâûìè âåêòîðàìè ýòîãî êîäà.
Òàê êàê ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ìíîãî÷ëåíîì äàííîãî

êîäà, òî è èõ ñóììà òîæå áóäåò êîäîâûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî êîäà. Çíà÷èò, ñëîâî

(a0 + b0)(a1 + b1) . . . (an−2 + bn−2)(an−1bn−1)

áóäåò êîäîâûì ñëîâîì êîäà ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì G(x), à ñóììà âåêòîðîâ

(a0, a1, . . . , an−2, an−1) è (b0b1 . . . bn−2bn−1)
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èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà GF n(2) ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì âåêòîðîì ýòîãî êîäà. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ìíîæåñòâî êîäîâûõ âåêòîðîâ òàêîãî êîäà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà GF n(2), à êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì G(x) � ëèíåéíûì.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì G(x) áûë öèêëè÷åñêèì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí G(x) áûë äåëèòåëåì ìíîãî÷ëå-
íà xn − 1, ãäå n � äëèíà êîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì G(x)
� ëèíåéíûé.

Äîêàæåì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí G(x)
êîäà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà xn−1. Äîêàæåì, ÷òî êîä, ïîðîæäàåìûé ìíîãî÷ëåíîì
G(x) � öèêëè÷åñêèé.

Ïóñòü a(x) = an−1x
n−1+an−2x

n−2+. . .+a1x+a0 � ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé êîäîâîìó
ñëîâó a0, a1, . . . , an−2, an−1. ×åðåç

b(x) = an−2x
n−1 + an−3x

n−2 + . . . + a0x + an−1

îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèãó êîäîâîãî ñëîâà

a0, a1, . . . , an−2, an−1

âïðàâî. Ìíîãî÷ëåí b(x) ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å:

b(x) = a(x)ẋ− an−1(x
n − 1)( mod (xn − 1)). (4.3)

Òàê êàê a0, a1, . . . , an−2, an−1 � êîäîâîå ñëîâî, òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå G(x) | a(x).
Åñëè ïðè ýòîì G(x) | (xn − 1), òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà b(x) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
G(x) | b(x). Ñòàëî áûòü, êîä, ïîðîæäàåìûé ìíîãî÷ëåíîì G(x) � öèêëè÷åñêèé.

Äîêàæåì òåïåðü íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî êîä, ïîðîæäàåìûé ìíîãî÷ëåíîì G(x)
� öèêëè÷åñêèé. Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí G(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà xn − 1.
Ïóñòü

a(x) = an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . . + a1x + a0

� êîäîâûé ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé êîäîâîìó ñëîâó

a0, a1, . . . , an−2, an−1 .

Òîãäà ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x). Òàê êàê êîä, ïîðîæäàåìûé
ìíîãî÷ëåíîì G(x) � öèêëè÷åñêèé, òî ñäâèã âïðàâî ýòîãî êîäîâîãî ñëîâà òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîäîâûì ñëîâîì. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñäâèãó ìíîãî÷ëåí

b(x) = an−2x
n−1 + an−3x

n−2 + . . . + a0x + an−1

äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x). Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ a(x) è b(x) ñëåäóåò
óðàâíåíèå

x · a(x)− b(x) = an−1(x
n − 1). (4.4)

Òàê êàê èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ G(x) | a(x) è G(x) | b(x), òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(4.4) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x). Ïîýòîìó è ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ
òîæå äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x). Çíà÷èò, è ìíîãî÷ëåí xn − 1 äåëèòñÿ áåç
îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí G(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.3) ìíîãî÷ëåíà b(x) ñëåäóåò, ÷òî öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîäîâîãî ñëîâà
âïðàâî ýêâèâàëåíòåí óìíîæåíèþ êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) íà x (ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà
xn−1). Åñëè öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîäîâîãî ñëîâà i-êðàòíûé, òî îí ýêâèâàëåíòåí óìíîæåíèþ
êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) íà xi (ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1). Ñîîòâåòñòâåííî öèêëè÷å-
ñêèé ñäâèã âëåâî íà i ðàçðÿäîâ ýêâèâàëåíòåí óìíîæåíèþ êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) íà x−i

(ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1).



� 15�

Åñëè ìíîãî÷ëåí G(x) èìååò ñòåïåíü k è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà xn−1, òî ìîæíî
ïîñòðîèòü öèêëè÷åñêèé êîä ñ äëèíîé n, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ìíîãî÷ëåí G(x) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî êîäà;
2) â êàæäîì êîäîâîì ñëîâå ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ ðàâíî ÷èñëó m = n− k.
Öèêëè÷åñêèå êîäû äëèíû n ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì n ≥ 2, òàê êàê ïðè ëþáîì n ≥ 2

ìíîãî÷ëåí xn − 1 ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè:

xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . . + x + 1)

� è îáà ñîìíîæèòåëÿ ìîãóò áûòü ïîðîæäàþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè öèêëè÷åñêîãî êîäà.
×èñëî öèêëè÷åñêèõ êîäîâ äëèíû n ðàâíî ÷èñëó ìíîãî÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿ-

ìè ìíîãî÷ëåíà xn − 1. Ëþáîé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà xn − 1, à òàêæå èõ
ïðîèçâåäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîðîæäàþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n.

Ïðèìåð 4.1. Ïåðå÷èñëèì âñå ïîðîæäàþùèå ìíîãî÷ëåíû öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû
n = 7. Íåïðèâîäèìûìè äåëèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà x7−1 ÿâëÿþòñÿ âñå ìíîãî÷ëåíû, âõîäÿùèå
â ðàçëîæåíèå

x7 − 1 = (x + 1)(x3 + x2 + 1)(x3 + x + 1)

ìíîãî÷ëåíà x7 − 1 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
Âñå âîçìîæíûå ïîðîæäàþùèå ìíîãî÷ëåíû öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n = 7 è ïàðàìåò-

ðû ñîîòâåòñòâóþùèõ èì öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñâåäåíû â ñëåäóþùóþ òàáëèöó.
Òàáëèöà

Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí n m
x + 1 7 6
x3 + x2 + 1 7 4
x3 + x + 1 7 4
(x + 1)(x3 + x2 + 1) = x4 + x2 + x + 1 7 3
(x + 1)(x3 + x + 1) = x4 + x3 + x2 + 1 7 3
(x3 + x2 + 1(x3 + x + 1) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 7 1

Åñëè G(x) � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí öèêëè÷åñêîãî êîäà, òî êàæäûé êîäîâûé ìíîãî-
÷ëåí F (x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí G(x).

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí G(x) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû
n. Òîãäà ìíîãî÷ëåí (xn− 1) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí G(x). Çíà÷èò, îòíîøåíèå (xn− 1)/G(x)
åñòü ìíîãî÷ëåí

(xn − 1)/G(x) = hmxm + hm−1x
m−1 + . . . + h1x + h0 = H(x). (4.7)

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ìíîãî÷ëåí H(x) íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì öèê-
ëè÷åñêîãî (n,m)-êîäà.

Ïðè äàííîé äëèíå n öèêëè÷åñêîãî êîäà ìíîãî÷ëåíû G(x) è H(x) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè. Ïîýòîìó öèêëè÷åñêèé êîä äàííîé äëèíû n ìîæåò áûòü çàäàí
è ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì, è ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü n = 7, G(x) = x3+x2+1. Ïî ôîðìóëå (4.7) îïðåäåëèì ïðîâåðî÷íûé
ìíîãî÷ëåí äàííîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà

H(x) = (x7 + 1)/(x3 + x2 + 1) = x4 + x3 + x + 1.

Ïóñòü C åñòü öèêëè÷åñêèé êîä. Ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí öèêëè÷åñêîãî êîäà C ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì äðóãîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì C1. Ïðè
ýòîì ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà C ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì êîäà C1. Êîäû
C è C1 íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè (äâîéñòâåííûìè). Îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó n.

×èñëî m èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ öèêëè÷åñêîãî (n,m)-êîäà ðàâíî ñòåïåíè ïðîâåðî÷-
íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ÷èñëî ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëîâ k = n−m ðàâíî ñòåïåíè ïîðîæäàþùåãî
ìíîãî÷ëåíà.
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Ïðîñòûì ñïîñîáîì êîäèðîâàíèÿ â öèêëè÷åñêîì (n,m)-êîäå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá.
Ïóñòü a0a1 . . . am−1 åñòü ïîäëåæàùåå êîäèðîâàíèþ ñîîáùåíèå. Ýòîìó ñîîáùåíèþ âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí a(x) = a0+ +a1x + . . . + am−1x

m−1.
Òîãäà â êà÷åñòâå êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà ýòîãî êîäà ïðèíèìàþò ìíîãî÷ëåí

F (x) = a(x) ·G(x). (4.5)

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü G(x) = x3 + x2 + 1 � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí öèêëè÷åñêîãî
(7, 4)-êîäà. Çàêîäèðóåì ñëîâî 1010. Èíôîðìàöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî ñëîâà ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåí a(x) = 1+x2. Ïî ôîðìóëå (4.5) êîäîâûì ìíîãî÷ëåíîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîâó
1010, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí F (x) = (1 + x2)(1 + x2 + x3) = 1 + x3 + x4 + x5. Êîäîâûì ñëîâîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì êîäîâîìó ìíîãî÷ëåíó F (x), ÿâëÿåòñÿ ñëîâî F = 1001110. Ýòèì ñëîâîì
è êîäèðóåòñÿ â äàííîì öèêëè÷åñêîì êîäå ñëîâî 1010.

Åñëè G(x) = gkx
k + gk−1x

k−1 + . . . + g1x + g0 � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí öèêëè÷åñêîãî
êîäà, òî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ýòîãî êîäà èìååò âèä

G =




g0 g1 . . . . . . gk 0 . . . . . . 0
0 g0 g1 . . . gk−1 gk 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 g0 g1 . . . . . . . . . . gk


 . (4.6)

Â ýòîé ìàòðèöå ýëåìåíòàìè ïåðâîé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà G(x),
ýëåìåíòàìè âòîðîé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà x · G(x) è ò.ä. Òî åñòü
ýëåìåíòàìè i-îé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà xi−1 ·G(x), ãäå 0 < i ≤ m−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììå ñòðîê ñ íîìåðàìè l1, l2, . . . , lp âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ xl1 , xl2 , . . . , xlp . Òàê êàê ýòà ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì
ìíîãî÷ëåíîì, òî ëþáàÿ ñóììà ñòðîê ìàòðèöû G íå ðàâíà ñòðîêå, ñîñòàâëåííîé èç íóëåé.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû G ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çíà÷èò, ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé äàííîãî êîäà.

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî êîäà (n,m)-êîäà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîâåðî÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíà H(x) = h0 + h1x + . . . hmxm. Ýòà ìàòðèöà èìååò âèä

H =




0 . . . . . . . . . 0 hm . . . h1 h0

0 . . . 0 hm hm−1 . . . h0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hm hm−1 . . . h1 h0 0 . . . 0


 . (4.7)

Ïåðâàÿ ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû ñîñòàâëåíà èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà H(x), ðàñïîëî-
æåííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ èíäåêñîâ, òî åñòü â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòåïåíåé ïåðåìåí-
íîé. Ïîñëåäóþùèå ñòðîêè ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ xH(x), x2H(x), . . . ,
xk−1H(x), ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 4.4. Íàéäåì ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû öèêëè÷åñêîãî (7, 4)-êîäà
ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì G(x) = 1 + x2 + x3. Ñíà÷àëà íàéäåì ïî ôîðìóëå (4.6) ïî-
ðîæäàþùóþ ìàòðèöó

G =




1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1


 .

Íàéäåì òåïåðü ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí
H(x) = (x7 − 1)/G(x) = (x7 − 1)/(x3 + x2 + 1) = x4 + x3 + x2 + 1.

Îòñþäà íàéäåì ïî ôîðìóëå (4.7) ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó

H =




0 0 1 1 1 0 1
0 1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 0 0


 .
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî G ·H = 0.
Ïî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå G ëåãêî íàéòè êîäîâîå ðàññòîÿíèå d. Òàê, â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = 3.
Öèêëè÷åñêèé êîä, ïîëó÷àþùèéñÿ óìíîæåíèåì èíôîðìàöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) íà

ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí G(x), ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî íåñèñòåìàòè÷åñêèì.
×òîáû ðåàëèçîâàòü ñèñòåìàòè÷åñêèé öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n c m èíôîðìàöèîííûìè

ñèìâîëàìè, ïîðîæäàåìûé ìíîãî÷ëåíîì G(x) íàäî:
1. Óìíîæèòü èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí a(x) íà xn−m.
2. Ðàçäåëèòü ïîëó÷åííîå â ï.1 ïðîèçâåäåíèå íà ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí G(x).
3. Ñëîæèòü ïîëó÷åííîå â ï.1 ïðîèçâåäåíèå a(x) · xn−m è îñòàòîê îò äåëåíèÿ, ïðîèçâå-

äåííîãî â ï.2.
Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà êîäèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) = a(x) · xn−m + r(x),

ãäå r(x) = [a(x) · xn−m/G(x)](mod G(x)). Êîäîâûé ìíîãî÷ëåí F (x) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà
ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí G(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò äàííîìó êîäó. Êàæäûé èç
÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà a(x) · xn−m èìååò ñòåïåíü íå ìåíåå n −m, òîãäà êàê ñòåïåíü îñòàòêà
r(x) íå ïðåâûøàåò ÷èñëà n−m− 1. Ïîýòîìó ïðè i = 0, 1, . . . , m− 1 êîýôôèöèåíò fi+n−m

êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) = fn−1x
n−1 + fn−2x

n−2 + . . . + f1x + f0 ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèì êîýôôèöèåíòîì ai èíôîðìàöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà a(x). Çíà÷èò, ïðè òàêîé ñèñòåìå
êîäèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé öèêëè÷åñêèé êîä.

Ïðèìåð 4.5. Ïóñòü G(x) = 1+x2 +x3 åñòü ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí ñèñòåìàòè÷åñêîãî
öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n = 7. Çàêîäèðóåì ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû ñëîâî
1101. Ýòîìó èíôîðìàöèîííîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóåò èíôîðìàöèîííûé ìíîãî÷ëåí a(x) =
1 + x + x3. Â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ m = 4. Îòñþäà ñëåäóåò:
n−m = 7−4 = 3 è a(x) ·xn−m = (1+x+x3) ·x3 = x3+x4+x6. Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ a(x) · xn−m íà ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí G(x) ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê r(x) = x2.
Ñêëàäûâàÿ ýòîò îñòàòîê è ïðîèçâåäåíèå a(x) · xn−m, ïîëó÷àåì êîäîâûé ìíîãî÷ëåí F (x) =
x2 + x3 + x4 + x6. Ýòîìó êîäîâîìó ìíîãî÷ëåíó ñîîòâåòñòâóåò êîäîâîå ñëîâî 0011101. Â
ýòîì ñëîâå ïîñëåäíèå ÷åòûðå ñèìâîëà, åñëè èõ ñ÷èòàòü â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî, îáðàçóþò
ïîäñëîâî 1101, ÿâëÿþùååñÿ èíôîðìàöèîííûì ñëîâîì. Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèîííîå
ñëîâî, äåéñòâèòåëüíî, íå èñêàæàåòñÿ ïðè êîäèðîâàíèè.

Ýòîò ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ðåàëèçîâàííàÿ â íåì ñèñòåìà êîäèðîâàíèÿ ðåàëèçóåò
ñèñòåìàòè÷åñêèé öèêëè÷åñêèé êîä.

2. Ëàáîðàòîðíîå çàäàíèå

1. Ïîñòðîèòü âñå ìíîãî÷ëåíû, ïîðîæäàþùèå öèêëè÷åñêèå êîäû çàäàííîé äëèíû. Äëÿ
êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà óêàçàòü ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ è ïðîâåðî÷íûõ ñèì-
âîëîâ â ïîðîæäåííîì èì êîäå è íàéòè ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí ýòîãî êîäà.

2. Ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà çàäàííîé
äëèíû, ñîäåðæàùåãî óêàçàííîå ÷èñëî k ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëîâ.

Òåêñò îò÷åòà äîëæåí áûòü íàïå÷àòàí èëè ðàçáîð÷èâî íàïèñàí îò ðóêè ÷åðíèëàìè. Åñëè
îò÷åò íàïèñàí îò ðóêè, òî â ôîðìóëàõ âûñîòà îñíîâíûõ ñèìâîëîâ äîëæíà áûòü ðàâíà 0,5
ñì. Êàæäûé îñíîâíîé ñèìâîë äîëæåí áûòü âïèñàí â îòäåëüíóþ êëåòêó âûñîòîé è øèðèíîé
0,5 ñì. Âûñîòà ñèìâîëîâ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè äîëæíà áûòü ðàâíà 0,25 ñì. Ôàìèëèÿ â
çàãîëîâêå äîëæíà áûòü íàïèñàíà ïå÷àòíûìè áóêâàìè.


