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Таблица 31.

	№
	Истинное
	Погреш-
	Результат
	Планы экспериментов

	объ-

екта
	значение 

параметра
	ность 

замера
	замера 

параметра до 

обработки
	Упорядо-ченное распре-деление
	Полностью рандомизированный
	Рандоми-зирован-ные полные блоки
	Латинский квадрат (полные блоки)
	Система-тическое распре-деление

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	9
	–1,4
	7,6
	A
	D
	B
	C
	D

	2
	12
	2,8
	14,8
	A
	D
	E
	E
	E

	3
	11
	3,6
	14,6
	A
	B
	A
	A
	A

	4
	12
	–1,7
	10,3
	A
	E
	D
	D
	B

	5
	16
	0,4
	16,4
	A
	C
	C
	B
	C

	6
	17
	2,9
	19,9
	A
	D
	E
	B
	D

	7
	14
	0,4
	14,4
	A
	B
	C
	D
	E

	8
	14
	1,4
	15,4
	B
	A
	A
	E
	A

	9
	17
	–2,0
	15,0
	B
	C
	D
	C
	B

	10
	16
	1,6
	17,6
	B
	B
	B
	A
	C

	11
	13
	0,0
	13,0
	B
	C
	B
	A
	D

	12
	12
	–2,3
	9,7
	B
	A
	A
	C
	E

	13
	12
	–3,1
	8,9
	B
	C
	D
	D
	A

	14
	17
	–0,1
	16,9
	B
	A
	C
	B
	B

	15
	20
	–0,4
	19,6
	C
	D
	E
	E
	C

	16
	20
	–1,0
	19,0
	C
	A
	B
	E
	D

	17
	20
	–3,2
	16,8
	C
	E
	C
	B
	E

	18
	22
	1,6
	23,6
	C
	D
	A
	C
	A

	19
	23
	1,4
	24,4
	C
	B
	E
	A
	B

	20
	24
	2,7
	26,7
	C
	B
	D
	D
	C

	21
	23
	1,8
	24,8
	C
	E
	C
	D
	D

	22
	26
	1,5
	27,5
	D
	B
	E
	A
	E

	23
	26
	–1,7
	24,3
	D
	A
	B
	B
	A

	24
	27
	0,5
	27,5
	D
	A
	D
	E
	B

	25
	26
	0,6
	26,6
	D
	D
	A
	C
	C

	26
	25
	0,3
	25,3
	D
	C
	D
	
	D

	27
	26
	–0,4
	25,6
	D
	C
	B
	
	E

	28
	29
	3,5
	32,5
	D
	B
	C
	
	A

	29
	29
	0,4
	29,4
	E
	C
	E
	
	B

	30
	28
	2,5
	30,5
	E
	E
	A
	
	C

	31
	30
	–1,2
	28,8
	E
	E
	D
	
	D

	32
	31
	0,3
	31,3
	E
	A
	A
	
	E

	33
	30
	–2,7
	27,3
	E
	E
	B
	
	A

	34
	30
	–3,8
	26,2
	E
	D
	E
	
	B

	35
	28
	4,5
	32,5
	E
	E
	C
	
	

	
	21,00
	0,28
	21,28
	   Среднее

	
	46,18
	4,404
	52,49
	   Дисперсия


Таблица 32.

	№
	Способы обработки (j)

	объекта (i)
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	10.6
	16.9
	19.6
	26.0
	26.4

	2
	17.8
	16.5
	19.0
	22.8
	27.5

	3
	17.6
	19.1
	16.8
	26.0
	25.8

	4
	13.3
	14.5
	23.6
	25.1
	28.3

	5
	19.4
	11.2
	24.4
	23.8
	24.3

	6
	22.9
	10.4
	26.7
	24.1
	23.2

	7
	17.4
	18.4
	24.8
	31.0
	29.5
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	  17.00
	  15.29
	  22.13
	  25.54
	  26.43

	​
[image: image2.wmf]y

y

j

-


	-   4.28
	-   5.99
	   0.85
	   4.26
	   5.15
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=  21.28


Здесь: 
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 – среднее значение контролируемого параметра изделий в группе, обработанной j-ым способом, 
[image: image5.wmf]y

 – среднее значение параметра всех объектов после обработки. Нетрудно видеть, что величина 
[image: image6.wmf]y
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 характеризует искомую оценку эффекта способов обработки, поскольку задает отклонение средней величины измеряемого фактора в группе одного из способов обработки от общего среднего.

Первые 7 объектов, прошедших обработку способом A дали среднее значение контролируемого параметра 17,00; вторые при способе B – 15,29; далее соответственно 22,13; 25,54; 26,43. Создается впечатление, что эффекты первых способов обработки меньше, чем последних, что ошибочно! Таким образом, план упорядоченного распределения способов обработка может приводить к выводам, прямо противоположным истинному положению вещей. Это говорит о том, что на итоговый наблюдаемый результат замеров оказывают существенное влияние неизвестные систематические отклонения, не связанные с применяемым способом обработки. При таком плане эксперимента систематические отклонения исходного материала затмевают результаты обработки. Можно сказать, что эксперимент неудачно спланирован.

Таким образом, можно сделать вывод, что результаты упорядоченного плана однофакторного эксперимента весьма чувствительны к скрытым факторам исходного статистического материала.

б) Для получения менее безнадежных результатов достаточно распределить способы обработки по объектам так, чтобы уравнять возможности появления различных отклонений в исходном материале, т.е. достаточно применить рандомизацию. В 6-ом столбце табл. 31 все 5 способов обработки распределены между объектами случайным образом, т.е. каждый объект подвергается какому-либо способу обработки независимо от отклонения контролируемого параметра и порядкового номера. 

В верхней части табл. 33 представлены результаты полностью рандомизированного эксперимента, сгруппированные по способам обработки. Наблюдаемое значение параметра, например, восьмого объекта, подвергшегося согласно плану обработке способом A, 18,4 – складывается из значения параметра до обработки 15,4 и результата обработки +3,0 способом A. В нижней части табл. 33 приводятся все данные дисперсионного анализа влияния способов обработки для оценки их вклада.

Таблица 33.

	№
	Способы обработки

	объекта
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	18,4
	16,1
	16,4
	6,1
	7,3

	2
	12,7
	15,9
	15,0
	13,3
	13,8

	3
	19,9
	19,1
	13,0
	18,4
	21,8

	4
	22,0
	25,9
	8,9
	18,1
	27,5

	5
	27,3
	28,2
	25,3
	22,1
	25,8

	6
	30,5
	29,0
	25,6
	25,1
	24,3

	7
	34,3
	34,0
	29,4
	24,7
	29,5
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	23,59
	24,03
	19,09
	18,26
	21,43

	​
[image: image8.wmf]y

y

j

-


	2,31
	2,75
	–2,19
	–3,02
	0,15
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=21,28

	Дисперсионный анализ

	Оценка рассеяния
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	между группами по способам обработки
	4
	46,98

	внутренняя
	30
	55,04


Здесь: 
[image: image12.wmf]f

 – число степеней свободы,
[image: image13.wmf]2
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 – статистическая оценка дисперсий: между группами по способам обработки:
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где k = 5 по числу способов обработки, 
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 по числу объектов, обработанных j–ым способом; и остаточной – внутренней:
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где 
[image: image17.wmf]ij
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 – значение параметра i–го объекта из обработанных j–ым способом, число объектов, обработанных каждым способом, m = 7.

Внутренняя дисперсия дает среднее квадратическое отклонение: 
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. Это значение сравнимо с самой величиной 
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 и слишком велико, чтобы сделать оценку эффекта способов обработки уверенной. Это и проявилось в весьма далеких от истины оценках, полученных при этом рандомизированном плане однофакторного эксперимента.

Таким образом, можно сделать вывод, что рандомизация плана позволяет существенно улучшить информативность эксперимента, но влияние скрытых факторов не выявляет.

в) Уменьшению внутренней дисперсии могли бы способствовать два мероприятия: увеличение знаменателя за счет повторения каждого способа обработки более 7 раз (увеличения 
[image: image20.wmf]j

N

) или уменьшение числителя, т.е. дисперсии ошибки. Первый требует увеличения объема эксперимента, что не всегда возможно. Второй, как теперь видно, требует более изощренного построения плана эксперимента. Из основного уравнения дисперсионного анализа (§ 6.3) следует, что общая дисперсионная сумма разбивается на столько частей, сколько факторов исследуется в задаче. Следовательно, надо увеличивать количество учитываемых факторов и, соответственно, частных дисперсий.

В нашем экспериментальном материале разнородность определяется неучтенным влиянием неизвестных факторов (например, местом или временем изготовления) – из последней строки табл. 31 видно, что они привели к сильному разбросу исходного истинного значения измеряемого параметра, дисперсия которого 46,18 во много раз больше дисперсии погрешности замера 4,404. Разделим весь экспериментальный материал на одинаковые блоки по порядку. Порядок блоков и будем считать вторым (искусственным) фактором для построения плана двухфакторного эксперимента. Для того чтобы в каждом из этих блоков можно было бы применить обработку всеми оцениваемыми способами, их объем должен быть равен числу способов обработки k = 7. 

Ясно, что с целью рандомизации, (как в предыдущем варианте б) т.е. случайного распределения оцениваемых способов обработки, их следует применить внутри каждого блока к случайным объектам. Так составлен план эксперимента с помощью рандомизированных полных блоков (7-ой столбец табл. 31).  Табл. 34  построена аналогично табл. 33 и дает возможность провести дисперсионный анализ.

Таблица 34.
	№
	Способы обработки
	

	блока
	A
	B
	C
	D
	E
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	1
	17,6
	9,1
	16,4
	8,8
	11,8
	12,74

	2
	18,4
	19,1
	14,4
	13,5
	16,9
	16,46

	3
	12,7
	14,5
	16,9
	7,4
	16,6
	13,62

	4
	26,6
	20,5
	16,8
	25,2
	21,4
	22,10

	5
	29,6
	25,8
	24,8
	26,0
	24,5
	26,14

	6
	33,5
	27,1
	32,5
	23,8
	26,4
	28,66

	7
	34,3
	28,8
	32,5
	27,3
	23,2
	29,22
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	24,67
	20,70
	22,04
	18,86
	20,11
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	3,39
	–0,58
	0,76
	–2,42
	–1,17
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=21,28

	Дисперсионный анализ

	Оценка рассеяния
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	между блоками
	6
	247,20

	между группами по способам обработки
	4
	34,39

	внутренняя
	24
	9,858


Здесь статистические оценки частных дисперсий 

 подсчитываются следующим образом: между блоками по формуле:
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где b = 7 по числу блоков, 
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 по числу объектов в j–м блоке; между группами по способам обработки – по формуле:
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а остаточная, внутренняя – по формуле:
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В этом случае остаточное среднее квадратическое отклонение 
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 существенно меньше, чем в полностью рандомизированном эксперименте. Поэтому оценка эффекта способов обработки 
[image: image32.wmf]y

y

j

-

 существенно лучше и ближе к истине.

Таким образом, можно сделать два вывода. Во-первых, чем меньше остаточная дисперсия, тем ближе среднее выборочное значение исследуемого фактора к его математическому ожиданию, т.е. к истине. Во-вторых, для уменьшения остаточной дисперсии следует вводить как можно больше дополнительных факторов. На последний вывод следует обратить особое внимание, так как он требует совершенно иную постановку эксперимента на больших и "плохо организованных системах", чем на "хорошо организованных системах". А именно: для получения добротных результатов статистической обработки данных эксперимента следует учитывать случайным образом как можно большее число факторов!

г) Построим план эксперимента по трем факторам – план трехфакторного эксперимента. Введем в рассмотрение в качестве третьего, искусственного фактора порядок способов обработки внутри блока. Блоки по-прежнему возьмем размером m = 5 по количеству способов обработки (полные блоки). Убедившись в благотворности рандомизации, обеспечим ее с помощью случайного выбора порядка в блоке.

Рандомизацию и сбалансированность блоков могут обеспечить латинские квадраты, в которых порядок расположения всех пяти способов и блоков уникален (§ 7.2). Таким образом, рандомизация распространена как на блоки, так и на порядки. Случайно выбранный латинский квадрат 5 ( 5 приведен в табл. 35 (он составлен по упоминавшемуся правилу по столбцам с дополнительной перестановкой столбцов местами). В 8-ом столбце табл. 31 показан план, составленный из блоков – столбцов этого латинского квадрата табл. 35.

Таблица 35.

	C
	E
	A
	D
	B

	B
	D
	E
	C
	A

	A
	C
	D
	B
	E

	E
	B
	C
	A
	D

	D
	A
	B
	E
	C


Но таких блоков по 5 элементов на нашем экспериментальном материале может быть 7, а в латинском квадрате их только 5. Очевидно, часть статистического материала не будет использоваться. Тем более интересно, насколько добротный результат может быть получен в этом случае на меньшем объеме эксперимента.

В табл. 36 приведен дисперсионный анализ результатов эксперимента, спланированного с помощью латинских квадратов. 

Таблица 36.
	№
	Порядок внутри блока
	

	блока
	1
	2
	3
	4
	5
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	1
	C   7,6
	E  11,8
	A  17,6
	D   8,8
	B  17,9
	12,74

	2
	B  21,4
	D  12,9
	E  12,4
	C  15,0
	A  20,6
	16,46

	3
	A  16,0
	C   9,7
	D   7,4
	B  18,4
	E  16,6
	13,62

	4
	E  16,0
	B  18,3
	C  23,6
	A  27,4
	D  25,2
	22,10

	5
	D  23,3
	A  30,5
	B  25,8
	E  24,5
	C  26,6
	26,14
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	16,86
	16,64
	17,36
	18,82
	21,38
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=18,21

	Способы обработки

	
	A
	B
	C
	D
	E
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	22,42
	20,36
	16,50
	15,52
	16,26
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	4,21
	2,15
	–1,71
	–2,69
	–1,95

	Дисперсионный анализ

	Оценка рассеяния
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	между блоками
	4
	165,09

	между порядками
	4
	19,29

	между группами по способам обработки
	4
	45,39

	внутренняя
	12
	10,03


При этом частные дисперсии между блоками и между порядками рассчитываются по формулам:
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соответственно, в которых 
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. Частная дисперсия между группами по способам обработки задается формулой: 
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где 
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 а остаточная, внутренняя дисперсия: 
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где j принимает единственное значение, соответствующее единственному способу обработки при выбранных s и i.

Напомним, что все эти частные дисперсии в соответствии с основным уравнением дисперсионного анализа (§ 6.3) с учетом степеней свободы дают в сумме общую дисперсию:
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Прежде чем перейти к оценке результатов планирования эксперимента с помощью латинских квадратов, заметим, что в последнем плане требуемый объем экспериментального материала значительно меньше предыдущих (25 объектов вместо 35). 

Как показывает дисперсионный анализ табл. 36, рассеяние между порядками внутри блоков несущественно по сравнению с рассеянием между блоками и способами обработки, т.е. двойной классификацией (введением второго дополнительного оцениваемого фактора) заметного уменьшения внутренней дисперсии мы не добились. Это значит, что такого дополнительного фактора, скорее всего, не существует. (Между прочим, критерий Фишера § 6.3 позволяет оценить значимость таких оценок рассеяния.) Однако на существенно меньшем объеме статистического материала удалось как бы "очистить" остаточное рассеяние 
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 оценки эффекта способов обработки 
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 от наносного рассеяния прочих факторов и таким образом уменьшить его до 
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. Нетрудно заметить, что полученные данным способом оценки эффекта методов обработки 
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 не уступают случаю рандомизированных полных блоков и достаточно близки к истине.

Таким образом, можно сделать вывод, что если в предоставленном экспериментальном материале существенное значение имеют какие-то два неучтенных фактора, а не один, то их влияние на итоговую оценку эффекта обработки можно существенно снизить. Более того, если второй (третий и т.п.) дополнительный фактор несущественен, то его введение не повлияет на результаты дисперсионного анализа и выводы по результатам эксперимента.

д) Итак, рандомизация действительно позволила учесть систематическое влияние неучтенных случайных факторов и получить достаточно близкие к истине оценки исследуемого фактора. Однако если все основные факторы учесть предварительно и поставить под контроль, то рандомизация может и не понадобиться.

В качестве примера нерандомизированного плана рассмотрим план систематического распределения, представленный 9-ым столбцом табл. 31. Используя полученные в предыдущих исследованиях знания, что единственный "мешающий" фактор приводит к плавному возрастанию по номерам систематического отклонения контролируемого параметра, можно построить статистические оценки на основании "скользящих средних" по пяти соседним объектам. В этом случае именно небольшие отклонения между соседними объектами позволяют надеяться на такой же эффект, как и при разбиении на блоки. Однако в данном плане можно обойтись без рандомизации, так как влияние основного мешающего фактора учтено. Поэтому в рассматриваемом нерандомизированном плане способы обработки распределены систематически – расположены упорядочено (A, B, C, D, E).

Таблица 37.
	№
	Значение
	Сколь-
	Сколь-
	Сколь-

	объ-

екта
	параметра

после

обработки
	зящие

суммы
	зящие

средние
	зящие

разности
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	1
	2
	3
	4
	5

	1
	6,1
	
	
	

	2
	11,8
	
	
	

	3
	17,6
	63,7
	12,74
	4,86

	4
	11,8
	76,0
	15,20
	–3,40

	5
	16,4
	75,6
	15,12
	1,28

	6
	18,4
	76,4
	15,28
	3,12

	7
	11,4
	81,1
	16,22
	–4,82

	8
	18,4
	82,3
	16,46
	1,94

	9
	16,5
	75,4
	15,08
	1,42

	10
	17,6
	70,7
	14,14
	3,46

	11
	11,5
	64,2
	12,84
	–1,34

	12
	6,7
	66,1
	13,22
	–6,52

	13
	11,9
	68,1
	13,62
	–1,72

	14
	18,4
	74,1
	14,82
	3,58

	15
	19,6
	81,2
	16,24
	3,36

	17
	13,8
	103,4
	20,68
	–6,88

	18
	26,6
	110,5
	22,10
	4,50

	19
	25,9
	116,3
	23,26
	2,64

	20
	26,7
	127,0
	25,40
	1,30

	21
	23,3
	127,7
	25,54
	–2,24

	22
	24,5
	130,8
	26,16
	–1,66

	23
	27,3
	130,7
	26,14
	1,16

	24
	29,0
	131,2
	26,24
	2,76

	25
	26,6
	129,3
	25,86
	0,74

	26
	23,8
	137,5
	27,50
	–3,70

	27
	22,6
	139,4
	27,88
	–5,28

	28
	35,5
	143,3
	28,66
	6,84

	29
	30,9
	146,8
	29,36
	1,54

	30
	30,5
	152,5
	30,50
	0,00

	31
	27,3
	147,3
	29,46
	–2,16

	32
	28,3
	144,1
	28,82
	–0,52

	33
	30,3
	
	
	

	34
	27,7
	
	
	


Скользящие средние строятся следующим образом (табл. 37). Каждые 5 смежных объектов, обработанных разными способами (потому и необходимо систематическое расположение A, B, C, D, E), порождают для центрального объекта из этой пятерки скользящие суммы (3-ий столбец) и скользящие средние арифметические (4-ый столбец) значений контролируемого параметра после обработки. В 5-ом столбце располагаются скользящие разности 
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 между значениями параметра после обработки и скользящими средними – между 2‑ым и 4-ым столбцами.

Способы обработки (A, B, C, D, E) приходится располагать в указанном порядке, начиная от третьего объекта, так как именно он порождает первую пятерку данных и именно от него определяется первая скользящая разность. Неполные (крайние) блоки этой системы способов обработки составляются так, как если бы они были полными и продолжались дальше.

Результаты обработки данных такого эксперимента представлены в табл. 38. В ней скользящие разности сгруппированы по соответствующим им способам обработки, а 
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 представляет собой среднюю их величину для j-го способа, т.е. оценку эффекта обработки, которая оказалась весьма близкой к истине.

В итоге по такому плану каждому способу обработки подвергнуты c = 6 объектов, что позволяет исходный экспериментальный материал. Поэтому сумму квадратов отклонений  можно разбить, следуя Фишеру, следующим образом: 
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Здесь последнее слагаемое в правой части, деленное на k – 1 = 4, дает оценку частной дисперсии между группами по 5 способам обработки, а первое, деленное на 
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 – остаточную внутреннюю дисперсию искомой оценки. Остаточное среднее квадратическое отклонение получается равным 
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, что позволяет считать полученные оценки эффекта способов обработки достаточно точными и не подверженными каким-либо существенным неучтенным факторам.

Таблица 38.

	№
	Способы обработки

	блока
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	4,86
	–3,40
	1,28
	3,12
	–4,82

	2
	1,94
	1,42
	3,46
	–1,34
	–6,52

	3
	–1,72
	3,58
	3,36
	–1,68
	–6,88

	4
	4,50
	2,64
	1,30
	–2,24
	–1,66

	5
	1,16
	2,76
	0,74
	–3,70
	–5,28

	6
	6,84
	1,54
	0,00
	–2,16
	–0,52
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	2,93
	1,42
	1,69
	–1,33
	–4,28

	Дисперсионный анализ

	Оценка рассеяния средних разностей
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	между группами по способам обработки
	4
	50,34

	внутренняя
	20
	7,477


Рассмотренный пример демонстрирует положительные и отрицательные стороны различных планов эксперимента для дисперсионного анализа. Оказывается возможным выявить эффект воздействия частного фактора, наличие которого лишь предполагается. Эта возможность основывается на дисперсионном анализе, позволяющем селектировать систематические отклонения (воздействия) от случайных посредством разбиения общей дисперсии.

Таким образом, в арсенале средств планирования эксперимента оказываются следующие приемы, повышающие качество параметрической оценки эффекта посредством уменьшения остаточной дисперсии:

– рандомизация,

– искусственное увеличение количества учитываемых факторов,

– разбиение на блоки и группы,

– латинские квадраты.

В заключение данного параграфа заметим, что все рассмотренные в примере планы сбалансированы по способам обработки – исследуемому фактору. 
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