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случае N = 8, а k + 1 = 4, т.е. можно добавить 4 таких новых члена модели, которые не изменят числа основных факторов. Таким образом, в модель можно добавить всевозможные сочетания (произведения) основных факторов и рассматривать ее в следующем, уже нелинейном, виде:

y = (0 + (1x1 + (2x2 + (3x3 + (12x1x2 + (13x1x3 + (23x2x3 + (123x1x2x3.

Под такую расширенную регрессионную модель можно построить насыщенный план. В табл. 28 представлен такой план, полученный из полного плана для линейной трехфакторной регрессии (перекомпонованный план табл. 27) добавлением столбцов сочетаний (произведений) основных факторов.

Таблица 28.
	№
	Факторы (j)
	
	
	
	
	Результат

	опыта (i)
	x0
	x1
	x2
	x3
	x1x2
	x1x3
	x2x3
	x1x2x3
	опыта

	1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	y1

	2
	+1
	–1
	+1
	+1
	–1
	–1
	+1
	–1
	y2

	3
	+1
	+1
	–1
	+1
	–1
	+1
	–1
	–1
	y3

	4
	+1
	–1
	–1
	+1
	+1
	–1
	–1
	+1
	y4

	5
	+1
	+1
	+1
	–1
	+1
	–1
	–1
	–1
	y5

	6
	+1
	–1
	+1
	–1
	–1
	+1
	–1
	+1
	y6

	7
	+1
	+1
	–1
	–1
	–1
	–1
	+1
	+1
	y7

	8
	+1
	–1
	–1
	–1
	+1
	+1
	+1
	–1
	y8

	
	
	
план
	
	
	
	
	


Легко проверить, что построенный таким образом насыщенный план обладает всеми рассмотренными в § 7.6 свойствами. Условие нормировки выполняется для всех столбцов очевидным образом. Симметричность столбцов парных произведений следует из условия ортогональности основных столбцов. В симметричности столбца тройного произведения можно убедиться с помощью следующих рассуждений, основанных на виде основных столбцов, позволяющем последовательно разбивать суммы на две части:
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Ортогональность столбцов расширения и основных столбцов следует при k ( l ( m ( k из симметричности столбца тройного произведения:
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,
при l = k – из симметричности и нормированности основных столбцов:


[image: image3.wmf](

)

(

)

0

x

1

x

x

x

x

x

x

N

1

i

im

N

1

i

im

ik

ik

i

m

k

N

1

i

i

k

=

×

=

=

å

å

å

=

=

=

,

а для тройного произведения:
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– из ортогональности основных столбцов. Ортогональность столбцов расширения между собой проверяется аналогично:
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Все это вместе взятое, позволяет рассматривать описанный способ построения насыщенного плана 3-факторного эксперимента для расширенной нелинейной регрессионной модели, как способ построения насыщенного плана для любой 7-факторной линейной регрессионной модели вида:
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Действительно: его насыщенность позволяет определить все 8 коэффициентов такой линейной модели, несмотря на неполноту. Полный план 7-факторного эксперимента должен был бы содержать 
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 опытов! Нельзя не прийти к выводу о неприемлемости реализации полных планов для многофакторных экспериментов.

Проведенный переход от плана табл. 26 к плану табл. 28 показывает возможность построения неполного, но насыщенного плана для эксперимента с б(льшим числом факторов, исходя из плана с меньшим числом факторов. Так, при переходе от неполного плана табл. 26 к полному плану табл. 27 было замечено, что исходный план составляет симметричную, ортогональную часть от полного плана, насыщенную для линейной регрессионной модели. Переход от полного плана трехфакторного эксперимента табл. 27 к неполному плану семифакторного эксперимента табл. 28 позволил построить тоже неполный, но симметричный, ортогональный план, насыщенный для линейной регрессионной модели.

Неполные планы при условии их симметричности, нормировки и ортогональности, позволяющие определить регрессионную модель частного вида, называются дробными планами или дробными репликами. Следуя этой терминологии, план табл. 26 называют полурепликой полного 3-факторного плана. 

Если полный план k-факторного h-уровневого эксперимента принято обозначать hk (по его объему), то полуреплику обозначают hk–1. Указанное выражение задает объем эксперимента из N опытов. Таким образом, табл. 26 дает нам полуреплику типа 23–1 из полного плана 23 табл. 27. План табл. 28 можно рассматривать, как 1/16 реплику 27–4 от полного плана 7-факторного эксперимента 27.

Полный план k-факторного двухуровневого эксперимента можно интерпретировать, как полный перебор всех вершин k-мерного куба, полуреплику – как перебор только половины вершин этого куба, выбранных таким образом, чтобы составить симплекс.

Как было показано выше, дробные планы можно строить из полных планов более низкого порядка. Однако при этом следует специально следить за соблюдением условия ортогональности. Дело в том, что ортогональность плана обеспечивает получение коэффициентов регрессии раздельно по всем факторам, в то время как неортогональные планы позволяют определить не все коэффициенты, а некоторые из них лишь для комбинаций факторов, например, вида (x1+x2x4) или (x2–5,7x1x2x3), что не всегда удобно и приемлемо. Иными словами, ортогональный план позволяет получить систему линейных алгебраических уравнений для коэффициентов линейной регрессии, имеющих единственное решение. Т.е. ортогональный план обеспечивает максимум информации при заданном объеме эксперимента.

Таблица 29.
	№ опыта (i)
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4

	1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1

	2
	+1
	–1
	+1
	+1
	–1

	3
	+1
	+1
	–1
	+1
	–1

	4
	+1
	–1
	–1
	+1
	+1

	5
	+1
	+1
	+1
	–1
	+1

	6
	+1
	–1
	+1
	–1
	–1

	7
	+1
	+1
	–1
	–1
	–1

	8
	+1
	–1
	–1
	–1
	+1

	9
	+1
	+1
	+1
	+1
	–1

	10
	+1
	–1
	+1
	+1
	+1

	11
	+1
	+1
	–1
	+1
	+1

	12
	+1
	–1
	–1
	+1
	–1

	13
	+1
	+1
	+1
	–1
	–1

	14
	+1
	–1
	+1
	–1
	+1

	15
	+1
	+1
	–1
	–1
	+1

	16
	+1
	–1
	–1
	–1
	–1


С целью соблюдения ортогональности дробные планы следует строить с помощью добавления (если это необходимо) столбцов взаимодействия. Так, для построения полуреплики 24–1 4-хфакторного эксперимента можно взять полный план 3-факторного – 23 (см. собственно план табл. 28) и добавить 1 столбец любого взаимодействия, например, x4 = x1x2. Как мы видели, такая конструкция обеспечивает ортогональность, т.е. возможность определения всех коэффициентов регрессии. Эта полуреплика изображена верхними 8 строками табл. 29. В нижних 8 строках этой таблицы для наглядности помещена другая полуреплика, у которой x4 = –x1x2. Вместе эти две полуреплики составляют полный план 24.

Для построения четверть-реплики 5-факторного эксперимента 25–2 за основу можно взять тот же полный план 23, к которому следует добавить 2 столбца, составленных из разных произведений основных факторов.

До сих пор мы рассматривали регрессионные модели, в которых каждый фактор встречается (даже в комбинации с другими) только в степени 0 или 1. Естественно, более завершенной выглядит модель, хоть и без тройного взаимодействия, но учитывающая степени факторов, например, квадраты:
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Из симметрии матрицы 
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 следует, что для такой модели с тремя факторами k = 3 необходимо определить 10 различных коэффициентов. Полный же план 3-факторного эксперимента дает только 23 = 8 опытов, которые не позволят их все определить. Этот полный план для такой регрессионной модели является сверхнасыщенным. Попытки расширения плана, аналогичные рассмотренным выше, приводят к необходимости построения неортогонального плана, так как придется включить одинаковые столбцы с квадратами факторов: 
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. А неортогональный план, как мы уже знаем, не позволит определить все коэффициенты регрессии.

Прием построения специфического неортогонального плана, позволяющего определить все коэффициенты для сложных регрессионных моделей, предложил Бокс. Следуя ему, назовем "ядром" полный план 23 = 8, расширенный столбцами соответствующих взаимодействий и квадратов факторов. В табл. 30 ядро располагается в верхних 8 строках.

Таблица 30.
	№ опыта
	x0
	x1
	x2
	x3
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	x1x2
	x1x3
	x2x3
	

	1
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	о
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	+1
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	–1
	–1
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	+1
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	+1
	+1
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	+1
	+(
	0
	0
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	0
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	0
	з

	10
	+1
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	0
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	0
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	0
	в

	11
	+1
	0
	+(
	0
	0
	(2
	0
	0
	0
	0
	е

	12
	+1
	0
	–(
	0
	0
	(2
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	0
	з

	13
	+1
	0
	0
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	0
	0
	(2
	0
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	д
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	+1
	0
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	0
	0
	(2
	0
	0
	0
	ы

	15
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
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	0
	центр


Дополнять план Бокс предложил, искусственно увеличивая количество уровней факторов введением в план новых точек на ребрах k-мерного куба. Необходимость этого ясна, если вспомнить, что выявить квадратичную зависимость можно только по не менее чем трем точкам, т.е. необходимо иметь не менее трех уровней факторов. 2k "звездных" точек представляют собой точки плана с координатами по основным факторам вида (((, 0, 0,..., 0), (0, ((, 0, 0,..., 0),..., (0, 0,..., (() – они расположены в табл. 30 в строках с 9-ой по 14-ю. Еще одна точка – центральная – имеет все координаты 
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, она помещена в 15-ой строке. Таким образом, план стал ненасыщенным, что позволяет кроме всех требуемых коэффициентов регрессии провести оценку некоторых статистических критериев или дисперсионный анализ за счет оставшихся (15 – 10) = 5 степеней свободы. Заметим, кстати, что во всех формулах вычисления дисперсии при таком анализе число степеней свободы должно быть уменьшено на количество найденных коэффициентов регрессии (в нашем примере на 10).

7.8. Сравнение приемов планирования эксперимента

Для подробного изучения нескольких возможных приемов целенаправленного построения планов рассмотрим следующий пример планирования эксперимента для дисперсионного анализа.

ПРИМЕР. Для некоторого технологического процесса требуется оценить эффекты обработки 5 различными способами: A, B, C, D, E (фактор обработки). Поставим задачу сравнить возможные планы эксперимента, состоящего в распределении способов обработки по объектам, с точки зрения наилучшей точности и наибольшей информативности.

В качестве исходного экспериментального материала предоставлены 35 объектов производства, подлежащих дальнейшей обработке исследуемыми способами. Результаты контрольного замера в этой партии объектов до обработки представлены в 4-м столбце табл. 31. Каждое значение в этом столбце является суммой двух неподдающихся измерениям значений: истинного значения замеряемого параметра (2-й столбец) и погрешности замера (3-й столбец), которая предполагается нормально распределенной. Таким образом, например, двадцатый объект поступает на обработку одним из исследуемых способов с параметром: 26,7 = 24 + 2,7, который тоже не поддается замеру.

Эффекты каждого способа обработки постоянны, не зависят от исходных параметров объекта и выражаются в добавлении определенного значения к контролируемому параметру: для A – это (+3,0), для B – (+1,5), для C – (0,0), для D – (–1,5), для E – (–3,0). 

Заметим, что при последующем проведении планируемого эксперимента ни эти значения, которые и следует оценить, ни данные 4-го столбца (параметр до обработки) известны не будут – контролируемым останется только результат обработки, например, двадцатого объекта способом E: 23,7 = 26,7 – 3,0. Т.е. влияние каждого способа обработки придется оценивать лишь по этим замерам. В табл. 31 исходный статистический материал в столбцах 2, 3, 4, характеризующий предварительные стадии производственного процесса, дан лишь для наглядности сравнения различных планов эксперимента.

а) Рассмотрим первый пример – план упорядоченного (нерандомизированного) распределения способов обработки, представленный 5-м столбцом табл. 31. Проанализируем результаты этого эксперимента, т.е. поддающиеся контролю результаты замера параметра после обработки. Эти данные показаны в табл. 32, сгруппированными по способам обработки, под которые попало ровно по 7 объектов.
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