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Б. Точечные оценки контролируемого параметра обладают всеми необходимыми свойствами несмещенности, состоятельности, эффективности и достаточности только при больших объемах эксперимента. Кроме того, определение объема эксперимента по дисперсии не дает вероятностной оценки обеспечения заданной погрешности. А такая оценка необходима, поскольку результаты любого эксперимента следует рассматривать как выборку из генеральной совокупности проявления исследуемого процесса. Поэтому более качественную оценку требуемого объема эксперимента следует проводить с помощью доверительных интервалов (§ 5.5). Однако для их построения необходимо знать закон распределения этого параметра; в отличие от предыдущих методов – это и есть "плата" за качество оценки.

Поскольку контролируемый параметр чаще всего оценивают с помощью выборочного среднего, постольку для оценки его точности можно использовать доверительный интервал для математического ожидания этого контролируемого параметра. Этот интервал обычно строится симметрично относительно выборочного среднего, и его радиус непосредственно определяет точность оценки (вернее, погрешность) при заданной "уверенности" – доверительной вероятности (. Так, например, для нормально распределенного параметра погрешность его средней выборочной оценки (радиус доверительного интервала, половина его) определяется одной из формул:
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(первой – при априори известном значении ( по 4-й строке табл. 10 § 5.4, второй – при неизвестном (, но найденной выборочной несмещенной его оценке – s по 5-й строке табл. 10 § 5.4), где 

 – аргумент стандартизованной функции нормального закона распределения [18], определяемый из условия: 
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×

=

F

g

5

,

0

)

u

(

 (см. § 5.5), где ( – назначенная доверительная вероятность; а 

 – из таблицы распределения Стьюдента с N – 1 степенями свободы при вероятности p = 1 – (. Отсюда вытекают формулы для определения объема эксперимента, необходимого для обеспечения погрешности ( с доверительной вероятностью (:
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В общем случае контролируемой величины, распределенной по другому  закону (не нормальному), следует исходить из общего определения доверительного интервала и строить его на основании именно этого закона распределения. Можно также пользоваться приближенными законами распределения.

В. Близок по смыслу к изложенному "простейший критериальный" подход к определению объема эксперимента. Пусть x – нормально распределенный параметр, о значении которого судят по найденному выборочному среднему 
[image: image4.wmf]x

 из эксперимента объемом N. Критериальный подход (§ 5.6) позволяет с помощью результатов этого эксперимента проверить гипотезу H0: a = a0 о том, что математическое ожидание a имеет значение a0 при разнообразных конкурирующих гипотезах. Это бывает необходимо, когда оценка сугубо несимметрична.

Из 4-ой и 5-ой строк табл. 10 § 5.4 известно, что величины:
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имеют нормальное распределение и, соответственно, распределение Стьюдента с N – 1 степенями свободы. Эти величины выступают в качестве критерия при проверке гипотезы H0: a = a0: если критерий больше критического значения, то проверяемая гипотеза отвергается, если меньше – принимается (говорят, что по результатам выборки нет оснований отвергнуть проверяемую гипотезу). В табл. 17 приводится сводка окончательных формул для определения объема эксперимента, необходимого для проверки соответствующих конкурирующих гипотез, полученных с помощью аппарата, изложенного в § 5.6.

Таблица 17.

	Конкурирующая
	Требуемый объем эксперимента

	гипотеза
	при известном (
	при неизвестном (

	a ( a0
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	a > a0
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	a < a0
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	a = a1
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	Проверяемая гипотеза a = a0

	( – вероятность ошибки I рода (отвергнуть верную гипотезу)

	( – вероятность ошибки II рода (принять неверную гипотезу)

	Значения вероятностей ( в функции u( соответствуют таблице стандартизованного нормального закона распределения вероятностей из [18].


Однако на практике целесообразнее пользоваться не этими конечными формулами, а логикой построения доверительных интервалов, так как постановка реальных задач бывает весьма далека от постановки задачи проверки статистических критериев. 

ПРИМЕР. Требуется с помощью летных испытаний выяснить возможность приема самолета нового типа на аэродроме с располагаемой посадочной дистанцией Lа/д = 1500 м. Разброс посадочных дистанций на самолете-прототипе составляет 300 м. Сколько посадок необходимо произвести в летных испытаниях, чтобы обеспечить ответ на поставленный вопрос с погрешностью ( = 50 м при допустимой вероятности ошибки ( = 0,1 %?

Прежде всего, необходимо иметь оценку среднего квадратического отклонения ( при одном опыте (посадке). Проводить летные испытания для получения этой оценки слишком дорого и небезопасно, поэтому воспользуемся сведениями о прототипе, перенося результат на исследуемый тип самолета. Однако этот обычный прием следует делать аккуратно. Предположим, что посадочная дистанция распределена по нормальному закону. На самом деле это не так, потому что отрицательных значений посадочной дистанции или очень больших не бывает. Но в первом приближении это можно допустить, так как предполагаемый центр распределения с учетом разброса (от 1350 м до 1650 м) существенно удален от начала координат. В таком случае воспользуемся правилом 3( (вероятность попадания нормально распределенной случайной величины в интервал радиусом 3( вокруг математического ожидания равна 0,9973, что легко проверить по таблицам функции Лапласа), что даст оценку среднего квадратического отклонения при одной посадке ( ( 50 м, исходя из разброса для прототипа, равного 300 м, т.е. двух радиусов по 3(.

1 подход – "тривиальный" согласно рассмотренному выше методу А. Трактовка (, непосредственно как погрешности, очевидно неприемлема, так как из вышеприведенных рассуждений следует явная недостаточность ( ( 50 м для практического использования. Для уменьшения среднего квадратического отклонения средней посадочной дистанции по результатам N посадок до значения, соответствующего уменьшению разброса от 300 м до 100 м (погрешность 50 м), т.е. в 3 раза необходимо произвести: N = 

 = 9 посадок. Именно тогда 3((N) составят величину не более допустимой погрешности 50 м. 

Исходя из правила 3(, вероятность ошибки при этом можно оценить величиной 0,27 %, что существенно хуже требуемой вероятности ошибки.

2 подход – "формальный доверительный" согласно рассмотренному выше методу Б. Применение симметричного доверительного интервала для обеспечения заданной погрешности при заданной доверительной вероятности приводит к соотношению:
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Напомним, что в этом случае ( = 0,5 (1 – () для таблицы [18]. Таким образом, при таком подходе требуется провести летный эксперимент из 11 посадок.

3 подход – "неформальный доверительный". Обратим внимание на то, что отклонения значений посадочной дистанции в меньшую сторону для целей нашей практической задачи несущественны. Это означает, что достаточно построить односторонний доверительный интервал: от –( до Lа/д. Не входящая в него часть числовой оси правее Lа/д (рис. 56) представляет собой область риска принять неверное решение. Таким образом, вероятность попадания истинного значения посадочной дистанции в эту область не должна превышать ( = 0,1 %, т.е. для таблицы [18] следует принять ( = 0,5 – (. Предполагая, что центр распределения расположен левее Lа/д на 50 м (для обеспечения запаса), т.е. a0 = Lпос = Lа/д – (, среднее арифметическое значение 
[image: image15.wmf]L

 посадочных дистанций при N посадках должно удовлетворять условию:
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Рис. 56.

Таким образом, при этом подходе необходимо произвести 10 посадок.

4 подход – "формальный критериальный" согласно рассмотренному выше методу В. В этом случае проверяемая гипотеза: a0 = Lпос = Lа/д – ( (для обеспечения запаса). При конкурирующей гипотезе о том, что истинное значение посадочной дистанции отличается от допустимой a0 в любую сторону более, чем на требуемую погрешность: |Lпос – a0| > (, руководствуемся первой строкой табл. 17. Тогда необходимое число посадок составит (при ( = 0,001): N > 10,82, как и при "формальном доверительном" 2-м подходе.

5 подход – "неформальный критериальный". В этом случае та же проверяемая гипотеза: a0 = Lпос = Lа/д – (. При конкурирующей гипотезе о том, что истинное значение посадочной дистанции превосходит допустимую a0 более, чем на требуемую погрешность: Lпос – a0 > (, руководствуемся второй строкой табл. 17. Тогда необходимое число посадок составит (при ( = 0,001): N > 9,55, как и при "неформальном доверительном" 3-м подходе.

6 подход. Попробуем получить ответ на поставленный вопрос с помощью одного единственного испытания, в результате которого получено значение Lпос = x1 = 1410 м. В этом случае естественно выдвинуть гипотезу H0: a = a0 = x1 = 1410 м. С выдвижением альтернативной гипотезы дело обстоит сложнее. На первый взгляд в качестве альтернативной гипотезы следует принять H1: a > x1 = 1410 м. Тогда при заданной вероятности ошибки ( = 0,001 (которую резонно считать ошибкой I рода) напрашивается использование близости распределения этой величины к нормальному с известным средним квадратическим отклонением ( ( 50 м. По таблице функции Лапласа [18] для стандартизованной величины 

 находим ее значение 3,09, соответствующее вероятности 0,5 – ( = 0,499. Итак, граница критической области определится соотношением: x* = 3,09(( + x1 = 1565 м. В этом случае расположения критической области (рис. 46) при очевидном 1410 м < 1565 м следует вывод о приемлемости гипотезы H0, т.е. о возможности эксплуатации этого типа самолета на данном аэродроме.

Однако настораживают промежуточные результаты: граница критической области находится в зоне недопустимых значений x* = 1565 м > Lа/д = 1500 м! Так как требования к точности и достоверности, т.е. (( и (, заданы, то это кажущееся несоответствие может быть ликвидировано только одним способом: заменой статистического материала, на основании которого и делался вывод. Однако выясним, нельзя ли разрешить эту проблему заменой альтернативной гипотезы. 

7 подход. В рассматриваемом примере логически возможно выдвижение только одной гипотезы другого вида: H1: a + a1. Остаются под вопросом лишь значения a1 и (.

Проанализируем требование точности. Заданная погрешность ( = 50 м может интерпретироваться, как величина уверенного (с некоторой вероятностью) различения двух значений Lпос. Тогда в качестве a1 следовало бы рассматривать для единственного имеющегося результата Lпос = x1 = 1410 м значение: a1 = x1 + ( = (1410 + 50) м = 1460 м. 

Выбор допустимой вероятности ошибки второго рода ( (ошибочного принятия неверной гипотезы) следует делать из соображений более опасных ее последствий, т.е. следует назначить ( существенно меньше, чем (, например, ( = 0,0001. Это и понятно: ущерб от принятия данного аэродрома к эксплуатации при его непригодности к этому неизмеримо больше. При этом погрешность ( = 50 м по-прежнему рассматривается как расстояние между центрами двух однотипных распределений (a0 и a1 на рис. 47), а граница критической области x* должна находиться между ними:
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Однако, нетрудно видеть, что эти соотношения невыполнимы: по таблице функции Лапласа u0,5–( = 3,09, u0,5–( = 3,72, а правые части принимают значения, безусловно меньшие 1, так как x* располагается на отрезке длиной 50 м, чему равен знаменатель. Этот факт свидетельствует о невозможности сделать положительный вывод по имеющимся данным и при самой сложной альтернативной гипотезе. Необходимо собрать другой статистический материал.

8 подход. Рассмотрим в качестве такого материала данные N посадок, а в качестве оценки для Lпос используем среднее по этим результатам 
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. Тогда последние соотношения из предыдущего подхода примут вид: 
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и из них, исключая x*, можно получить выражения для необходимого объема эксперимента N:


[image: image21.wmf]2

0

1

2

2

5

,

0

5

,

0

)

a

a

(

)

u

u

(

N

-

s

´

+

>

a

-

b

-

,

а исключая ( – положение границы критической области, но только после задания a0: 
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Расчеты для рассматриваемого примера дают N > 46,38. На практике следовало бы по результатам 47 посадок вычислить среднюю величину посадочной дистанции 
[image: image23.wmf]L

 и принять ее в качестве a0, выдвинув тем самым гипотезу H0: a = a0. Если вычисленная после этого граница критической области x* окажется правее полученной величины 
[image: image24.wmf]L

 и левее Lа/д – (, то не будет оснований отвергать гипотезу H0, т.е. можно разрешить эксплуатацию нового типа самолета на данном аэродроме.

На практике при выборе приема планирования объема эксперимента следует исходить каждый раз только из условий конкретной задачи исследований. Так, например, при отсутствии возможности достаточно уверенного определения или оценки ( применение подходов с 3-го по 8-ой видится неоправданно сложным. Не стоит также забывать об экономических аспектах и приемах последовательного анализа (§ 5.6).
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