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Раздел 3

ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА
Глава  7. Статистические методы планирования эксперимента
7.1. Проблемы построения эксперимента

Авиационная и космическая техника относится к "плохо организованным системам". Большое количество факторов, существенно влияющих на результат работы этой техники, требует построения специфических моделей, как, например, аэродинамические характеристики летательного аппарата, которые представляют собой не что иное, как регрессионные модели. Их применение диктуется способностью описать сложные логические связи, без четкого и аргументированного понимания которых невозможно правильно эксплуатировать технику. Их разработка требует постановки и проведения сложных и дорогостоящих экспериментов (например, летных испытаний и продувок в аэродинамических трубах) с исследованием влияния множества параметров. Для этого необходимо планирование эксперимента – совокупность действий, объединенных целью исследования и направленных на разработку стратегии экспериментирования от начальных до заключительных этапов изучения объекта исследований (от получения априорной информации до создания работоспособной математической модели или определения оптимальных условий) [12].

С другой стороны, между объектом исследования и результатами эксперимента, полученными и обработанными в целях этого исследования, существует огромная дистанция. Дело не только в том, что эксперимент может быть поставлен разным образом, а его результаты обработаны различными методами. Дело еще в том, что объект исследования – оригинал – многообразен и бесконечно сложен в своих проявлениях, только часть из которых мы можем наблюдать в эксперименте – модели. Т.е. необходимо четко себе представлять, что результаты эксперимента – это лишь более или менее представительная выборка при наблюдении за генеральной совокупностью. А это требует использования методов математической статистики для проведения успешного анализа результатов эксперимента. Особую роль здесь играют дисперсионные модели (модели дисперсионного анализа, § 6.3) и регрессионные модели (модели регрессионного анализа, § 6.4). 

Ситуация еще более усложняется, если исследуется не единичный объект, а сложная система. В этом случае наибольшим затруднением становится множественность целей подсистем и элементов, а также множественность критериев оценки их работы (многокритериальность). Различные критерии могут вступать в противоречие друг с другом, однако даже их частичное игнорирование может полностью исказить систему как целое.
ПРИМЕР. Эффективность авиаремонтного завода (АРЗ) не может быть оценена каким-либо единым показателем, например, доходом. АРЗ работает не в изолированном пространстве, а в среде авиакомпаний, которые противятся росту цены ремонта. По-видимому, кроме дохода необходимо учитывать и себестоимость, и производительность труда, и общий объем работ, и что-то еще. С другой стороны, для цеха ремонта гидросистем придется учитывать и другие дополнительные факторы. Так, например, резкое увеличение производительности труда приведет к простоям из-за отсутствия фронта работ. Таким образом, при неправильной организации  труда (игнорировании множественности задач и критериев деятельности подсистем) безусловно прогрессивный рост производительности труда может обернуться общим проигрышем.

Изучение "плохо организованных систем" требует построения сложных моделей, которые в свою очередь, требуют обширных экспериментальных исследований. Возникает необходимость разработки такой постановки эксперимента, которая обеспечила бы выполнение сразу нескольких условий: практическую осуществимость (быстрота, экономичность), достаточную полноту (для обоснования выводов), наглядность (удобство интерпретации).

В преодолении указанных трудностей помогают методы планирования эксперимента. С их помощью отнюдь не производится жесткое планирование всего до мелочей – это невозможно и неразумно хотя бы потому, что в жизни возможны отклонения. Здесь широко применяется последовательный анализ, возврат к предыдущему эксперименту для его уточнения или переориентации и другие приемы, приводящие в конечном итоге к построению необходимой модели. Единого рецепта здесь нет и быть не может – каждую исследуемую систему с учетом ее конкретики можно разделить на более простые подсистемы и рассматривать их во взаимодействии. Однако есть математически обоснованные методы планирования эксперимента для построения статистических математических моделей. Они объединяются в классическую теорию эксперимента.

В теории планирования эксперимента сформировалась система основных терминов и понятий. Прежде всего имеется в виду, что изучаемая система может быть представлена "черным ящиком" (рис. 51 § 6.1). Кроме того, вводятся следующие определения.

Эксперимент – это система операций, воздействий и (или) наблюдений, направленных на получение информации об объекте при исследовательских испытаниях [12].

Опыт – это отдельная часть эксперимента, воспроизводящая исследуемое явление в определенных задаваемых условиях при возможности регистрации его результатов.

Пассивный эксперимент – эксперимент в отсутствии управляемых факторов: выходные факторы зависят только от неуправляемых входных и неконтролируемых факторов (шума).

Активный эксперимент – эксперимент в отсутствии неуправляемых входных факторов: выходные факторы зависят только от управляемых входных и неконтролируемых факторов (шума).

Теория планирования эксперимента занимается именно активным экспериментом и предполагает планирование значений управляемых входных факторов X в области их возможных значений. Таким образом, планом эксперимента является некоторая совокупность уровней факторов X, построенная для определенных целей исследования. Обычно он изображается в виде матрицы плана, в которой строки отвечают опытам, а столбцы – факторам, т.е. элемент 

 матрицы плана обозначает определенный уровень j-го фактора в i-м опыте:
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С точки зрения унификации изображения планов экспериментов такая форма наиболее предпочтительна. Основными ее чертами являются:

– дробление на элементарные опыты (испытания) и расположение их по строкам;

– указание для каждого опыта (в каждой строке) реализуемых в нем уровней всех факторов (в строке перечислены уровни всех исследуемых факторов, реализуемые в данном опыте);

– расположение факторов по столбцам (в столбце перечислены уровни одного фактора, встречающиеся во всех опытах).

По количеству исследуемых факторов и их уровней эксперименты имеют свою устоявшуюся терминологию. Так, k-факторным называется эксперимент, в котором результат рассматривается в зависимости от изменения k контролируемых управляемых входных факторов (вектор X имеет размерность k). Если все исследуемые факторы имеют в эксперименте одинаковое количество h уровней, то такой эксперимент называется h-уровневым. 

Для наиболее экономичного получения достоверного результата, удовлетворяющего заданным требованиям, необходимо решить ряд проблем постановки эксперимента:

1) собственно эксперимент:

а) формулировка целей и задач эксперимента,

б) выбор наблюдаемого выходного фактора,

в) выбор управляемых факторов,

г) выбор уровней этих факторов (количественных или качественных, фиксированных или случайных),

д) подбор сочетаний уровней факторов;

2) планирование эксперимента:

а) определение необходимого числа опытов,

б) определение порядка проведения отдельных опытов,

в) выбор метода рандомизации,

г) составление математической модели для описания результатов;

3) анализ результатов эксперимента:

а) сбор и обработка данных,

б) вычисление статистик для проверки гипотез,

в) интерпретация результатов эксперимента.

Для успешного решения первой из этих проблем применяются методы теории моделирования, третьей – методы обработки информации. Методам решения второй проблемы и частично первой посвящена теория планирования эксперимента.

Основные принципы планирования эксперимента позволяют сделать эксперимент практически реализуемым и информативным.

1. Принцип отказа от полного перебора возможных входных состояний. Для получения исчерпывающей информации о поведении выходных факторов Y, вообще говоря, необходимо проведение такого числа опытов в эксперименте, чтобы все уровни каждого из входных факторов встречались друг с другом во всех возможных комбинациях. Понятно, что с ростом числа факторов и уровней объем такого эксперимента быстро увеличивается, а для непрерывно изменяющегося хотя бы одного фактора становится бесконечным. Поэтому от полного перебора отказываются сознательно, строго отбирая лишь существенные факторы и вводя дискретную сетку уровней непрерывных факторов, исходя из необходимого вида математической модели.

2. Принцип последовательного усложнения математической модели (принцип последовательного планирования). Планирование эксперимента не следует понимать, как безусловно однократную завершенную операцию. При постановке сложного эксперимента бывает весьма полезно пользоваться приемами последовательного анализа, следуя Е.С. Вентцель [8]: "Основной принцип теории планирования эксперимента состоит в том, что любое принятое заранее решение должно пересматриваться с учетом полученной новой информации". Исследования основных, наиболее значительных свойств объекта начинают с двухуровневого эксперимента, которому соответствует линейная регрессионная модель. В этом случае и эксперимент минимален по объему, и основные характеристики объекта (возрастание, убывание) можно выявить. После этого строится более сложная (например, квадратичная, требующая не менее трех уровней) модель, исходя из задачи исследований, по тем факторам, по которым это необходимо. Проведение опытов для новых уровней факторов дополняет информацию, при этом результаты предыдущих опытов не пропадают, а используются полностью для построения новой модели. В этой процедуре возможно и даже необходимо пользоваться проверкой "качества" полученных на каждом этапе моделей с помощью проверки их адекватности и усложнять их именно там, где это требуется.

3. Принцип сопоставления с шумом. Точность регрессионной модели должна сопоставляться с интенсивностью случайного неконтролируемого воздействия. Действительно: бессмысленно ставить дорогостоящий эксперимент для получения точной модели, если результаты эксперимента сами по себе обладают большой итоговой погрешностью. Конечно, повторные опыты могут существенно увеличить точность эксперимента, но здесь имеется в виду именно итоговая погрешность всего эксперимента с учетом повторения опытов.

4. Принцип рандомизации (принцип приведения к случайности влияния факторов). Рандомизация – это обеспечение случайности влияния действующих на систему факторов, не поддающихся или поддающихся с трудом учету и контролю. В рандомизированной системе влияние действующих факторов можно считать вполне случайным, что позволяет учитывать их статистически. Примитивнейший прием рандомизации плана эксперимента состоит в случайном переборе уровней факторов. Понятие рандомизации ввел Фишер, заметивший, что разделение общей дисперсии на частные, соответствующие исследуемым факторам, тем эффективнее, чем случайнее вклад каждого фактора. Этот же вывод можно отнести и к неучтенным на первых порах факторам, что подталкивает к учету как можно большего числа факторов. Т.е. наблюдается полная противоположность "хорошо организованным системам", где эксперимент надо было "очистить" от "посторонних", "мешающих" факторов. Иными словами, рандомизация – это искусственный перевод неслучайных факторов, которые невозможно учесть в эксперименте, в разряд случайных, что позволяет избавиться от систематических погрешностей, связанных с этими факторами. 

5. Принцип оптимальности плана (наличие критерия оптимальности). Цели исследований можно достичь только в таком эксперименте, который практически осуществим, достаточно информативен и нагляден. Все это требует применения оптимизации, т.е. формулировки критерия оптимальности (§ 4.5). При выработке критерия оптимальности плана эксперимента безусловно следует учесть и минимизацию объема и стоимости эксперимента, и максимизацию объема и эффективности (в статистическом смысле) получаемой информации. К последним в современном планировании эксперимента принято относить критерии оптимальности планов для регрессионного анализа. Вообще говоря, даже для одной и той же задачи могут быть сформулированы несколько критериев оптимальности. Из нескольких десятков таких критериев отметим наиболее распространенные, связанные с точностью оценивания коэффициентов регрессии:

– критерий D-оптимальности обеспечивает минимизацию обобщенной дисперсии оценок коэффициентов регрессионной модели (минимизацию объема эллипсоида рассеяния);

– критерий A-оптимальности обеспечивает минимизацию суммы дисперсий оценок коэффициентов регрессионной модели;

– критерий E-оптимальности обеспечивает минимизацию наибольшей оси эллипсоида рассеяния.

Математический аппарат поиска оптимальных планов достаточно сложен. Аналитическое решение такой задачи возможно только в простейших частных случаях. Поэтому на практике оно реализуется численными методами на ЭВМ.

7.2. Назначение плана эксперимента

В § 2.2 целью планирования эксперимента было сформулировано получение максимума достоверной информации при минимуме затрат. Под затратами здесь могут пониматься не только материальные затраты непосредственно на эксперимент (чаще всего этот вопрос сводится к планированию объема эксперимента – см. § 7.3), но и затраты времени и ресурсов. 

При планировании эксперимента следует иметь в виду, что информация должна быть получена достоверной и сформулированной наиболее компактно. Эти условия можно выполнить только с помощью дисперсионного и регрессионного анализа, т.е. с помощью подбора дисперсионных и регрессионных математических моделей (см. §§ 6.3, 6.4), наилучшим образом соответствующих результатам эксперимента. Т.е. необходимо получение таких оценок параметров моделей, статистически определенных по результатам эксперимента, которые обладают свойствами эффективности, состоятельности и несмещенности (§ 5.3). 

Эффективность статистической оценки, как известно, тем выше, чем меньше ее дисперсия. А поскольку дисперсия оценки любого параметра зависит от множества факторов: условий постановки эксперимента, его погрешности и, как видно из нижеприведенных примеров, от его плана, то очевидна возможность управления общей дисперсией через дисперсии от влияния этих отдельных факторов.

Перечисленные требования к эксперименту, конкретизированные в терминах математической статистики, позволяют осознанно выбирать наиболее удачный план с точки зрения применения тех или иных методов статистического анализа. 

Таблица 14.

	№ опыта
	A
	B
	C
	результат

	0
	–1
	–1
	–1
	



	1
	+1
	–1
	–1
	



	2
	–1
	+1
	–1
	



	3
	–1
	–1
	+1
	




ПРИМЕР. В том случае, когда весы имеют погрешность, наиболее естественный и традиционный  способ  взвешивания трех предметов  A, B, C заключается в предварительном "холостом взвешивании" пустой чашки весов и последующем взвешивании отдельных предметов. План такого эксперимента показан в табл. 14. Здесь матрицей плана является матрица из +1 и –1, представляющих два уровня каждого фактора: 
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 (для каждого предмета это означает присутствие или отсутствие его на чашке весов).

В итоге вес A определится как y1 – y0, а дисперсия этого результата формулой: 

Таблица 15.

	№ опыта
	A
	B
	C
	результат

	0
	+1
	+1
	+1
	



	1
	+1
	–1
	–1
	



	2
	–1
	+1
	–1
	



	3
	–1
	–1
	+1
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 – погрешность однократного взвешивания.

Этот же эксперимент можно провести по плану, изображенному в табл. 15. В нем "холостое взвешивание" заменено взвешиванием всех трех предметов вместе. В этом случае вес A определится выражением: 
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окажется вдвое меньше, т.е. результат вдвое точнее! Такой эффект достигнут за счет того, что каждый вес теперь получается в результате четырех взвешиваний, а не двух. Иными словами, для того, чтобы определить вес каждого предмета по первому плану требуется произвести только два опыта: замер с пустой чашей весов и с эти предметом, зато по второму плану все четыре опыта участвуют в определении веса каждого предмета. Таким образом, стоящее в знаменателе формулы дисперсии число степеней свободы выросло с 2 до 4. В этом смысле первый план фактически распадается на три отдельных плана однофакторных двухуровневых экспериментов, а второй оказывается планом трехфакторного двухуровневого эксперимента.

При изучении систем с большим количеством факторов приходится иметь дело с понятием полноты плана, отражающим перебор всех уровней исследуемых факторов. Поэтому введем это понятие. Полным факторным экспериментом называется такой эксперимент, план которого обеспечивает полный перебор всевозможных сочетаний всех уровней и всех факторов. План полного факторного эксперимента называют полным планом. Объем полного плана (т.е. количество необходимых опытов) легко подсчитать:
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где k – число факторов, а 
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 – число уровней каждого j-го фактора. Так, например, планы табл. 14 и 15 неполные. 

Если уровни исследуемых факторов распределены в планах симметрично, т.е. все встречаются одинаковое число раз, то такие планы называются сбалансированными. Симметрия эта не геометрическая, а "смысловая": если в одном опыте встречается один уровень данного фактора, то в каком-то другом опыте должен встретиться и другой. Например, если есть опыт АВС, то должны быть опыты и ВСА, и САВ, что обеспечит симметрию опытов по использованию уровней А, В, С факторов. Так, например, часть плана табл. 15, включающая строки 1, 2, 3, можно считать сбалансированной, так как в каждом опыте присутствует только один фактор, принимающий уровень +1, в этом смысле все факторы здесь присутствуют симметрично.

Нетрудно доказать, что полный план всегда сбалансирован.

Очевидна сложность применения полных планов в случае большого количества факторов и уровней. В этом случае строят неполные планы. Однако произвольный неполный план может не выполнять принцип рандомизации, поэтому его приходится строить с некоторыми признаками полноты и симметрии. Чаще всего для обеспечения рандомизированности неполных планов они разбиваются на группы опытов. Такие группы опытов в плане, объединенных каким-либо общим свойством, называются блоками. Например, сбалансированность внутри блока приводит к сбалансированным блокам, полнота – к полным блокам. Если полноту блока нельзя отметить, как его свойство, то план будет называться неполноблочным. Так, например, часть плана табл. 15, включающую строки 1, 2, 3, можно считать сбалансированным неполным блоком.

Нередко возникает задача распределения k уровней k факторов в k опытах. Эту задачу позволяют решить латинские квадраты. В латинских квадратах размером k ( k в каждой строке и в каждом столбце размещаются только разнотипные элементы и только по одному разу. В табл. 16 приведены примеры возможных латинских квадратов размерами 3 ( 3 и 5 ( 5. Все латинские квадраты можно построить из одного простой перестановкой строк и столбцов. Самый простой способ построения исходного для такого процесса квадрата состоит в выборе случайного порядка элементов первой строки, а следующие строки получают последовательным сдвигом элементов, чем обеспечивается неповторимость и строк, и столбцов. 

Таблица 16.
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7.3. Планирование объема эксперимента

В данном параграфе будут рассмотрены подходы к определению частного показателя планов эксперимента – его объема. 

Для ясности изложения (но, не умаляя общности) допустим, что эксперимент имеет целью определение с контролируемой погрешностью значения единственного параметра x наблюдаемого явления. Изложим по порядку усложнения различные методы определения объема плана такого эксперимента.

А. Простейший подход к планированию объема эксперимента выражается известной поговоркой: "Семь раз отмерь, один – отрежь!". Математическое обоснование этой житейской мудрости ясно из следующего.

Поскольку погрешность связана с рассеиванием параметра, т.е. с отклонением этой случайной величины от своего математического ожидания, то простейший подход к оценке погрешности можно свести к точечной оценке рассеивания. На языке математической статистики это выражается известным соотношением:
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где ( – среднее квадратическое отклонение контролируемого параметра x в одиночном опыте (измерении), 
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 – его среднее выборочное значение по N одинаковым опытам, 
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 – среднее квадратическое отклонение среднего выборочного.

Итак, если априори известно (например, в виде паспортных данных измерительной техники) значение ( контролируемого параметра при одиночном опыте, то вышеприведенная формула позволяет определить необходимое число опытов для обеспечения требуемой погрешности (:
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при этом не существенен закон распределения x.
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