154
57

Рассмотрим подробно, как производится разбиение общей дисперсии и какой вид и смысл имеют составляющие.  Проделаем это сначала для простейшего случая единственного входного фактора, оказывающего предположительное влияние на выходной фактор системы. Входной фактор в дальнейших рассуждениях явно не присутствует, хотя результаты наблюдений "охватывают" возможные его изменения. (В качестве примера конкретной задачи такого вида можно привлечь пример § 7.4 и рис. 54). 

Для представления результатов однофакторного эксперимента воспользуемся идеей конфлюэнтного анализа о структурировании выходного фактора:
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где j = 1, 2,..., k – номер уровня (значения) исследуемого входного фактора, i = 1, 2,..., 
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 – порядковый номер замера, 
[image: image3.wmf]ji
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 – результат единичного замера выходного фактора ( системы, 
[image: image4.wmf]j

b

 – математическое ожидание (генеральное среднее) фактора ( при j-м уровне исследуемого входного фактора, 
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e

 – независимые стохастические компоненты наблюдений, распределенные по единому нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и дисперсией (2. Один исследуемый фактор сам по себе независим, таким образом, все требования дисперсионного анализа выполнены.

Однако для построения каких-либо вычислений одной идеи конфлюэнтного анализа о структурировании выходного фактора недостаточно. Значения 
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 не известны и известными быть не могут, поэтому возможен только анализ этой структуры. Если мы исследуем предположительное влияние входного фактора на выходной, то при каждом уровне входного фактора результаты замеров выходного должны группироваться вокруг разных значений 
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. Эту гипотезу о различии математических ожиданий 
[image: image8.wmf]j
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 результатов измерений выходного фактора при разных уровнях (j) входного фактора нам и надо проверить. Иначе говоря, 
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b

 можно рассматривать как функцию от номера j уровня входного фактора. Поэтому представим эту величину математического ожидания, изменяющуюся в зависимости от исследуемого входного фактора, в виде суммы:
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где ( – математическое ожидание фактора ( при всех уровнях исследуемого входного фактора, 
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T

 – добавок к ( от влияния исследуемого входного фактора. Тогда можно написать математическую модель для однофакторного дисперсионного анализа (дисперсионную модель) исследуемого влияния в виде:
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позволяющую проводить некоторые исследования.

Заметим, что за неимением значений 
[image: image13.wmf]j

b

 их можно заменить оценками 
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y

 и представить структурное уравнение в виде:
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где 
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 – независимые стохастические компоненты наблюдений, тоже распределенные по единому нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и дисперсией (2. О независимости здесь следует говорить лишь в смысле независимости результатов наблюдений при каждом уровне исследуемого входного фактора. Такое структурирование дает возможность разбить сумму квадратов отклонений, используемую для статистической оценки общей дисперсии, на части:
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Последнее слагаемое правой части обращается в нуль, так как внутренняя сумма нулевая по определению 
[image: image18.wmf]j

y

. Первое слагаемое дает оценку рассеяния внутри серий наблюдений – при каждом уровне j исследуемого входного фактора – и позволяет вычислить оценку остаточной (внутренней) дисперсии, т.е. влияния всех неучтенных факторов:
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Второе слагаемое дает оценку рассеяния между сериями наблюдений – при различных значениях исследуемого входного фактора – и позволяет вычислить межгрупповую дисперсию, т.е.  влияние изменения исследуемого входного фактора:


[image: image20.wmf]å

=

-

-

=

k

1

j

2

j

j

2

A

)

y

y

(

N

1

k

1

s

.

(Можно образно представить 
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 как размах "плавного отслеживания" изменения выходного фактора в результате изменения исследуемого входного фактора, а 
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 как разброс индивидуальных результатов наблюдения при "замороженном" уровне исследуемого фактора.)

Таким образом, получено основное уравнение дисперсионного анализа, которое может быть записано в двух видах:
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или  
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Из последней записи видно, что при совпадении 
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 и 
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 они дают одновременно и оценку s2 общей дисперсии. Этот результат позволяет сделать замечательный вывод: если все выборочные данные подчиняются одному и тому же нормальному закону распределения (с общими математическим ожиданием и дисперсией), то различие между 
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 и 
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 должно быть незнáчимо. Для проверки этой гипотезы можно построить критерий с использованием закона распределения выборочной функции из 13-й строки табл. 10 § 5.4, т.е. критерий Фишера. Тогда из попадания отношения 
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 в критическую область следует необходимость отвергнуть гипотезу о едином нормальном законе распределения (с общими математическим ожиданием и дисперсией). В этом случае влияние исследуемого входного фактора следует считать значимым – с ним нельзя не считаться, так как изменение выходного фактора при изменении входного неслучайно – закономерно. 

Однако возникает вопрос, как выбирать критическую область для критерия Фишера. Очевидно, что значимое превосходство 
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 над 
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 (т.е. существенное, а не простое превышение) означает существенно большее влияние исследуемого входного фактора, чем прочих неучтенных. Поэтому критическая область должна быть односторонней при выбранном уровне значимости (: 
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где 
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 определяется по таблицам распределения Фишера при вероятности 1 – ( и двух числах степеней свободы: k – 1 для большей дисперсии (в данном случае 
[image: image34.wmf]2
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) и N – k для меньшей (
[image: image35.wmf]2
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).

Что касается некритической области, то ее следует рассмотреть подробнее в силу зависимости распределения Фишера от двух чисел степеней свободы. Если в противоположность первому случаю межгрупповая дисперсия значимо меньше остаточной:
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(заметим, что здесь числа степеней свободы поменялись местами, так как первое соответствует большей дисперсии) то влияние исследуемого входного фактора несущественно и им можно пренебречь, так как при этом влияние изменения исследуемого входного фактора на выходной "забивается" влиянием остальных неучтенных факторов. 

В случае, когда нельзя говорить о значимом превосходстве одной из дисперсий над другой, влияние исследуемого входного фактора сравнимо с погрешностью эксперимента или влиянием неучтенных факторов, поэтому конкретный вывод невозможен. 

С одной стороны, здесь открывается поле деятельности для последовательного анализа. С другой стороны, это тот самый случай, когда можно говорить о незначимости различия между 
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 и 
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, близости 
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, 
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 и оценки s2 общей дисперсии, т.е. о единстве закона распределения (с общими математическим ожиданием и дисперсией) для различных уровней исследуемого фактора.
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ПРИМЕР. На рис. 53 показаны различные случаи экспериментальных данных, характеризующихся различными соотношениями дисперсий. По оси абсцисс отложены лишь номера уровней исследуемого входного фактора, но не его физическая величина – так обычно строятся исследования в дисперсионном анализе, чтобы не привносить лишней информации. Основываясь лишь на зрительном восприятии этого рисунка, нельзя сказать, есть ли зависимость функции, отложенной по ординате, от параметра, отложенного по абсциссе. Этого нельзя сказать даже в том случае, если расположить очередность уровней исследуемого входного фактора в порядке возрастания частных средних, соответствующих этим уровням, которые на рисунке обозначены кружочками и соединены сплошной линией. Несмотря на это дисперсионный анализ позволяет сделать достаточно уверенный вывод о влиянии исследуемого входного фактора на выходной.
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Рис. 53.

В случае "а" бóльшая дисперсия – остаточная (внутренняя): 
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, что свидетельствует о значительном влиянии неучтенных факторов, которые "забивают" возможную зависимость от исследуемого входного фактора. В этих условиях естественно считать эту зависимость несущественной. В случае "б" больше уже межгрупповая дисперсия, но отношение дисперсий не достигает критического значения по критерию Фишера: 
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, следовательно, сделать уверенный вывод о влиянии или невлиянии исследуемого входного фактора нельзя. В случае "в" межгрупповая дисперсия не только больше, но и значимо больше остаточной: 
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, поэтому необходимо сделать вывод о существенности влиянии исследуемого входного фактора.

До сих пор в данном параграфе рассматривался однофакторный дисперсионный анализ. Его целью было оправдание или опровержение предполагаемой дисперсионной модели, выделяющей единственный фактор. Однако практика чаще ставит задачи, в которых необходимо рассматривать системы с несколькими входными факторами, определяющими выходной регистрируемый фактор. Для таких задач проводится многофакторный дисперсионный анализ, изучающий многофакторную дисперсионную модель:
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где 
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 – результат эксперимента, в котором фактор T принял i-ый уровень, фактор S – j-ый,..., фактор Q – m-ый уровень. Вышеприведенный математический аппарат принципиально не изменяется, лишь основное уравнение дисперсионного анализа принимает более громоздкий вид. Критерий Фишера для попарного сравнения дисперсий применяется и в многомерном случае, но для сравнения нескольких дисперсий (нескольких факторов) существуют и другие критерии, которые можно найти в специальной литературе.

Рассмотрим подготовку к проведению дисперсионного анализа с точки зрения обеспечения необходимых требований его математического аппарата.

Независимость исследуемых факторов является важнейшим условием дисперсионного анализа, пренебрегать которым нельзя из-за опасности получить бессмысленные или неверные выводы. В случае априорной неопределенности в этом плане необходимо провести корреляционный анализ на базе отдельного специально поставленного эксперимента. Тогда можно будет опираться хотя бы на некоррелированность факторов (для коррелированных факторов проводить дисперсионный анализ бессмысленно).

Если исследуемые факторы оказались зависимыми или коррелированными, то необходимо попытаться подобрать другие факторы или выбрать только независимые. Большую помощь в этом могут оказать метод главных компонент и факторный анализ (§ 8.1).

В случае неподчинения исследуемых факторов нормальному закону распределения используется следующий прием. Можно предположить, что этот "недостаток" наблюдаемых величин обусловлен их зависимостью от каких-то других скрытых факторов, которые распределены нормально. Тогда всю выборку следует перегруппировать в новые слои, а затем провести анализ по всем дисперсиям. Для того чтобы такие поиски не велись вслепую, можно привлечь метод главных компонент или факторный анализ (§ 8.1).

Однородность дисперсий в слоях при различных значениях исследуемых факторов можно проверить по критерию Фишера, согласно 12-й строке табл. 10 § 5.4. Если они не однородны, можно перейти к новому фактору: 
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. При этом функция h(x) выбирается из условия описания связи математического ожидания a и среднего квадратического отклонения (:  ( = h(a), а коэффициент q = h(a)(g((a).

Таким образом, вырисовывается следующая последовательность действий при дисперсионном анализе по выборочным результатам:

1► Проверка независимости (или некоррелированности) исследуемых факторов методами корреляционного анализа. При необходимости обеспечение некоррелированности с помощью замены факторов.

2► Проверка нормального распределения исследуемых факторов по критерию согласия Пирсона. При необходимости замена факторов.

3► Проверка однородности дисперсий по критерию Фишера. При необходимости замена факторов.

4► Разбиение общей дисперсии на составляющие в соответствии с задачей исследований.

5► Вычисление необходимых межгрупповых и остаточных дисперсий и проверка гипотез о значимости их различия с помощью критерия Фишера.

(6) ► Анализ отклонений средних от общего среднего (проверка гипотезы о равенстве математических ожиданий), при этом используется критерий знаков для k величин: 
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 и k еще и проверка нормального распределения k величин (4-я или 5-я строка табл. 10 § 5.4): 
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(7) ► Если гипотеза о равенстве математических ожиданий отвергнута, то можно определить доверительные интервалы для них с помощью распределения Стьюдента с N – k степенями свободы для функции 
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Последние два пункта не являются обязательными для собственно дисперсионного анализа, а служат для завершения общей картины связи выборочных оценок точечных параметров законов распределения слоев (групп) выборки.

Некоторые примеры применения многомерного статистического анализа помещены в главе 7. Достаточно полное описание разнообразных классических примеров можно найти в [29].

6.4. Регрессионный анализ

Регрессионный анализ предназначен для решения единственной задачи: получения теоретического уравнения регрессии (((( = f((, (), вид которого задается, исходя из особенностей изучаемой системы случайных величин, а параметры ( определяются по выборочным данным. Случайная величина ( рассматривается как функция от неслучайной величины (. Однако, детерминированность (неслучайность) ( не оказывает влияния на проведение и результаты регрессионного анализа. Регрессия – функциональная зависимость, апп​роксимирующая (заменяющая) статистическую зависимость средних значений рассматриваемых факторов (переменных) 
[image: image52.wmf])
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