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Глава  6. Основы многомерного статистического анализа
6.1. Классификация задач многомерного статистического анализа
В предыдущей главе рассматривались методы первичной обработки информации и приемы анализа единственной случайной величины – этот материал иногда называют одномерным статистическим анализом. В этом смысле установление статистических закономерностей, как цель статистического анализа, завершалось решением небольшого круга задач, связанных с оценкой вероятности тех или иных предположений – гипотез о поведении единичных случайных величин. Однако на практике значительно чаще встречаются объекты с двумя и более случайными величинами, и при разработке моделей сложных систем необходимость многомерного статистического анализа становится очевидной. В таких моделях приходится изучать не только характерные особенности отдельных случайных факторов, но и их взаимодействие. При этом возможны различные подходы к выявлению и оценке такого взаимодействия. 

Объект исследования можно представить в виде "черного ящика" с "входами" и "выходами" (рис. 51), среди которых различают:

X = (x1, x2, ..., xk) – вектор входных контролируемых переменных, которыми можно управлять в исследовании;

Z = (z1, z2, ..., zp) – вектор входных контролируемых переменных, которыми невозможно управлять в исследовании;

E = (e1, e2, ..., ef) – вектор входных неконтролируемых и неуправляемых переменных (шум);

Y = (y1, y2, ..., yg) – вектор выходных переменных.
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Рис. 51.

Переменные X, Z и Y называются факторами. Если фактор принимает фиксированные, детерминированные значения, то они называются уровнями фактора. Факторы Z могут быть случайными. Переменные E тоже случайные, хотя могут и не описываться законами распределения (могут быть не стохастического, не вероятностного  вида), но происхождение их не является предметом исследования, они проистекают из-за погрешностей эксперимента или моделирования. Если факторы Z случайны, то и выходные переменные Y необходимо рассматривать как случайные. В частности, такого рода случайности могут проистекать из-за наложения шума E.

Рассмотрим некоторые виды задач многомерного статистического анализа, которые могут возникнуть при изучении сложных многофакторных систем.

1) Существует ли связь между отдельными факторами (любыми из: yi, yk, xs, zt, zv).

2) Если между какими-то факторами есть связь, то насколько она тесная.

3) Если между какими-то факторами есть связь, то какой функцией ее можно представить.

4) Какие входные факторы оказывают на определенные выходные наибольшее влияние.

5) Какие входные факторы можно отбросить из процесса изучения на основании их слабого, сравнимого с шумом, влияния.

6) Существуют ли неучтенные факторы, которые необходимо рассматривать ввиду их существенного влияния на выходные.

7) Существуют ли обобщенные факторы, которыми можно заменить несколько рассматриваемых.

8) Как связаны между собой зашумленные факторы.

9) Каковы характеристики шума.

10) Как выделить "полезную" информацию из зашумленной.

Все эти задачи можно решить с помощью методов многомерного статистического анализа, включающего в себя:

– корреляционный анализ,

– регрессионный анализ,

– конфлюэнтный анализ,

– дисперсионный анализ,

– факторный анализ,

– теорию фильтрации.

Каждый из этих разделов – совокупность методов и приемов математической статистики. Исторически так сложилось, что четкого разграничения указанных разделов и методов между разделами не существует. Выбор методов диктуется лишь конкретной практической задачей. Так, например, задачи 1, 2 вышеприведенного списка решаются методами корреляционного анализа, задача типа 3 – регрессионного анализа. Задачи 4, 5, 6 относятся к задачам дисперсионного анализа, 7 – факторного, а 8, 9 – конфлюэнтного. Теория фильтрации позволяет решить задачи типа 10 и частично 9.

Каждый из перечисленных видов статистического анализа, по сути, предназначен для обоснования той или иной статистической математической модели изучаемого оригинала. Корреляционный анализ позволяет получить корреляционную модель, регрессионный анализ – регрессионную модель, конфлюэнтный – конфлюэнтную, дисперсионный – дисперсионную. Их виды и назначение будут рассмотрены в последующих параграфах.

Возможность решения перечисленных задач вытекает из физического смысла основных числовых характеристик случайных величин: дисперсии или среднего квадратического отклонения и коэффициента корреляции. Какими методами можно получить их точечные оценки по выборочным наблюдениям, было рассмотрено в предыдущих параграфах. Сосредоточим здесь внимание на их осмыслении.

Поскольку речь идет о многомерном статистическом анализе, рассмотрим подробнее простейшую систему из двух случайных величин ( и (, принимающих возможные дискретные значения 
[image: image43.bmp] и 
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. Дисперсии этих величин:
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где a и b соответствующие математические ожидания, характеризуют рассеяние возможных значений, а ковариация, являющаяся тоже моментом  второго порядка,


[image: image4.wmf]å

-

-

=

h

x

j

,

i

ij

j

i

p

)

b

y

)(

a

x

(

)

,

cov(


не дает характеристику рассеяния, поскольку может принимать отрицательные значения. Из этой формулы видно, что ковариация положительна, если значения первой случайной величины, большие a, чаще появляются вместе со значениями второй случайной величины, бóльшими b (а меньшие – с меньшими). В противоположном случае ковариация отрицательна. Т.е. на графике связи (но не зависимости!) этих величин  в первом случае можно наблюдать тенденцию возрастания (рис. 52а), а во втором – убывания (рис. 52б). Эта тенденция может быть больше или меньше "размыта" в зависимости от согласованности отклонений каждой из величин от своего математического ожидания (рис. 52а и 52г).  Таким образом, ковариация показывает, насколько связь между двумя случайными величинами близка к строгой линейной, но и одинаково отмечает и слишком большую случайность, и слишком большую нелинейность этой связи.
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Рис. 52.

С другой стороны, если ( и ( независимы, то согласно известной теореме умножения вероятностей 
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 и ковариация обращается в нуль (рис. 52в): 
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Обратное утверждение не имеет места: из равенства нулю ковариации независимость случайных величин в общем случае не следует. (Однако можно показать, что для системы нормально распределенных случайных величин понятия коррелированности и зависимости тождественны.)

Вычислим дисперсию линейной комбинации двух случайных величин:
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Как видно, она тоже является линейной комбинацией исходных дисперсий с квадратами коэффициентов, но с добавлением члена, зависящего от ковариации. Если последняя равна нулю, то дисперсия линейной комбинации случайных величин есть линейная комбинация дисперсий с квадратами коэффициентов. Этот замечательный факт позволил дать определение таким случайным величинам, ковариация которых равна нулю – некоррелированные. В противном случае случайные величины называются коррелированными, т.е. между ними наблюдается связь. Это не означает, однако, что они взаимно зависимы. Если случайные величины независимы, то они обязательно некоррелированы, но если они зависимы, то могут быть как коррелированными, так и некоррелированными.

Подробное рассмотрение понятия корреляции необходимо для четкого представления свойств многомерного закона распределения: его выражение должно включать в себя не только математические ожидания составляющих a и b и их дисперсии (( и ((, но и коэффициент корреляции между составляющими (((. Конечной целью и основной задачей корреляционного анализа и является построение совместного закона распределения системы случайных величин.

Задачу регрессионного анализа составляет исследование вида и формы корреляции: какой функцией можно представить связь случайных величин ( и ( (принимающих, соответственно, значения x и y) – регрессию – уравнение для условной средней, вычисленной при каждом x: 
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 называют среднее арифметическое значение величины ( при определенном значении (.) При этом несущественно, случайна или детерминирована величина, принимаемая за аргумент. 

Некоторые авторы считают регрессионный анализ частью корреляционного, некоторые считают его методы самостоятельными. Однако эти методы могут предложить лишь то или иное выражение связи, они не отвечают на вопрос о наличии собственно функциональной зависимости – такая постановка вопроса возможна только в профессиональном плане исследования объекта, а не в формальном математическом.

Задачей конфлюэнтного анализа является изучение структуры случайных величин, находящихся в некотором взаимодействии. 

Наибольшее развитие у классика многомерного статистического анализа Р. Фишера получил дисперсионный анализ, основной задачей которого является сравнение дисперсий разных случайных величин или различных способов вычисления дисперсий.

Факторный анализ решает задачу поиска минимального числа обобщенных факторов, заменяющих исходное множество.

Задачей теории фильтрации является выделение исходного сигнала из искаженной или неполной информации.

6.2. Понятие о корреляционном анализе

Корреляционный анализ – группа статистических методов уста​новления формы и тесноты корреляционной связи между факторами. Методы корреляционного анализа будем рассматривать, исходя из решаемых с его помощью практических задач, перечисленных в предыдущем параграфе.

Связь двух факторов можно выявить по величине коэффициента корреляции (((, для которого нам надо получить статистическую оценку rxy. Простейший прием для этого – применение метода моментов, т.е. вычисление выборочного коэффициента корреляции как смешанного момента второго порядка – см. § 5.3. Такая оценка, однако, является смещенной, поэтому при N < 30 ею следует пользоваться только как предварительной. Значения коэффициента корреляции позволяют различать почти некоррелированные величины, когда он приблизительно равен нулю, и почти линейную связь, когда он близок к единице.

Множество факторов (более двух), влияющих на состояние системы, требует использования множества парных коэффициен​тов корреляции, поэтому может быть описано корреляционной таблицей или матрицей (симметричной) коэффициен​тов корреляции.

ПРИМЕР. Для проверки гипотезы о нормальном распределении совокупности двух случайных величин ( и ( первым шагом по результатам специальных дополнительных наблюдений необходимо получить выборочные оценки 
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 и 
[image: image13.wmf]xy

r

 параметров распределения ((, (( и (((. Далее необходимо проверить частные их распределения, что можно сделать по известному критерию Пирсона (2 (§ 5.6). Если они не нормальны, то можно попытаться найти такие их функции, которые были бы нормально распределены. В случае неудачи такого поиска исследования корреляции надо прекратить ввиду невозможности описать эту систему двумерным нормальным законом.

Если частные распределения выдержали проверку на нормальный закон, то вторым шагом надо проверить коррелированность ( и (. Для этого можно использовать функцию:
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имеющую распределение 

 с двумя степенями свободы, если ( и ( нормально коррелированы. Эту выборочную функцию можно включить дополнительной строкой в табл. 10. После этого по данным N следующих дополнительных наблюдений вычисляют N значений 

. Проверку распределения этих значений можно делать визуально, так как:
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Таким образом, достаточно на полулогарифмической бумаге нанести точки с координатами 
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 пронумерованы по возрастанию, и проверить случайность расположения их вокруг прямой, проходящей через точку {0; 1} с наклоном –0,217.

При более полном анализе на третьем шаге необходимо построить доверительный интервал для коэффициента корреляции и проверить гипотезу о равенстве его интересующему нас в задаче значению. Эти процедуры можно проделать уже известным способом, используя закон распределения. Однако на практике при этом не обойтись без компьютера, так как распределение выборочного коэффициента корреляции записывается весьма громоздким выражением через гамма-функцию (строка 15 табл. 10). В важном частном случае при N > 30 и ((( < 0,5 распределение выборочного коэффициента корреляции близко к нормальному с математическим ожиданием ((( и средним квадратическим отклонением 
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В частном случае равенства нулю истинного значения коэффициента корреляции ((( = 0 распределение упрощается и дает возможность, так же как и в случае нормальности исследуемых величин, использовать две строки (14 и 15) табл. 10. Таким образом, можно сформулировать критерий для проверки гипотезы о коррелированности нормальных случайных величин. Если вычисленное значение 
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 окажется больше, чем критическое t1–((N – 2), определенное из таблиц распределения Стьюдента при заданном уровне значимости ( и числе степеней свободы N – 2, то имеющиеся данные не подтверждают гипотезу о коррелированности.

В результате проведения корреляционного анализа определяется выборочная оценка 
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 для основной числовой характеристики связи в законе распределения системы двух случайных величин – коэффициента корреляции (((. Вместе с выборочными оценками 
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 остальных числовых характеристик a, b, ((, (( это позволяет явным образом записать предполагаемый закон распределения вероятностей для ((, (). Запись гипотетического закона распределения составляет так называемую корреляционную модель – один из видов статистических математических моделей. Так, например, нормальный закон распределения системы двух случайных величин выглядит следующим образом:
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Тесноту связи между факторами можно оценивать доверительным интервалом. Но из-за сложности вычислений функции распределения коэффициента корреляции более распространенным является ее оценка по корреляционному отношению.

Изучим полную дисперсию случайной величины (, представляемой нами в качестве функции от (. Ее следует рассматривать, как оценку рассеяния относительно математического ожидания b, и можно преобразовать следующим образом:
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Последнее слагаемое равно нулю, так как:
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поэтому можно ввести следующие обозначения:
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По выражению второго слагаемого 
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 видно, что оно показывает дисперсию линии регрессии 
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 (широту размаха) относительно математического ожидания b, т.е. измеряет степень влияния фактора ( на фактор (. Первое слагаемое 
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 дает дисперсию случайной величины ( (разброс точек) относительно линии регрессии 
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 и измеряет влияние неучтенных факторов на (. Именно им (
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) можно пользоваться, как мерой тесноты связи случайных величин: чем меньше эта дисперсия, тем теснее связь (см. рис. 52а и 52г). 

Однако большее распространение для этой меры получило корреляционное отношение:
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которое обращается в единицу при отсутствии влияния неучтенных факторов (
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 = 0), т.е. в случае однозначной функциональной связи, представляемой линией регрессии. В нуль оно обращается тогда и только тогда, когда 
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 = 0 и влияние фактора ( на фактор ( не прослеживается, т.е. при 
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, иными словами, при линейной регрессии с нулевым углом наклона. 

Эти свойства наводят на мысль о том, что корреляционным отношением можно пользоваться так же, как коэффициентом корреляции. Это действительно так, более того, в случае линейной регрессии последний является частным случаем первого и оба могут оценивать тесноту связи.

При практических исследованиях необходимо учитывать смещенность статистических оценок коэффициента корреляции и корреляционного отношения. Это смещение происходит в сторону завышения тесноты связи тем больше, чем меньше объем выборки.

Таким образом, с учетом основного правила статистического анализа (каждое утверждение должно быть проверено) алгоритм проведения корреляционного анализа выглядит следующим образом.

1► Получение статистических оценок 
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 точечных характеристик a, b, ((, ((,  ((( случайных величин.

2► Проверка гипотез о законах распределения изолированных случайных величин ( и (.

3► Проверка гипотезы о коррелированности случайных величин ( и (.

4► Проверка гипотезы о равенстве коэффициента корреляции определенному числу ((( = (0.

5► Оценка тесноты связи случайных величин ( и (.

6► Построение доверительного интервала для коэффициента корреляции (((.

7► Построение совместного закона распределения системы случайных величин ( и (.

6.3. Дисперсионный анализ

Дисперсионный анализ разработан Р. Фишером в 1920 году и представляет сбой группу методов математической статистики для анализа результатов наблюдений, зависящих от нескольких одновременно действующих факторов, как случайных, так и детерминированных, как наблюдаемых, так и ненаблюдаемых. 

Идея дисперсионного анализа заключается в разбиении общей дисперсии изучаемой случайной величины на независимые составляющие, каждая из которых характеризует влияние того или иного фактора или их взаимодействие. Последующее сравнение этих дисперсий позволяет оценить знáчимость влияния факторов на исследуемую величину.

При разработке математического аппарата Фишеру потребовалось сделать следующие предположения дисперсионного анализа, необходимые для обоснованности выкладок и выводов.

1) Исследуемые факторы стохастически независимы. С точки зрения способов отбора информации это означает независимость выборочных результатов наблюдения (отдельных выборок или слоев – они не преобразуются друг в друга с помощью какого-либо алгоритма).

2) Исследуемые факторы, каждый по отдельности, подчиняются нормальным законам распределения.

3) Дисперсии 

 исследуемых факторов однородны (априори приблизительно одного порядка).

Возможности и приемы ослабления этих предположений изучаются в конце данного параграфа.
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