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Рассмотрим более подробно аппарат проверки статистических гипотез на примере параметрических критериев для проверки гипотез о значении математического ожидания. Итак, в этом случае речь идет о проверке гипотезы H0: a = a0. Для дальнейших рассуждений нам понадобится вид функции плотности распределения 
[image: image1.wmf]]

a

),

x

,...,

x

,

x

(

[

f

)

a

,

x

(

f

N

2

1

j

=

 вероятности появления наблюдаемого значения выборочной функции в предположении равенства математического ожидания a значению 
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 (в соответствии с выдвинутой гипотезой). Пусть такое распределение, полученное с помощью табл. 10, изображено на рис. 44. В нашем примере такой выборочной функцией выступает среднее выборочное всех наблюдаемых результатов: 
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. (Для оценки других параметров следует использовать соответствующие выборочные функции, содержащие вместо 
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 оцениваемый параметр, принципиальные рассуждения остаются теми же.) Тогда вероятность ошибки I рода ( распределится на две в общем случае неравные части (1 и ( – (1, которым соответствуют две части критической области, заштрихованной на рис. 44. Так как погрешность определения математического ожидания обычно рассматривается одинаковой в отрицательную и положительную стороны, то обе части критической области будем считать начинающимися на равном удалении от оценки a0. Средняя часть значений 
[image: image5.wmf]x

, вне критической области, соответствует допустимым оценкам математического ожидания, которые могут считаться неотличимыми от принятой a0. Такая оценка может, например, быть получена вычислением выборочного среднего или иным способом.
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Рис. 44.

Если полученное в эксперименте выборочное среднее 
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 (вычисленное в качестве оценки математического ожидания a0) попадет в критическую область, то это будет означать, что различие между 
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 и a0 значимо (существенно, неслучайно, проистекает от каких-то неучтенных факторов, им нельзя пренебречь), и гипотеза H0: a = a0 не может быть принята. 

Если выборочное среднее 
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 не попадет в критическую область, то это будет означать, что различие между 
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 и a0 незначимо (несущественно, случайно, им можно пренебречь) и нет оснований отвергнуть гипотезу H0: a = a0, она может быть принята.

Проведенное разбиение критической области на две части на самом деле подразумевает введение дополнительного момента в наши построения: предположения о том, что отклонение от a0 в любую сторону на любую величину одинаково неприемлемо. Т.е. вводится вторая – альтернативная (конкурирующая) гипотеза вида H0: a ( a0, которая не оговаривает направление отклонения. Именно применение такой альтернативы позволяет конкретизировать вид и расположение критической области, как симметричной – "двухсторонней". В этом случае критерий принято называть также двухсторонним.

Рис. 45 иллюстрирует ситуацию с альтернативной гипотезой H0: a < a0, а рис. 46 – с H0: a > a0. В этих случаях дополнительных пояснений не требуется.
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Рис. 45.
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Рис. 46.

Но возможен еще один вид альтернативной гипотезы: H1: a = a1, когда фактически ставится задача оценки одного варианта из двух, различающихся на некоторую величину a1 – a0. Этот случай мы рассмотрим подробнее с помощью рис. 47, на котором для определенности a1 > a0.
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Рис. 47.

Как и прежде, граница критической области проводится по распределению, соответствующему исходной гипотезе, исходя из заданного уровня значимости (. При попадании 
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 в нее (правее границы x*) исходную гипотезу H0: a = a0 следует отвергнуть, а левее – нет таких оснований. На рис. 47 вероятности ( ошибки I рода соответствует область под левой кривой правее границы x* критической области. Однако аналогичные рассуждения можно провести с той же границей x* для альтернативной гипотезы H1: a = a1 при заданном значении (. Вероятность ( ошибки II рода соответствует области под правой кривой левее границы критической области x*. Очевидно, что в этом случае выбирать произвольно три величины: (, ( и a1 – a0 нельзя. Формулировка альтернативной гипотезы необходима для конкретизации практической задачи и для разумного выбора ( и (, исходя из оценки важности каждого из четырех возможных исходов. Эта графическая интерпретация помогает при анализе возможных исходов и выборе параметров ( и (.

Практическая реализация проверки статистических гипотез осуществляется с помощью вычисления критерия значимости, представляющего собой некоторую из выборочных функций, закон распределения которой известен. Таким образом, алгоритм проверки статистических гипотез с помощью параметрических критериев может выглядеть следующим образом:

1► выдвижение оцениваемой гипотезы H0;

2► выдвижение альтернативной гипотезы H1;

3► установление подходящего уровня значимости (;

4► выбор подходящей выборочной функции по следующим признакам:

– подчиненность известному закону распределения (хотя бы с контролируемым приближением),

– простота вычислений,

– обеспечение наилучшего критерия (наиболее мощного: 1 – ( ( 1);

5► определение (вычисление или построение) распределения используемой выборочной функции в предположении гипотезы H0;

6► определение критической области для проверки гипотезы H0 с учетом альтернативной H1;

7► получение выборки и вычисление значения выборочной функции (вычисление "статистики");

8► принятие решения: если вычисленное в предыдущем пункте значение  ("статистика") попало в критическую область, то гипотезу следует отвергнуть, в противоположном случае нет оснований отвергнуть гипотезу.

Однако есть специальные случаи, когда указанный алгоритм не имеет ярко выраженного завершенного вида.

В последнем из рассмотренных случаев альтернативных критериев несогласованность задаваемых параметров (, ( и a1 – a0 может приводить к такой ситуации, когда невозможно сделать определенный вывод. Тогда, если задаваемые параметры (, ( и a1 – a0 выбраны на основании физического смысла и требований, то указанное неопределенное состояние может свидетельствовать только об одном: статистическая информация не соответствует поставленной задаче исследований. В этом случае ее необходимо обновлять или расширять. 

Подобные вопросы возникают и в случае невозможности обосновать априорное значение (. Простейший подход к этой проблеме состоит в построении специального, отдельного эксперимента для нахождения его оценки (, степени ее достоверности и значимости. Только после этого можно применять математический аппарат для решения практической задачи. Но здравый смысл подсказывает, что в принципе должна быть возможность объединить такую сугубо предварительную процедуру с собственно экспериментом. Чисто механическое объединение здесь, конечно, невозможно: достаточно вспомнить (см. § 5.3), что число степеней свободы при вычислении статистической оценки ( существенно зависит от количества проведенных опытов (наблюдений) и способов определения других точечных характеристик распределения. 

Такая ситуация характерна для последовательного анализа и применения секвенциальных (последовательных) критериев. Ниже рассматривается один пример такого критерия – критерий Вальда. Однако применение последовательного анализа следует рассматривать значительно шире: на каждой стадии эксперимента необходимо оценить его результаты с точки зрения ответа на поставленный вопрос и, если уверенного ответа ни в положительном, ни в отрицательном смысле не удается получить, продолжать эксперимент.

Для выбора между двумя гипотезами H0: a = a0 и H1: a = a1, где a1 > a0, задаются вероятности ошибочного их отвергания: ( и (, соответственно. Тогда с помощью секвенциального (последовательного) критерия можно сделать один из трех выводов: принять проверяемую гипотезу, принять альтернативную гипотезу, продолжить эксперимент для увеличения объема выборки. При соблюдении условий: вид функции распределения известен, гипотезы фиксированы, ( и ( выбраны  – А. Вальд предложил секвенциальный критерий отношения вероятностей:
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где p0m и p1m – плотности вероятностей состоявшихся m наблюдений, вычисленные по функциям распределения с параметрами a0 и a1 соответственно. Если это неравенство выполняется, то следует продолжать эксперимент. При выходе отношения вероятностей за левую границу следует принять основную гипотезу H0: a = a0, при выходе за правую границу следует принять альтернативную гипотезу H1: a = a1. Алгоритмы секвенциальных критериев всегда заканчиваются принятием гипотез, причем требуют, как правило, вдвое меньшего объема эксперимента, чем классические критерии для оценки тех же гипотез (см. табл. 17).

Необходимо отметить, что на практике последним двухсторонним неравенством пользоваться не очень удобно: для малых ( и ( левое отношение много меньше 1, а правое – много больше. Поэтому отношение вероятностей выражают непосредственно через проверяемые законы распределения и алгебраическими преобразованиями сводят к неравенству для 
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 – выборочному среднему параметра x по результатам состоявшихся m наблюдений. Границы критерия для этой величины зависят только от m, причем с ростом m сближаются,  как показано на рис. 48, обеспечивая сходимость метода. Для этой иллюстрации принято: a1 – a0 = 1, ( = 3,5, ( = ( = 0,05.
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Рис. 48.

Все рассмотренные выше методы проверки гипотез относились к случаям оценки параметров выборочного закона распределения, вид которого предполагался известным хотя бы приближенно. В случае неизвестного закона распределения параметрические критерии не могут дать ответа на вопрос о справедливости статистических гипотез, поэтому применяются непараметрические критерии. Гипотезы, которые можно проверить с помощью непараметрических критериев, не касаются каких-либо числовых значений, а носят обобщенный характер, позволяющий применять их в областях, далеких от математики. 

Основной задачей, где применяются непараметрические критерии, является задача сравнения двух совокупностей результатов: эмпирических с теоретическими или двух связанных или независимых эмпирических между собой. Если параметрические критерии для такого сравнения оперировали с числовыми характеристиками и известными законами распределения, то непараметрические критерии опираются на ранги – специфические числовые характеристики упорядоченных результатов эксперимента. Под упорядочением можно понимать и математические: больше – меньше, и нематематические классификационные признаки.

Простейший ранговый критерий – критерий знаков – использует только два ранга: да – нет или больше – меньше. Характерная двухранговая ситуация встречается в результатах опросов или тестирования. Здесь мы сформулируем критерий знаков для сопоставления двух непрерывных случайных величин ( и (. Пусть имеются парные выборки одного объема N, в которых значения случайных величин ( и ( встречаются пáрами: 
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. В силу их непрерывности вероятность одинаковых значений в паре равна нулю, поэтому случаи практического совпадения из-за неточностей регистрации или округления отбрасываются. Если проверять гипотезу об одинаковом распределении величин ( и (, как независимых, то должны совпадать вероятности:

P(xi > yi) = P(xi < yi) = 0,5.

Вероятность того, что среди этих N пар более m имеют положительные разности xi – yi > 0, легко подсчитывается в теории вероятностей через число сочетаний из N по j:
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(В специальной литературе можно найти таблицы этой "функции накопления" биномиального распределения.) По заданному (выбранному) уровню значимости ( определяется m(() – наименьшее значение m, при котором pN(m) ( (. 

Если альтернативной является гипотеза о том, что случайная величина ( > (, то критерий знаков выглядит следующим образом: для опровержения исходной гипотезы необходимо, чтобы число положительных разностей xi – yi > 0 было больше m(() – т.е. в этом случае превосходство значений xi над yi неслучайно – знáчимо. (При альтернативной гипотезе ( < ( следует просто поменять случайные величины местами.)

Если альтернативной является гипотеза о том, что случайная величина ( существенно отличается от случайной величины ( в любую сторону (( ( (), то критерий знаков требует отвергнуть исходную гипотезу, если число положительных или число отрицательных разностей окажется больше m(() – при заданном уровне значимости 2(.

Этот же критерий знаков можно использовать для проверки гипотезы о значении медианы 
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 эмпирического распределения: достаточно рассматривать разности полученных выборочных значений случайной величины и гипотетического значения медианы. Он применяется и для проверки симметрии закона распределения.

Другим из наиболее известных непараметрических критериев является критерий согласия К. Пирсона (2 для сравнения законов (не важно какого вида!) распределения двух случайных величин. Покажем его применение при проверке подчиненности полученной экспериментальной выборки определенному теоретическому (гипотетическому) закону распределения. 

Весь диапазон N данных эксперимента разделим на r интервалов таким образом, чтобы обеспечить приемлемое число степеней свободы, т.е. число попаданий в i-й интервал наблюдаемых значений 

 ( 5 (см. § 5.3). По этому же принципу число таких интервалов должно быть не менее 6, т.е. N ( 30. Тогда наблюдаемое значение критерия Пирсона (2 определяется формулой:
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где pi – вероятность попадания в i-й интервал случайной величины, вычисленная по проверяемому теоретическому закону распределения. По специальной таблице распределения (2 при уровне значимости ( (вероятности совершить ошибку первого рода: отвергнуть верную гипотезу) с n = r – 2 степенями свободы определяется величина 
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Если 
[image: image23.wmf](

)

n

,

2

.

крит

2

е

наблюдаемо

a

c

<

c

, то различие статистического и гипотетического законов распределения незнáчимо. Т.е. при заданном уровне значимости ( нет оснований отвергнуть гипотезу о совпадении законов распределения, т.е. можно принять гипотезу о подчиненности экспериментальных данных гипотетическому закону распределения. В случае противоположного неравенства: 
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 расхождение знáчимо (не может считаться случайным) и гипотезу следует отвергнуть, т.е. результаты эксперимента не описываются гипотетическим законом распределения.

5.7. Статистическая проверка адекватности математических моделей
В § 2.2 разработан общий подход к оценке адекватности математических моделей механических систем и процессов. Для адекватности математической модели реальному поведению оригинала рассогласование соответствующих параметров должно удовлетворять двум критериям: точности и непротиворечивости. Таким образом, необходим алгоритм проверки этих двух критериев для величины рассогласования результатов конт​рольного вычислительного эксперимента с результатами натурного эксперимента в тех же условиях: (u = uмодели – uоригинала. Эта величина на практике принимает дискретные значения, так как данные об оригинале регистрируются аппаратурой в конечном числе точек замера. Задачей конт​рольного вычислительного эксперимента в этом случае является получение данных о тех же параметрах в тех же узловых точках. В результате для статистического анализа предлагается множество значений рассогласования {(ui; i = 1, 2,..., N} – выборка из генеральной совокупности истинной величины рассогласования.

Как известно даже на бытовом уровне, для повышения точности измерений проводят не одно измерение, а несколько. Это делается не из-за того, что какое-то из них может оказаться ошибочным, а из-за замечательного свойства дисперсии средней арифметической величины измерений: уменьшаться с ростом числа повторений опытов:
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где D и ( – дисперсия и среднее квадратическое отклонение в одном опыте (измерении), 

 и 

 – дисперсия и среднее квадратическое отклонение результата осреднения замеров по N опытам. В справедливости этих формул нетрудно убедиться на основании математических определений указанных величин (см. § 5.1). Поэтому с помощью бóльшего числа опытов достигают меньшего рассеивания (среднего квадратического отклонения) данных, т.е. большей точности.

Однако одной величины среднего квадратического отклонения для оценки точности результатов недостаточно. Такая оценка страдает неполнотой, так как не учитывает, насколько часто встречаются большие и малые, положительные и отрицательные рассогласования. 

Итак, точность следует определять единой оценкой всего множества наблюдаемых значений случайной величины рассогласования результатов вычислительного эксперимента и "истинного" значения наблюдаемой величины. По своему смыслу в качестве такой "истинной" единой оценки должно выступать математическое ожидание рассогласования, которое обозначим a. Но об этом "истинном" значении рассогласования мы ничего не можем знать достоверно, остается о нем судить лишь с определенной вероятностью по ограниченному числу опытов. Поэтому наиболее полную оценку точности (вернее, погрешности) вычислительного эксперимента дает доверительный интервал (§ 5.5) для математического ожидания рассогласования. Так, например, может звучать вывод о точности в этом случае: с доверительной вероятностью 0,98 гарантируется погрешность угла атаки не более 0,3(. Критерием оценки точности тогда является соблюдение этой парой значений условий, приемлемых с точки зрения целей исследования. 

Единственным практическим недостатком такой оценки может быть лишь необходимость знать закон распределения исследуемого рассогласования. Однако, во-первых, для оценки погрешности по подавляющему большинству параметров механических систем можно считать такое распределение нормальным, хотя бы приблизительно в некоторой области, а во-вторых, можно практиковать построение несимметричных доверительных интервалов, отражающих разную степень строгости требований по точности.

Доверительный интервал для оценки истинного значение рассогласования a по найденному значению выборочной средней величины рассогласования 
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 при неизвестном значении (, но известной несмещенной выборочной оценке среднего квадратического отклонения s, можно построить аналогично примеру § 5.5 на основании 5-ой строки табл. 10:
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а t((, N) определяется по распределению Стьюдента; 
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 – число попаданий в j‑й интервал (из r) наблюдаемых рассогласований (u; 
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 – середина j-го интервала; N – общее число наблюдаемых значений (u. Центр этого доверительного интервала определяется значением выборочной средней величины рассогласования 
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. Размер доверительного интервала тем меньше, чем меньше доверительная вероятность (, и чем больше число опытов N.

Естественно, при планировании вычислительного эксперимента следует стремиться к тому, чтобы такая оценка погрешности (т.е. доверительный интервал) не выходила за границы требуемой с точки зрения целей исследования погрешности ((, чего можно добиться разумным увеличением числа опытов N и уменьшением доверительной вероятности (. Иными словами, следует стремиться к тому, чтобы доверительный интервал целиком укладывался внутри допустимой погрешности (например, от (( до (().

Если такого условия не удается выполнить на данной серии опытов, то следует или увеличить число опытов N, или уменьшить доверительную вероятность (. Однако последнее значительно слабее влияет на результат, тем более, что значения доверительной вероятности ( < 0,7 применять не желательно, так как это означает, что почти треть значений рассогласований может выходить за границы доверительного интервала (треть рассогласований принимает неконтролируемые значения).

Однако оценки точности с помощью доверительного интервала для математического ожидания рассогласования тоже недостаточно. Даже в том случае, когда рассеивание результатов мало, и гарантируется с определенной доверительной вероятностью, может существовать систематическая погрешность. Ее присутствие свидетельствует о закономерности рассогласования между оригиналом и моделью и не позволяет пользоваться ею. 

Оценка систематической ошибки делается по величине выборочного среднего рассогласований, так как эта точечная оценка по своему смыслу характеризует среднее значение рассогласований, "присутствующее постоянно". Указанную оценку можно получить с помощью критерия Стьюдента, построенного на t-распределении из 5-ой строки табл. 10 в предположении идеального случая: истинное значение математического ожидания погрешности равно нулю a = 0. По указанному критерию сравниваются две величины:
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где tкрит.(1 – (, N – 1) – предельное значение критерия, определяемое по таблице распределения Стьюдента при уровне значимости ( (вероятности совершить ошибку первого рода: отвергнуть верную гипотезу об a = 0) с N – 1 степенями свободы. 

Если |t| < tкрит., то систематическая ошибка незнáчима, т.е. несущественна и можно считать a = 0. В случае противоположного неравенства: |t| > tкрит. систематическая ошибка знáчима, т.е. не может считаться нулевой. В последнем случае математическая модель может считаться достаточно точной только при выполнении двух условий: доверительный интервал не выходит за границы требуемой с точки зрения целей исследования погрешности ((, а выборочное среднее погрешностей 
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 пренебрежимо мало с точки зрения целей исследования, чтобы учитывать такую систематическую (закономерную) ошибку.

Непротиворечивость со статистической точки зрения может означать незначимость рассогласования, иными словами, неподверженность каким-либо закономерностям, непринципиальность – хаотичность. Последний термин и служит основой для построения критерия оценки непротиворечивости с помощью критерия согласия Пирсона (2 (§ 5.6). Для этого достаточно, чтобы рассогласование между моделью и оригиналом имело характер простой ошибки измерений, т.е. подчинялось нормальному закону распределения с нулевым математическим ожиданием a = 0.

По критерию Пирсона 

 для этого сравниваются две величины:
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где 
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 – вероятность попадания в j-й интервал (из r) нормально распределенной случайной величины с математическим ожиданием a = 0 и средним квадратическим отклонением ( = s, а 
[image: image38.wmf](

)

n

,

2

.

крит

a

c

 – определяется по таблице распределения 

 при уровне значимости ( (вероятности совершить ошибку первого рода: отвергнуть верную гипотезу о нормальном распределении рассогласования) с n = r – 2 степенями свободы.

Если 
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, то различие статистического и гипотетического (нормального) законов распределения незнáчимо. Т.е. при заданном уровне значимости ( гипотезу о поведении рассогласования эксперимента и "истины", как случайной ошибки измерений, можно принять и можно считать результаты вычислительного эксперимента не противоречащими реальному поведению оригинала. В случае противоположного неравенства: 
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 расхождение знáчимо (закономерно, не может считаться случайным) и гипотезу следует отвергнуть, т.е. результаты вычислительного эксперимента противоречат реальному поведению оригинала.

Только в том случае, когда выполнены условия и требуемой точности, и непротиворечивости, можно считать результаты вычислительного эксперимента адекватными реальному поведению оригинала с доверительной вероятностью ( и уровнем значимости ( в эксперименте из N опытов.

Таким образом, можно составить алгоритм проверки адекватности математической модели реальному поведению оригинала с помощью статистических критериев, предварительно задав допустимую погрешность ((, уровни значимости 
[image: image41.wmf]m
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, ( и доверительную вероятность (, исходя из целей исследования. В этом алгоритме строго соблюдается последовательность проверки статистических критериев, каждый следующий из которых опирается на вывод предыдущего.

1► Выбирается один из параметров объекта, для которого есть результаты наблюдения {Ui} в N точках, и соответствующий параметр {ui}, полученный в контрольном вычислительном эксперименте в тех же условиях в тех же точках.

2► Вычисляются разности (ui = ui – Ui.

3► Вся область значений (u разбивается на r интервалов таким образом, чтобы в каждый из них попало не менее пяти значений 
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4► Производится расчет количества попадания 
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 в каждый j-й (1 ( j ( r) интервал – частот 
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5► Определяются статистические оценки параметров распределения случайной величины (u: выборочное среднее 
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 – середина j-го интервала; и несмещенная оценка дисперсии 
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6► Для проверки непротиворечивости, т.е. подчиненности рассогласования нормальному закону распределения, применяется критерий согласия Пирсона (2. Вычисленное значение 
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 – вероятность попадания нормально распределенной случайной величины с математическим ожиданием a = 0 и средним квадратическим отклонением s в j-й интервал, сравнивается с табличным значением распределения Пирсона 
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, где наиболее употребительные значения ( = 0,05 или ( = 0,01. Здесь число степеней свободы уменьшено на единицу, так как кроме выборочной средней используется найденная из выборки несмещенная оценка дисперсии. Если 
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, то распределение (u незначимо отличается от нормального, т.е. результаты вычислительного эксперимента можно считать не противоречащими реальному поведению оригинала. Если 
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, то значимое отличие распределения (u от нормального свидетельствует о противоречии результатов вычислительного эксперимента реальному поведению оригинала и исследования адекватности следует прекратить. 

Замечание. Проверка непротиворечивости (пригодности нормального закона распределения) проводится первой среди всех применяемых в данном алгоритме критериев и интервальных оценок, так как критерий согласия К. Пирсона (2 не требует сведений о законах распределения, а все последующие пункты требуют знания закона распределения и основаны на том, что (u распределено по нормальному закону распределения с нулевым математическим ожиданием a = 0 и средним квадратическим отклонением s.

7► Для оценки систематической ошибки проверяется гипотеза о равенстве нулю математического ожидания (a = 0) рассогласования (u с помощью критерия Фишера, для чего вычисляется величина 
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 и сравнивается с t(1 – (m; N – 1), определяемым по таблице распределения Стьюдента при уровне значимости 1 – (m (0,05 или 0,01) и числе степеней свободы N – 1. Если |t| > t(1 – (m; N – 1), то дальнейшие исследования адекватности нужно прекратить, так как это означает существование систематической погрешности между результатами вычислительного эксперимента и реальным поведением оригинала. Если |t| < t(1 – (m; N – 1), то систематическая погрешность отсутствует и можно продолжать исследования. 

Замечание. Вывод об отсутствии систематической ошибки (a = 0) лишь подтверждает возможность исследования непротиворечивости в п. 6, а противоположный вывод – опровергает, т.е. делает его ничтожным.

8► Для оценки точности математической модели строится доверительный интервал для математического ожидания рассогласования при заданной доверительной вероятности ( (обычно 0,8; 0,9; 0,99; или 0,999):


[image: image54.wmf],

N

s

)

N

,

(

t

u

a

N

s

)

N

,

(

t

u

×

g

+

D

<

<

×

g

-

D


где 
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 определяется по таблице распределения Стьюдента. Если радиус доверительного интервала не превосходит допустимой погрешности
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то математическую модель можно считать достаточно точной по отношению к оригиналу. 
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