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5.4. Законы распределения

Фундаментальное значение в теории вероятностей имеет центральная предельная теорема, доказывающая, что сумма произвольно распределенных независимых случайных величин при условии одинакового их влияния распределена по нормальному закону. Нормальному закону распределения подчиняется, например, случайная ошибка измерений, к которой человечество привыкло за тысячелетия своей практической деятельности. На практике это означает хорошо известный на бытовом уровне факт, что погрешность измерений при их многократном повторении стремится к характерному колоколообразному распределению – распределению ошибки (см. рис. 43). Эта колоколообразная кривая, называемая кривой ошибок или кривой Гаусса, и представляет собой плотность распределения вероятностей нормального закона. 

В общем виде нормальный закон распределения описывается функцией его плотности распределения вероятностей:
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с математическим ожиданием a и дисперсией (2 и интегральной функцией:
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Поскольку интегральная функция распределения F(x) используется в приложениях, а через элементарные функции не выражается, ее табулируют. Такую функцию для стандартизованного нормального закона при a = 0, ( = 1 называют функцией Лапласа и обозначают ((x). Через ((x) можно выразить интегральную функцию распределения для любых значений математического ожидания а и среднего квадратического отклонения (. Существует несколько разновидностей функции Лапласа:
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– (*(x) затабулирована в [9], (1(x) – в [26], ((x) – в [18]. 

В § 5.1 рассматривалось множество значений выборочных средних 
[image: image7.wmf]j

x

, претендовавших на оценку математического ожидания. Каждое из этих значений теперь можно рассматривать как отдельную реализацию некоторой не рассматривавшейся ранее случайной величины – выборочной средней (определяемой суммой случайных значений), которая, согласно центральной предельной теореме, распределена по нормальному закону. А так как закон распределения известен, то оценку математического ожидания генеральной совокупности можно получить с заданными свойствами.

Эти рассуждения наводят на мысль об обоснованной возможности получения состоятельных и эффективных оценок не только математического ожидания, но и некоторых функций от него, используя такие величины, как среднее выборочное, выборочная оценка дисперсии, выборочная ковариация и т.д. Особенно важным это становится при обработке структурированных выборок большого объема (см. табл. 7), необходимых для статистического анализа. 

В табл. 10 приведены распределения некоторых важных выборочных функций – функций от выборочных значений. Во всех этих случаях предполагается, что выборка объема N (или в слое 
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) сделана из нормально распределенной генеральной совокупности с математическим ожиданием a (или 
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) и дисперсией (2 (или 
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). В табл. 10 обозначены следующие законы распределения, таблицы которых приводятся в специальной литературе: u – стандартизованное нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией (u-распределение); t – распределение Стьюдента (t‑распределение); r – r-распределение; 

 – 

-распределение Пирсона; F – распределение Фишера (

-распределение); z – z-распределение. Кроме того введены обозначения: для характеристик расслоенных выборок:
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– межгрупповая дисперсия между слоями (рассеяние из-за влияния исследуемого фактора) и остаточная внутри слоев (внутренняя дисперсия, рассеяние результатов из-за влияния неучтенных факторов); а для системы случайных величин:
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– гипотетический (генеральный) и выборочный коэффициенты регрессии, выборочные коэффициент корреляции и ковариация.

Таблица 10. 

	№
	Выборочная функция
	Закон 

распределения
	Число степеней

 свободы закона
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Продолжение таблицы 10.

	№
	Выборочная функция
	Закон 

распределения
	Число степеней

 свободы закона
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В специальной литературе можно найти несколько более широкий список выборочных функций. Кроме того, в прикладных исследованиях можно пользоваться не только точными законами распределения выборочных функций, но и приближенными. Перечень известных приближенных законов распределения выборочных функций значительно шире.

Таким образом, зная закон распределения выборочной функции, можно построить оценки наибольшего правдоподобия для параметров ее распределения. При этом математическое ожидание и дисперсия упомянутых в табл. 10 законов распределения принимают значения, приведенные в табл. 11, где под f понимается число степеней свободы соответствующего закона.

Таблица 11.

	Распределение
	Мат. ожидание
	Дисперсия

	u
	0
	1

	t
	0
	



	r
	0
	1

	


	f
	2f

	F
	


	




Кроме того, законы распределения выборочных функций играют большую роль и в других задачах математической статистики, которые будут рассмотрены в следующих параграфах.

5.5. Интервальные оценки

Точечные оценки параметров распределения не всегда дают достаточно информации для анализа и выводов. Прежде всего, это связано с приближенностью полученных оценок из выборок небольшого объема. Кроме того, точечные оценки не дают информации об их точности. Использование для этой цели оценок дисперсии не всегда помогает, так как и они определяются неточно и имеют некоторую неединичную вероятность. Поэтому с некоторого момента стали использоваться интервальные оценки параметров закона распределения – доверительные интервалы. Идея Ю. Неймана об интервальных оценках заключается в получении некоторого интервала, в котором должен находиться оцениваемый параметр. Но, поскольку оценки такого рода делаются на основе случайной выборки, а не генеральной совокупности, постольку они должны даваться с определенной вероятностью. Так было сформулировано понятие доверительного интервала: интервал 
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 (l – левая граница, r – правая граница), в котором с заданной доверительной вероятностью ( следует ожидать истинное, но не известное значение оцениваемого параметра (, т.е.:
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Выписанное соотношение является ключевым для всей процедуры отыскания доверительного интервала. Действительно: если известен закон распределения оцениваемого параметра ( (а его интегральная функция распределения по определению монотонно возрастает – см. вероятность попадания в интервал в § 5.1), то всегда можно подобрать множество пар значений 
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, удовлетворяющих определению доверительного интервала. Остается только договориться о конкретном выборе такой пары.

Естественным для такого выбора является опора на точечную оценку (* искомого параметра, найденную предварительно, и определение границ по этой величине:
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где погрешности 
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 (допуски) характеризуют точность оценки влево и вправо от (*. В простейшем случае принимают 
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, т.е. строят симметричный доверительный интервал относительно точечной оценки параметра.

Таким образом, оговорив соотношение между 
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 и 
[image: image38.wmf]r

d

, можно определить доверительный интервал однозначно, если только известен закон распределения для выборочной функции от этого параметра.

ПРИМЕР. Найти симметричный доверительный интервал для математического ожидания a нормально распределенной случайной величины ( в случае известного среднего квадратического отклонения (. 

В табл. 10 есть две выборочные функции, которые содержат искомый параметр a и известный параметр (: в 1-й и в 4-й строках. Согласно принятой системе обозначений, с помощью первой строки можно определить a, исходя из единственного замера искомого параметра 
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, а с четвертой – исходя из выборочного среднего 
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 по выборке объемом N. Для этого проведем простейшие алгебраические преобразования на примере 
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При известном законе распределения величины 
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 вычисление этой вероятности не представляет труда – достаточно воспользоваться формулой вероятности попадания в заданный интервал. В нашем случае эта величина согласно 3-й строке табл. 10 распределена по стандартизованному нормальному закону, таблицу функции Лапласа для которого возьмем из [18]. Для такой симметричной относительно нуля функции Лапласа
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выражение для определения доверительного интервала приобретает вид:
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При заданном ( по таблице функции Лапласа можно определить ее аргумент 
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= (/(. Таким образом численное значение погрешности ( для точечной оценки математического ожидания a по данным единственного замера 
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 – аргумент функции Лапласа, соответствующий значению функции, равному 
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. В итоге  доверительный интервал приобретает вид:
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Аналогичным образом строится доверительный интервал для точечной оценки математического ожидания a по выборочному среднему 
[image: image52.wmf]x

 из 4-й строки табл. 10, в результате чего, как нетрудно проверить, получается выражение:
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свидетельствующее об уменьшении погрешности ( (увеличении точности) в 
[image: image54.wmf]N

 раз по сравнению с единственным замером. Этот факт давно известен человечеству: "семь раз отмерь – один отрежь".

Этот пример разобран так подробно, чтобы показать возможность получения формулы доверительного интервала без использования специальных справочников для любого оцениваемого параметра с помощью таблицы законов распределения выборочных функций типа табл. 10. Так вычисляются доверительные интервалы для известных из курса математической статистики случаев: математического ожидания при неизвестном среднем квадратическом отклонении (из 5-ой строки), а также для дисперсии (из 6-ой).

5.6. Проверка статистических гипотез

В многообразной практической деятельности человека процедура выдвижения и проверки гипотез имеет самые различные формы от простейших бытовых обсуждений (насколько разбавлена сметана недобросовестным продавцом) до расчетов стоимости эффекта и потерь (какова средняя стоимость ремонта аварийного автомобиля – для страховой компании). Наиболее обоснованной из этих форм является математическая теория проверки статистических гипотез. 

В математической статистике существует жесткое правило: любое предположение о свойствах распределения некоторой величины, основанное на выборочных данных, должно быть проверено. Статистическая проверка не может доказать истинность (чего не может сделать вообще никто), но может указать с некоторой долей уверенности на наличие или отсутствие признаков опровержения данного суждения. Дальше уже дело человека – принять или отвергнуть предлагаемую гипотезу на основании такого статистического вывода.

Некоторые вопросы статистической проверки затрагивались при изучении свойств точечных оценок. Например, неприемлемость в некоторых приложениях смещенной оценки дисперсии проистекало именно из-за того, что возникали признаки опровержения полученных результатов.

Собственно проверка статистических гипотез представляет собой аппарат получения оценки соответствия выдвинутой гипотезы полученному статистическому материалу, т.е. выборке.

В качестве выдвигаемых гипотез обычно выступают предположения о свойствах закона распределения F(x, () генеральной совокупности. Таковыми могут быть предположения о значениях параметров ( закона распределения – для их проверки применяются параметрические критерии, а также предположения о непараметризуемых свойствах распределения – для них служат непараметрические критерии. Первые из таких гипотез принято обозначать H0: ( = (0, вторые более общим выражением H0: F(x) = F0(x, (0). Первые требуют знания общего вида закона распределения, зато вторые оказываются менее эффективными. Под (0 здесь понимается вполне определенное число, на совпадение с которым желательно проверить параметр (.

В качестве критерия соответствия понимается достижение определенного значения функции правдоподобия (см. § 5.3) полученной выборки. Т.е. если выборка попадает в область малого правдоподобия, то присутствуют признаки опровержения гипотезы – есть основания отвергнуть эту гипотезу. В противоположном случае нет оснований отвергнуть гипотезу.

Однако, поскольку наши суждения о реальности весьма ограничены, постольку нельзя забывать о возможной ошибке в наших выводах, поэтому здесь возможны не два, а четыре исхода:

1) гипотеза верна и не отвергается согласно критерию (правильный вывод);

2) гипотеза неверна и отвергается согласно критерию (правильный вывод);

3) гипотеза верна, но отвергается согласно критерию (ошибка I рода);

4) гипотеза неверна, но не отвергается согласно критерию (ошибка II рода).

Вероятность ошибки I рода, т.е. вероятность ошибки при условии верности гипотезы, принято обозначать ( и называть уровнем значимости критерия. Для оценки гипотезы необходимо назначать уровень значимости – максимальное значение вероятности, которое принимается за практическую невозможность получения конкретной выборки с гипотетическими свойствами. Тогда вероятность правильного неотвергания проверяемой гипотезы (1-го исхода) равна 1 – (. 

Вероятность ошибки II рода, т.е. вероятность ошибки при условии неверности гипотезы,  может быть оценена только после конкретизации альтернативной (конкурирующей) гипотезы, поскольку в этом случае решающее значение имеет "отдаленность" исходной гипотезы от ее альтернативы. Эту вероятность принято обозначать (. При этом вероятность правильного отвергания проверяемой гипотезы (2-й исход) равна 1 – (, эта величина называется мощностью критерия.
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