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4.2. Вычислительные методы решения дифференциальных уравнений
Численные методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем вида y ' = f(x,y) можно построить только для случая известных начальных значений всех интегрируемых переменных (для задачи Коши). Общее решение дифференциальных уравнений содержит произвольные постоянные, которые недопустимы в математических моделях, поэтому в качестве искомой функции используется определенное начальными условиями частное решение.

Эти вычислительные методы основаны на замене дифференциальных уравнений алгебраическими. Операцию взятия производной невозможно представить в цифровых ЭВМ, поэтому производная заменяется разностным выражением того или иного вида. В зависимости от этого вида различаются разностные схемы численного представления дифференциальных уравнений и соответствующие им методы. 

А) Методы Эйлера. Простейший метод Эйлера основан на аппроксимации производной простейшей разностной схемой вида: 
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Отсюда в силу решаемого дифференциального уравнения y ' = f(x,y) выводится разностное уравнение метода: 

yk+1 = yk +f(xk,yk)((x.

Рис. 28 дает геометрическое представление об этом методе: в силу вида исходного дифференциального уравнения функция f(xk,yk) представляет собой значение производной в левом конце интервала (x, называемого шагом интегрирования. Тогда разностное уравнение метода Эйлера просто описывает выходящую из левого конца шага интегрирования касательную к неизвестной искомой интегральной кривой (изображенной пунктиром). 

[image: image35.wmf]x

)

y

,

x

(

f

п

1

k

1

k

D

×

+

+

 

Рис. 28.

Очевидно, что небольшую неизбежную погрешность при такой аппроксимации можно обеспечить только малым шагом интегрирования (x. Поэтому численное решение задачи Коши на достаточно большом промежутке изменения аргумента – очень кропотливая процедура, немыслимая без вычислительной техники.

Простейший метод Эйлера относится к методам I порядка, поскольку использует в разностной формуле значение функции в одной точке. 

Заметим попутно, что приведенная выше разностная схема аппроксимации производной не единственно возможная, например, схема I порядка 
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 и схема II порядка 
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 имеют такое же право на аппроксимацию производной, однако интегрирование с их помощью обладает рядом особенностей.

Простейший метод Эйлера на практике почти не используется. Наибольшее распространение получили модифицированные методы Эйлера II порядка. Идея первой модификации заключается в выполнении шага интегрирования за два полушага и дает уравнение:


[image: image4.wmf]{

}

x

x

)

y

,

f(x

y

,

x

x

f

 

 y

 

y

2

1

k

k

k

2

1

k

k

1

k

D

×

D

×

+

D

+

+

=

+

.

Идея второй модификации заключается в выполнении предварительного шага интегрирования и поправки на касательную в конце шага:
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 Общими недостатками методов Эйлера I порядка являются невысокая точность и слабая устойчивость (погрешность одного шага интегрирования не только не компенсируется на последующих шагах, а растет – см. § 4.4). Например, для интегрирования уравнений динамики полета транспортных самолетов в условиях, близких к установившимся, с практической точки зрения допустимо пользоваться простейшим методом Эйлера. Но при исследовании неустановившихся режимов полета этого недостаточно – следует применять модифицированные методы Эйлера, а для моделирования движения самонаводящихся ракет использование методов Эйлера практически недопустимо. 

Б) Методы Адамса используют значения функции в нескольких предыдущих точках (учитывают предысторию поведения функции: yk–1...) для исправления направления касательной. Формула метода Адамса I порядка совпадает с формулой простейшего метода Эйлера: 

yk+1 = yk +f(xk, yk)((x,

а формулы более высокого порядка строятся наращиванием формул меньшего порядка:


[image: image6.wmf][

]

x

)

y

,

x

(

f

)

y

,

f(x

x

)

y

,

f(x

 

 y

 

y

2

1

1

k

1

k

k

k

k

k

k

1

k

D

×

-

+

D

×

+

=

-

-

+

 – II порядка,
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– III порядка.

Методы Адамса более устойчивы, чем методы Эйлера, а точность их растет с увеличением порядка. Трудоемкость расчетов по сравнению с другими методами такого же порядка (см. ниже) значительно меньше, так как используются значения функции, вычисленные ранее на предыдущих шагах интегрирования. Существенным неудобством методов Адамса является необходимость на первых шагах интегрирования использовать другие методы, поскольку значения функции в "предыдущих" точках не определены. 

В) Методы "прогноз-коррекция" осуществляют расчет в два шага: предварительный расчет 
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– "прогноз" ("предсказание") и последующее уточнение – "коррекцию" 
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. Для построения формул метода "прогноз-коррекция" определенного порядка используются формулы метода Адамса того же порядка, например, для простейшего метода I порядка: 


[image: image10.wmf]x

)

y

,

f(x

 

 y

 

y

k

k

k

п

1

k

D

×

+

=

+

 – "предсказание",


[image: image11.wmf]x

)

y

,

f(x

 

 y

 

y

y

п

1

k

1

k

k

к

1

k

1

k

D

×

+

=

=

+

+

+

+

 – "коррекция".

Геометрическая интерпретация этого метода I порядка показана на рис. 29. 
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Рис. 29.

При предсказании, как и при методе Эйлера (рис. 28), решение разностного уравнения на шаге отклоняется от точного решения в сторону выпуклости функции, так как строится с помощью касательной в начале шага. В свою очередь коррекция приводит к отклонению в сторону вогнутости, так как строится с помощью прямой, проведенной из той же исходной точки шага, но с наклоном, соответствующим наклону касательной в конце шага. Таким образом, разность между 
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 может служить мерой погрешности численного интегрирования на одном шаге. Т.е. методы "прогноз-коррекция" выгодно отличаются от ранее описанных методов тем, что допускают контроль величины погрешности на каждом шаге интегрирования. Это можно использовать для повышения точности расчетов с помощью уменьшения шага или для экономии времени расчетов с помощью увеличения шага (x. 

Для всех разностных методов справедливо утверждение: чем меньше (x, тем меньше погрешность на шаге, тем выше точность интегрирования дифференциальных уравнений. Однако нельзя заранее сказать, какова должна быть величина (x для обеспечения заданной точности. Поэтому расчеты с неприемлемой погрешностью просто идут "в корзину". В отношении этого выгодно отличаются разностные методы, которые позволяют не только контролировать погрешность, но и изменять шаг в процессе интегрирования. Этим последним удобством обладают все разностные методы I порядка, но из них только метод "прогноз-коррекция" дает возможность проконтролировать погрешность и подсказать, когда возникает необходимость изменения шага. Из методов более высокого порядка предоставляют возможность изменения шага интегрирования методы Эйлера и Рунге-Кутта.

Г) Методы Рунге-Кутта m-го порядка используют m внутренних точек шага интегрирования (x: 
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, которые задаются характерным для определенной модификации этого метода способом и в которых последовательно вычисляются m значений функции: 
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а затем производится непосредственно сам шаг интегрирования: 
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Простейший метод Рунге-Кутта I порядка (m = 1) – это метод Эйлера. Наиболее распространенный в программном обеспечении алгоритмических языков – "стандартный" метод Рунге-Кутта IV порядка использует 4 значения функции, вычисленные для двух промежуточных точек на шаге (в середине) и обеих крайних, и соответствующий набор коэффициентов (i: 
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Наиболее экономичным из методов Рунге-Кутта является метод II порядка следующего вида: 
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который по форме совпадает со вторым из приведенных выше модифицированных методов Эйлера. (Этот метод разработан как улучшение метода "прогноз-коррекция" I порядка, когда в качестве окончательного значения функции на шаге принимается среднее арифметическое между прогнозом и коррекцией – см. рис. 29) 

Все методы Рунге-Кутта отличаются устойчивостью и возможностью контроля погрешности и изменения шага интегрирования. Однако по сравнению с методами Адамса того же порядка данные методы менее экономны, поскольку вычисленные для одного шага интегрирования значения функции нигде больше не используются. Поэтому применение методов Рунге-Кутта высоких порядков оправдано только тогда, когда необходима высокая точность или когда значения функции вычисляются сравнительно просто. 

ПРИМЕР. Сравнение методов численного интегрирования дифференциальных уравнений проведем на примере решения следующей задачи Коши: 
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требуется определить y(2). Результаты численного интегрирования рассмотренными выше методами с шагом (x = 0,2 сведены в табл. 2. В ней сравниваются: простейший метод Эйлера, простейший метод "прогноз-коррекция" I порядка, метод Адамса II порядка с началом (первый шаг) по методу Эйлера и метод Рунге-Кутта II порядка. Для краткости в табл. 2 обозначено: 
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В правом крайнем столбце для сравнения приведено точное решение этой задачи Коши: 
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Из сравнения результатов численного интегрирования видно, что метод "прогноз-коррекция" действительно дает систематическую погрешность в сторону вогнутости графика функции, в то время как метод Эйлера – в сторону выпуклости (см. рис. 30). Хорошо виден процесс накопления погрешности. Методы I порядка, очевидно, проигрывают перед методами II порядка в точности. При подробном анализе этому можно найти объяснение в накоплении погрешности у первых и в ее явной компенсации у последних (в чем и проявляется устойчивость рассматриваемых методов II порядка). Наименее трудоемкими оказались методы Эйлера и Адамса. Метод Адамса проигрывает в точности методу Рунге-Кутта того же порядка, в основном из-за "нестандартного" и более грубого начала. 
Таблица 2.

Сравнительная таблица методов численного интегрирования

обыкновенных дифференциальных уравнений
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Рис. 30.

Д) Задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений второго и более высоких порядков (содержащие вторые производные и производные более высокого порядка) решаются с помощью двух подходов. 

Первый из них заключается в известном из курса высшей математики приеме предварительного сведéния этого уравнения к системе уравнений первого порядка. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка можно решать практически всеми вышеизложенными численными ме-



















�





�





y





�





yk





xk





xk+1





(x





f(xk,yk)((x





x





x





f(xk,yk)((x





(x





xk+1





xk











yk





yk+1





y








1

[image: image37.wmf] 

п

1

k

y

+

 

_1128694991.unknown

_1137751888.unknown

_1137752121.unknown

_1137753117.unknown

_1137753153.unknown

_1137753178.unknown

_1137752982.unknown

_1137751961.unknown

_1137751964.unknown

_1137751891.unknown

_1128699074.unknown

_1128699183.unknown

_1137751715.unknown

_1128699073.unknown

_1128699065.unknown

_1128699064.unknown

_1121193825.unknown

_1121194944.unknown

_1121196201.unknown

_1121196220.unknown

_1121196419.unknown

_1121195222.unknown

_1121194774.unknown

_1121188818.unknown

_1121192902.unknown

_1121188654.unknown

_1121188723.unknown

_1121188480.unknown

