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Глава 4. Вычислительные методы и приемы

4.1. Вычислительные методы алгебры
В данной главе представлены наиболее распространенные вычислительные методы, используемые для численного решения отдельных задач, встречающихся при математическом моделировании. 

А) Методы решения систем линейных алгебраических уравнений Ax = B (матричная запись) достаточно подробно изучаются в курсе высшей математики. Здесь следует упомянуть о необходимости анализа условий применимости каждого метода к решению конкретной задачи. Так, например, если в процессе вычисления коэффициентов матрицы системы нельзя гарантировать априори существенно отличное от нуля значение главного определителя системы, то применение правила Крамера или матричного метода невозможно. Наиболее универсальными (однако, тоже с оговорками) являются методы исключения неизвестных: различные варианты схем Гаусса, Жордана; а также итерационные методы: простой итерации, метод Зейделя и т.п.

Б) Методы решения нелинейных алгебраических уравнений вида: f(x) = 0 (или систем нелинейных алгебраических уравнений) обычно строятся на основе итераций – многократных последовательных приближений. Общая идея итерационных методов заключается в преобразовании исходной задачи отыскания корня функции f(x) к итерационному виду: x = ((x). Далее строится итерационный процесс ("пошаговое уточнение" искомого значения x) по формуле: x[i+1] = ((x[i]), где [i] обозначает номер шага итераций. Такого рода формулы, позволяющие вычислять каждое следующее приближение, исходя из предыдущего, называются рекуррентными формулами. Возможны различные способы приведения к итерационному уравнению, но для всех итерационных методов формулируются условия сходимости и оценка погрешности. Метод можно применять, только убедившись в выполнении для исходной функции условий сходимости – условий того, что итерационный процесс последовательного приближения сходится именно к решению этого уравнения. Последнее бывает не всегда: процесс может сходиться к решению совсем не исходной задачи, а другой может вообще расходиться или не сходиться ни к какому решению. 

Наиболее распространенными итерационными методами решения одного нелинейного уравнения f(x) = 0 являются методы деления отрезка пополам, секущих, золотого сечения, касательных (Ньютона). 

Все эти методы применяются только в той области изменения аргумента х, где безусловно существует единственный корень искомого уравнения. Если корня на этом отрезке нет, то и искать его там бессмысленно – решения нет. Если на отрезке несколько корней, то необходимо разбить его на такие части, которые содержат только по одному корню. Поэтому необходимо заранее убедиться в выполнении этого требования, проанализировав функцию f(x) на предполагаемом исходном отрезке.

Выбор начального интервала, на котором безусловно существует единственный корень искомого уравнения, называется отделением корней. Указанные условия можно выполнить, опираясь на теорему о монотонной на отрезке функции: всякая монотонная на отрезке функция принимает любое свое промежуточное значение в одной единственной точке внутри отрезка. В этом случае необходимо лишь показать выполнение одновременно двух свойств: 

– монотонности на этом интервале функции f(x), что проверяется по условию 
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 ( 0 или из физических соображений;

– на концах этого отрезка x[0] и x[1] функция принимает значения разных знаков (т.е. на одном конце f(x[0]) > 0, а на другом f(x[1]) < 0).

Этим будет гарантировано существование одной единственной точки внутри отрезка, в которой f(x) = 0.
В итоге процедуры отделения корней получается, что положение корня уравнения известно с точностью до длины выбранного отрезка. Остается построить итерационный процесс таким образом, чтобы на каждой итерации уменьшать отрезок, на котором находится корень.

1) Метод деления отрезка пополам для решения нелинейного алгебраического уравнения применяется на отрезке, для которого проведены процедура отделения корней, и использует итерационное уравнение в виде:
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Идея этого метода заключается в простейшей процедуре разбиения отрезка на две равные части и исследования, на какой из них находится искомый корень уравнения. Такие дробления и исследования повторяются на каждой итерации (рис. 21).

Рис. 21.

Поскольку функция монотонна на всем отрезке, то она монотонна и на его части, поэтому на каждом шаге итерации достаточно выбрать тот (вдвое меньший) отрезок, на концах которого выполняются условия f(x[i+1]) > 0 и f(x[i]) < 0. Так как после каждой итерации новый отрезок всегда меньше старого, то область возможного расположения корня постепенно сужается – стягивается в точку, а именно к решению исходного уравнения. 

Итерации завершают, когда будет выполнено условие заданной точности. Это условие, в зависимости от постановки задачи исследований может быть сформулировано одним из двух способов: по аргументу |x[i+1] – x[i]| < ( (размер интервала стал меньше требуемой погрешности определения корня) или по функции |f(x[i+1]| < ( (значение функции пренебрежимо мало отличается от нуля).

Этот экономный метод, как видно из формулы, не использует значения функции для определения очередного приближения; и даже при выборе части интервала для следующего шага использует не столько значения функции, сколько лишь ее знаки. Алгоритм этого метода предельно прост. 

2) Метод секущих (метод хорд) для решения нелинейного алгебраического уравнения применяется, проводится и завершается аналогично методу деления отрезка пополам (см. рис. 22). 

Рис. 22.

 Единственное его отличие заключается в итерационной формуле для отыскания очередного приближения, которая основана на пропорции для подобных треугольников (см. рис. 22):
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Этот метод, как видно из формулы, использует для определения очередного приближения больше информации о функции – ее значения, поэтому от него следует априорно ожидать более быстрой сходимости к решению.

3) Метод золотого сечения для решения нелинейного алгебраического уравнения применяется, начинается и завершается так же, как и предыдущие методы. Его отличие от них заключается в применении не одной, а двух точек внутри отрезка, используемых для следующего шага итерации. 

Золотым сечением отрезка [a, b] называются две точки: 
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расположенные симметрично относительно середины отрезка. Каждая из этих точек делит исходный отрезок на две неравные части таким образом, что отношение длины всего отрезка к длине большей части равняется отношению длины большей части к длине меньшей части. 

На каждом очередном шаге итераций при известных x[i], x[i+1] определяются точки u1 и u2 золотого сечения отрезка между точками x[i] и x[i+1] и знаки функции в точках золотого сечения: f(u1) и f(u2) (см. рис. 23).

Рис. 23.

Для перехода к следующему шагу итерации выбираются те две ближайшие друг к другу точки из четырех: x[i], x[i+1], u1 и u2, в которых значения функции различаются знаком. Эти точки образуют новый отрезок, на котором находится решение и следует проводить очередное золотое сечение. 

Заметим, что метод золотого сечения, как и метод деления отрезка пополам, не использует значений  функции: на каждой итерации для выбора отрезка нужны только знаки функции. Поэтому этот метод следует считать, вообще говоря, более экономным, чем метод секущих. С другой стороны, он быстрее сходится, чем метод деления отрезка пополам, так как на каждой итерации отрезок уменьшается почти втрое.

Предыдущие сравнения скорости сходимости методов весьма условны, так как этот процесс существенно зависит не только от вида функции, но и от выбора исходного приближения.

Метод секущих, метод деления отрезка пополам и метод золотого сечения, а также их модификации удобны тогда, когда функция f(x) вычисляется относительно просто, а искомый корень – единственный на известном отрезке. В случае, когда еще и производная 
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 вычисляется достаточно просто, можно использовать более быстро сходящиеся методы, основанные на информации о производной, например, метод касательных (Ньютона).

4) Для применения метода касательных (метода Ньютона) требуется соблюдение не только прежних условий единственности решения на исходном отрезке, но и дополнительного условия сохранения своего знака второй производной 
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 ( 0 (функция не только строго монотонна и имеет на концах отрезка значения разных знаков, но и выпукла, т.е. метод нельзя применять на интервале, где возможны несколько корней или точки перегиба). 

Перед  началом метода проводится процедура отделения корня.

В качестве итерационной формулы используется выражение:
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которое следует применять к тому концу отрезка, на котором знаки f(x) и 
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 совпадают (см. рис. 24). Если применить ее неверно, то можно получить следующее "приближение" вне исходного отрезка и метод начнет расходиться.

Рис. 24.

Завершается метод касательных (метод Ньютона) так же, как предыдущие методы.

Метод касательных (метод Ньютона), в отличие от остальных рассмотренных, может применяться и в многомерном случае, т.е. для решения невырожденных систем нелинейных алгебраических уравнений с числом уравнений, равным числу неизвестных. В этом случае формула метода трактуется в матричном представлении.

В) Методы интерполяции таблично заданных функций применяются для вычисления значений функции в точках между соседними узлами xk и xk+1, в которых значения функции f(xk) и f(xk+1) заданы. Таким образом, интерполяция служит для доопределения функции в промежутках между заданными ее значениями в узлах.
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