
МОСКОВСКИЙ  ГОСУДАРСТВЕННЫЙ 
 ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 ГРАЖДАНСКОЙ АВИАЦИИ 
Кафедра начертательной геометрии и графики 

 
И.Г. Хармац 

 
 
 
 
 

НАЧЕРТАТЕЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 
 

Пособие по подготовке к блочной аттестации и выполнению 
расчетно-графической работы 

 
 

ПОЗИЦИОННЫЕ И МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 
 
 

для студентов I курса всех специальностей 
дневного обучения 

 
 
 
 
 
 
 
 

Москва – 2005 

 



 

Рецензент: О.Н. Пачкория  
 
 
И.Г. Хармац  
Пособие по подготовке к блочной аттестации и выполнению расчетно-

графической работы по начертательной геометрии. Позиционные и метри-
ческие задачи. М.:  МГТУ ГА, 2005. – __ с. 

Данное пособие издается в соответствии с учебной программой для 
студентов 1 курса всех специальностей дневного обучения. 

 Пособие содержит необходимый материал для самостоятельной под-
готовки студентов к блочной аттестации по курсу «Начертательная гео-
метрия» и методические указания к выполнению расчетно-графической 
работы. 

Рассмотрено и одобрено на заседаниях кафедры НГ и Г __.__.__ г. и 
методического совета МФ по специальности 16.09.01 __.__.__   г. 

 



 

Введение 
Методическое пособие предназначено для организации самостоятель-

ной подготовки студентов к блочной аттестации и выполнения расчетно-
графической работы по курсу «Начертательная геометрия». Пособие зна-
комит студентов с основными способами построения изображений геомет-
рических образов на плоскости и способами решения некоторых геометри-
ческих задач по построенным изображениям. При изложении материала 
основное внимание уделено практике применения методов начертательной 
геометрии, рассмотрены стандартные алгоритмы решения задач, наиболее 
часто встречающихся в профессиональной деятельности инженера. 

Вопросы и задачи, приведенные в пособии для самостоятельной рабо-
ты студентов, охватывают первые разделы курса начертательной геомет-
рии и помогают выработке практических навыков, необходимых для ре-
шения позиционных и метрических задач. 

Для углубленного изучения изложенного материала рекомендуется ли-
тература, приведенная в конце методического пособия. 

1. Способы преобразования комплексного чертежа 
Способы преобразования комплексного чертежа — универсальный ин-

струмент, позволяющий решить или упростить решение большинства про-
странственных задач, заданных на комплексном чертеже. Суть способов 
заключается в проведении таких преобразований комплексного чертежа, в 
результате которых пространственные элементы занимают частное поло-
жение относительно какой-либо плоскости проекций. 

При применении способов преобразования комплексного чертежа важ-
но правильно определять, какое результирующее положение должен за-
нять объект (или система объектов — прямых, плоскостей и т.д.) для ре-
шения поставленной задачи. 

В основном используются два способа преобразования чертежа: 

• способ замены плоскостей проекций; 

• способ плоскопараллельного перемещения. 
Частными случаями способа плоскопараллельного перемещения явля-

ются способ вращения вокруг проецирующих прямых и способ вращения 
вокруг прямых уровня. 

1.1. Способ замены плоскостей проекций 
Сущность способа заключается в том, что пространственное положе-

ние объекта не изменяется, а для получения необходимых частных проек-
ций объекта вводится новая (дополнительная) плоскость проекций. Допол-
нительная плоскость проекций располагается таким образом, чтобы эле-



 

менты фигуры или весь объект целиком проецировался на нее в удобном 
для решения задачи положении. 
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Рис. 1 

При введении новой плоскости обязательно должно выполняться усло-
вие: дополнительная плоскость должна быть перпендикулярна к од-
ной из имеющихся плоскостей проекций. В результате образуется новая 
система взаимно перпендикулярных плоскостей проекций, заменяющая 
прежнюю. 

Процедура введения дополнительной плоскости иллюстрируется рис. 
1. Например, в систему плоскостей 
проекций П1/П2 введем новую 
плоскость проекций П4, перпенди-
кулярную П1 (П4⊥П1) Пара П1 и П4 
образует новую систему плоско-
стей П1/П4 с осью проекций х14. 
При этом проецирование остается 
ортогональным — направление 
проецирования S

r
 на П4 перпенди-

кулярно плоскости П4 ( S
r

⊥П4). 
Очевидно, что новая (П1/П4) и ста-
рая (П1/П2) системы плоскостей 
проекций имеют общую, связы-
вающую их плоскость проекций 
П1. 

После введения дополнитель-
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Рис. 2 



 

ной плоскости каждая точка пространства, например, точка А, проецирует-
ся на три попарно перпендикулярные плоскости. Так как П4⊥П1 и П2⊥П1, 
то аппликаты точки А в плоскостях П2 и П4 будут равны между собой по 
построению. На рис. 1 для получения проекций отрезка АВ аналогичные 
действия выполняются с точкой В. 

Для получения плоского чертежа выполняют следующие действия: 

• вращая плоскость П4 вокруг оси х14, совмещают ее с плоскостью П1; 

• полученный плоский чертеж (П1/П4) поворотом вокруг оси х12 совме-
щают с плоскостью П2. 
В результате преобразований получим комплексный чертеж, представ-

ленный на рис. 2. Рис. 1 и 2 иллюстрируют решение простейшей задачи — 
определение натуральной величины отрезка прямой. Плоскость П4 введена 
параллельно отрезку АВ (П4⊥П1, П4||А1В1) , поэтому АВ проецируется на 
плоскость без искажения — |АВ| = |А4В4|. Кроме того, угол α4 наклона про-
екции А4В4 к П1 будет равен углу наклона отрезка АВ к этой же плоскости 
(α4=α). 

1.2. Способ плоскопараллельного перемещения 

A    

B    

A    '    

B    '    

A    1    

B    1    A    1    '    B    1    '    

A    2    

B    2    

A    2    '    

B    2    '    

x    1    2    

Ï    2    

Ã    

Ï    1    

Ã    *    

 
Рис. 3 

Сущность способа заключается в таком изменении положения объекта 
относительно плоскостей проекций, в результате которого полученные 
проекции объекта позволяют решить поставленную задачу. В процессе из-
менения своего пространственного положения объект движется так, что 
все его точки перемещаются в плоскостях, параллельных друг другу и (как 



 

правило) одной из плоскостей проекций. При этом плоские траектории то-
чек объекта могут быть произвольны. В терминах кинематики такое пере-
мещение точек называется плоскопараллельным. 

На рис. 3 показано плоскопараллельное перемещение отрезка из пер-
воначального положения АВ в положение А′В′. Концы А и В отрезка пере-
мещаются в плоскостях Γ и Γ*, параллельных горизонтальной плоскости 
проекций П1. На рис. 4 представлен соответствующий комплексный чер-
теж. 

При движении концов отрезка в плоскостях Γ и Γ* угол наклона отрез-
ка к плоскости П1 остается постоянным, поэтому длина горизонтальной 
проекции отрезка в процессе перемещения также не изменяется 
(А1В1=А1′В1′). Этот факт дает возможность легко получать проекции объек-
та в новом положении, удобном для решения задач. Так, после перемеще-
ния отрезка АВ в положение А′В′ он станет параллелен П2, поэтому спрое-
цируется на П2 без иска-
жения — |АВ| = |А2′В2′|. 
Кроме того, угол α2  на-
клона проекции А2′В2′ к 
П1 будет равен углу 
наклона отрезка АВ к 
этой же плоскости 
(α2=α). Рис. 4, как и рис. 2, 
иллюстрирует решение 
простейшей задачи — 
определение натуральной 
величины отрезка АВ 
прямой. 

Следует отметить, что способ плоскопараллельного перемещения пре-
дусматривает движение (относительно плоскостей проекций) всей системы 
геометрических объектов с обязательным сохранением их взаимного рас-
положения. В некоторых задачах выполнение этого требования приводит к 
гораздо более громоздкому решению, чем при использовании способа за-
мены плоскостей проекций, и применение способа плоскопараллельного 
перемещения становится нецелесообразным. 

2. Общий алгоритм анализа позиционных и метриче-
ских задач, решаемых способами преобразования ком-
плексного чертежа 

Вне зависимости от способа преобразования комплексного чертежа, 
применяемого при решении задачи, следует использовать общий алгоритм 
формирования решения, состоящий из трех этапов: 
Этап 1. На основе анализа условия задачи определить такое положение 
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Рис. 4 



 

объекта (системы объектов) относительно плоскостей проекций, которое 
позволяет получить рациональное решение задачи. Соответственно, про-
цесс решения сводится к переводу объекта (системы объектов) в это ре-
зультирующее положение. 
Этап 2. На основе анализа заданного (исходного) и результирующего 

(конечного) положения объекта (системы объектов) относительно плоско-
стей проекций определить, какие промежуточные преобразования и в ка-
кой последовательности их необходимо провести, чтобы объект (система 
объектов) занял результирующее положение относительно плоскостей 
проекций. 
Этап 3. Для каждого преобразования, выбранного в процессе выпол-

нения этапа 2, определить оптимальный алгоритм его выполнения. 
По результатам выполнения указанных трех этапов формируется де-

тальный алгоритм решения задачи. Все стандартные алгоритмы, изложен-
ные в разделе 3, построены на основе приведенного общего алгоритма 
анализа позиционных и метрических задач. 

3. Алгоритмы решения некоторых стандартных по-
зиционных задач способами преобразования ком-
плексного чертежа 

К позиционным относят задачи, связанные с определением взаимного 
расположения геометрических объектов: 

1) определение взаимной принадлежности объектов; 
2) определение взаимного пересечения объектов. 
Задачи на взаимную принадлежность решаются прямым приложением 

свойств ортогонального проецирования с учетом следующих аксиом: 

• точка принадлежит плоскости, если она принадлежит любой ли-
нии, лежащей в этой плоскости; 

• прямая принадлежит плоскости, если две любые ее точки принад-
лежат этой плоскости. 

Задачи на определение взаимной принадлежности нецелесообразно 
решать способами преобразования комплексного чертежа, поэтому такие 
задачи здесь не рассматриваются. 

Определение взаимного пересечения геометрических объектов заклю-
чается в построении точек, принадлежащих одновременно двум рассмат-
риваемым объектам. В общем случае: 

• пересечение прямой с плоскостью (поверхностью) определяется 
точкой (точками); 

• пересечение двух плоскостей определяется прямой; 



 

• пересечение плоскости с поверхностью определяется плоской кри-
вой; 

• пересечение двух поверхностей определяется пространственной 
кривой. 

3.1. Взаимное расположение прямой и плоскости 
Найти точку пересечения (K) прямой MN и ∆ABC, заданных своими 

проекциями {M2N2; M1N1} и {A2B2C2; A1B1C1} (рис. 5). 
Способ замены плоскостей 

проекций 
Этап 1. Для получения решения 

достаточно перевести плоскость 
∆ABC в частное (проецирующее) 
положение. В таком положении 
проекцией плоскости будет прямая, 
а искомая точка K определяется 
пересечением полученной проек-
ции плоскости с прямой (рис. 6). 

Этап 2. Чтобы перевести плос-
кость в проецирующее положение, 
достаточно выполнить одну замену 
плоскостей проекций, при этом но-
вая плоскость проекций П4 должна 
быть перпендикулярна заданной 
плоскости ∆ABC. Это условие мо-
жет быть выполнено, если хотя бы 
одна прямая, лежащая в плоскости 
∆ABC, будет перпендикулярна но-
вой плоскости проекций. В качест-
ве такой прямой следует использо-
вать прямую уровня (например, го-
ризонталь h на рис. 7), тогда при 
построении П4 можно 
воспользоваться теоремой о 
проецировании прямого угла (см. 
[1], §15). Этап 3. На основе приведенных 
рассуждений алгоритм решения за-
дачи можно сформулировать сле-
дующим образом: 

1. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей плос-
кости ∆ABC. На рис. 7 построены проекции горизонтали h в после-
довательности: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2B2), 11 (11 ∈ A1B1) и h1 (че-
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рез 11 и С1). 
2. Построить ось проекций x14 с учетом условия: ось проекций пер-

пендикулярна построенной прямой уровня — х14 ⊥ h1 (как на рис. 
7) или х14 ⊥ f2. 

3. Построить проекции точек A, B, C, M и N на введенной плоскости 
проекций П4. Так, чтобы построить проекцию точки В4 на рис. 7, 
следует найти координату zB (измерить расстояние от проекции B2 
до оси проекций x12) и отложить ее от оси проекций x14 на линии 
связи B1B4. Проекции остальных точек на П4 строятся совершенно 
аналогично. 
В результате построения точки A4, B4 и C4 должны лежать на одной 
прямой. В противном случае следует искать ошибки в сделанных 
построениях. 

4. Построить проекцию K4 искомой точки пересечения: 
K4=M4N4∩A4B4. 

5. Построить проекции точки K на плоскости П1 и П2. Так как по ус-
ловию K ∈ MN, то K1 ∈ M1N1 и K2 ∈ M2N2. Поэтому для построения 
K1, достаточно провести линию связи от K4 до пересечения с M1N1. 
Положение проекции K2 определяется аналогично. 

6. При необходимости определить видимость прямой относительно 
плоскости ∆ABC (например, с помощью метода конкурирующих 
точек, см. [1], §25). 
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Рис. 7 



 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Для получения решения повернуть систему объектов относи-

тельно плоскостей проекций таким образом, чтобы плоскость ∆ABC заняла 
частное (проецирующее) положение. Как было указано выше (см. рис. 6), в 
таком положении проекцией плоскости будет прямая, а искомая точка K 
определяется пересечением полученной проекции плоскости с прямой. 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость в проецирующее положение, дос-
таточно выполнить одно перемещение, при котором хотя бы одна прямая, 
принадлежащая плоскости ∆ABC, стала бы перпендикулярна одной из 
плоскостей проекций. В качестве такой прямой следует использовать пря-
мую уровня (например, горизонталь h на рис. 8) — при построении пер-
пендикуляра можно воспользоваться теоремой о проецировании прямого 
угла. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом: 

1. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей плос-
кости ∆ABC. На рис. 8 построены проекции горизонтали h в после-
довательности: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11 ∈ A1C1) и h1 (че-
рез 11 и B1). 

2. Построить проекцию h1′ горизонтали h в новом (повернутом) по-
ложении с учетом условия: h1′ ⊥ x12. 

3. Построить горизонтальные проекции плоскости и прямой. Так как 
в примере рис. 8 плоскопараллельное перемещение производится в 
плоскостях, параллельных П1, то горизонтальные проекции объек-
тов и их взаимное положение не изменятся. Так, в рассматривае-
мом примере следует на построенной проекции h1′ произвольно по-
строить точку С1′, а затем с помощью циркуля последовательно по-
строить точки 11′ (11С1 = 11′С1′), B1′ (11B1 = 11′B1′ и B1С1 = B1′С1′), A1 
(11A1 = 11′A1′ и A1С1 = A1′С1′), N1 (A1N1 = A1′N1′ и B1N1 = B1′N1′) и M1 
(A1M1 = A1′M1′ и B1M1 = B1′M1′). Соединив соответствующие проек-
ции точек, получить горизонтальные проекции плоскости и пря-
мой. 

4. Так как в примере рис. 8 плоскопараллельное перемещение произ-
водится в плоскостях, параллельных П1, то на фронтальную плос-
кость проекций все траектории точек спроецируются в прямые ли-
нии, параллельные x12. На месте пересечения фронтальных проек-
ций траекторий и соответствующих линий связи находятся фрон-
тальные проекции точек. Например, чтобы построить проекцию B2′ 
точки B, следует провести линию связи от B1′ на П2, затем из B2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку B2′. Проекции остальных точек 



 

на П2 строятся совершенно аналогично. 

В результате построения точки A2′, B2′ и C2′ должны лежать на од-
ной прямой. В противном случае следует искать ошибки в сделан-
ных построениях. 

5. Построить проекцию K2′ искомой точки пересечения: 
K2′=M2′N2′∩A2′B2′. Опустив линию связи от проекции K2′ до пере-
сечения с M1′N1′, построить горизонтальную проекцию K1′. 

6. При необходимости построить проекции K2 и K1 на проекциях пря-
мой и плоскости в исходном положении. Проекции строятся из ус-
ловия, что K ∈ MN (а соответственно, K2 ∈ M2N2 и K2 ∈ M1N1). 

7. При необходимости определить видимость прямой относительно 
плоскости ∆ABC (например, с помощью метода конкурирующих 
точек, см. [1], §25). 
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Рис. 8 

Следует также отметить, что данную задачу можно решить с помощью 
метода секущей плоскости, рассмотренного, например, в [3], стр. 17. 

3.2. Взаимное расположение двух плоскостей 
Найти линию пересечения (KL) ∆ABC и ∆MNQ, заданных своими про-

екциями { A2B2C2; A1B1C1} и { M2N2Q2; M1N1Q1} (рис. 9). 
Способ замены плоскостей проекций 



 

Этап 1. Для получения решения 
достаточно перевести одну из за-
данных плоскостей в проецирую-
щее положение. Тогда проекцией 
одной плоскости будет прямая, а 
искомая линия пересечения опре-
деляется пересечением полученной 
проекции плоскости с двумя лю-
быми прямыми, принадлежащими 
другой плоскости (например, со 
сторонами треугольника, рис. 10).1 

Этап 2. Чтобы перевести одну 
из плоскостей (например, плос-
кость ∆ABC) в проецирующее по-
ложение, достаточно выполнить 
одну замену плоскостей проекций, 
при этом новая плоскость проекций 
П4 должна быть перпендикулярна 
заданной плоскости ∆ABC. Это ус-
ловие может быть выполнено, если 
хотя бы одна прямая, лежащая в 
плоскости ∆ABC, будет перпенди-
кулярна новой плоскости проек-
ций. В качестве такой прямой сле-
дует использовать прямую уровня 
(например, горизонталь h на рис. 
11), тогда при построении П4 мож-
но воспользоваться теоремой о 
проецировании прямого угла (см. 
[1], §15). 

Этап 3. На основе приведенных 
рассуждений алгоритм решения за-
дачи можно сформулировать сле-
дующим образом: 

1. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей плос-
кости ∆ABC. На рис. 11 построены проекции горизонтали h в по-
следовательности: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11 ∈ A1C1) и h1 
(через 11 и B1). 

2. Построить ось проекций x14 с учетом условия: ось проекций пер-

                                         
1 Очевидно, что в такой постановке задачу можно рассматривать как нахождение точек пересечения 

плоскости с двумя прямыми, принадлежащими другой плоскости. Решение подобной задачи изложено в 
разделе 3.1. 
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пендикулярна построенной прямой уровня — х14 ⊥ h1 (как на рис. 
11) или х14 ⊥ f2. 

3. Построить проекции точек A, B, C, M, N и Q на введенной плоско-
сти проекций П4. Например, чтобы построить проекцию точки Q4 
на рис. 11, необходимо найти координату zQ (измерить расстояние 
от проекции Q2 до оси проекций x12) и отложить ее от оси проекций 
x14 на линии связи Q1Q4. Проекции остальных точек на П4 строятся 
в аналогичной последовательности. 
В результате построения точки A4, B4 и C4 должны лежать на одной 
прямой. В противном случае следует искать ошибки в построениях. 

4. Построить проекции K4 и L4, принадлежащих искомой линии пере-
сечения KL: K4 = M4N4 ∩ A4B4, K4 = M4Q4 ∩ A4B4. 

5. Построить проекции линии KL на плоскости П1 и П2. Для этого 
достаточно найти проекции {K2, K1} и {L2, L1}. Так как по построе-
нию K ∈ MN и L ∈ MQ, то соответственно: K1 ∈ M1N1 и K2 ∈ M2N2; 
L1 ∈ M1Q1 и L2 ∈ M2Q2. Например, чтобы получить точку L1, доста-
точно провести линию связи от L4 до пересечения с M1Q1. Чтобы 
получить точку L2, следует провести линию связи от L1 до пересе-
чения с M2Q2. Положение проекций {K2, K1} определяется в анало-
гичном порядке. 

6. При необходимости определить видимость частей треугольников 
относительно друг друга (например, с помощью метода конкури-
рующих точек, см. [1], §25). 
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Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Для получения решения следует повернуть систему объектов 

относительно плоскостей проекций таким образом, чтобы одна из плоско-
стей заняла частное (проецирующее) положение. Как было указано при 
рассмотрении решения способом замены плоскостей проекций (см. также 
рис. 10), искомая линия пересечения определяется пересечением получен-
ной проекции плоскости с двумя любыми прямыми, принадлежащими 
другой плоскости (например, со сторонами треугольника). 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость в проецирующее положение, дос-
таточно выполнить одно перемещение, при котором хотя бы одна прямая, 
принадлежащая плоскости, стала бы перпендикулярна одной из плоско-
стей проекций. В качестве такой прямой следует использовать прямую 
уровня (например, горизонталь h на рис. 12). В этом случае при построе-
нии перпендикуляра можно воспользоваться теоремой о проецировании 
прямого угла. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом: 

1. Выбрать одну плоскость, в которой построить проекции любой 
прямой уровня. На рис. 12 в плоскости ∆ABC построены проекции 
горизонтали h в последовательности: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2C2), 
11 (11 ∈ A1C1) и h1 (через 11 и B1). 

2. Построить проекцию h1′ горизонтали h в новом (повернутом) по-
ложении с учетом условия: h1′ ⊥ x12. 

3. Построить горизонтальные проекции плоскостей в новом (повер-
нутом) положении. Так как в примере рис. 12 плоскопараллельное 
перемещение объектов производится в плоскостях, параллельных 
П1, то горизонтальные проекции объектов и их взаимное положе-
ние не изменятся. Так, в рассматриваемом примере следует на по-
строенной проекции h1′ произвольно построить точку С1′, а затем с 
помощью циркуля последовательно построить точки 11′ (11С1 = 
11′С1′), B1′ (11B1 = 11′B1′ и B1С1 = B1′С1′), A1 (11A1 = 11′A1′ и A1С1 = 
A1′С1′). Проекции точек M1′, N1′ и Q1′ удобно строить в привязке к 
проекциям точек A1′, B1′ и C1′ (например, точку M1′ получить на пе-
ресечении дуг с радиусами B1M1 и C1M1,проведенных соответст-
венно из точек B1′ и C1′). Соединив соответствующие проекции то-
чек, получить горизонтальные проекции плоскостей. 

4. Так как в примере рис. 12 плоскопараллельное перемещение про-
изводится в плоскостях, параллельных П1, то на фронтальную 
плоскость проекций все траектории точек спроецируются в прямые 
линии, параллельные x12. На месте пересечения фронтальных про-
екций траекторий и соответствующих линий связи находятся фрон-



 

тальные проекции точек. Например, чтобы построить проекцию Q2′ 
точки Q, следует провести линию связи от Q1′ на П2, затем из Q2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку Q2′. Проекции остальных то-
чек на П2 строятся совершенно аналогично. 

В результате построения точки одной из плоскостей (на рис. 12 A2′, 
B2′ и C2′) должны лежать на одной прямой. В противном случае 
следует искать ошибки в построениях. 

5. Построить проекции K2′ и L2′ искомой линии пересечения: K2′ = 
M2′N2′ ∩ A2′B2′; L2′ = M2′Q2′ ∩ A2′B2′. Опустив линию связи от про-
екции K2′ до пересечения с M1′N1′, построить горизонтальную про-
екцию K1′. Аналогично построить проекцию L1′.  

6. При необходимости построить проекции K2L2 и K1L1 на проекциях 
прямой и плоскости в исходном положении. Проекции строятся из 
условия, что K ∈ MN, а L ∈ MQ. 

7. При необходимости определить видимость частей треугольников 
относительно друг друга (например, с помощью метода конкури-
рующих точек, см. [1], §25). 
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Рис. 12 

Следует также отметить, что данную задачу можно решить с помощью 
метода секущих плоскостей, рассмотренного, например, в [3], стр. 19. 



 

4. Алгоритмы решения некоторых стандартных мет-
рических задач способами преобразования комплекс-
ного чертежа 

К метрическим относят задачи, связанные с определением истинных 
величин геометрических объектов, а также расстояний и углов между ни-
ми. Соответственно, все метрические задачи можно разбить на три группы: 

• определение натуральной величины (площади) плоской фигуры 
или части поверхности; 

• определение расстояния между двумя геометрическими объектами 
(между точкой и плоскостью, между двумя прямыми и т.д.); 

• определение угла между двумя геометрическими объектами (меж-
ду двумя прямыми, между прямой и плоскостью и т.д.). 

Ниже рассмотрены наиболее часто встречающиеся стандартные мет-
рические задачи из всех указанных групп. 

4.1. Расстояние от точки до прямой 
Найти расстояние от точки M до прямой отрезка AB, заданных своими 

проекциями {M2; M1} и {A2B2; A1B1} (рис. 13). 
Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Расстояние от точки до прямой определяется величиной пер-

пендикуляра, опущенного из точки на заданную прямую. Для получения 
решения следует перевести прямую в проецирующее положение. В этом 
случае прямая будет перпендикулярна дополнительной плоскости проек-
ций, и ее проекция выродится в точку. Тогда искомое расстояние равно ве-
личине отрезка прямой, ограниченного проекциями прямой и заданной 
точки (M) на дополнительной плоскости проекций (рис. 14). 

Этап 2. Чтобы перевести прямую обще-
го положения в проецирующее положение, 
необходимо выполнить две замены плоско-
стей проекций, при этом первая вводимая 
дополнительная плоскость проекций П4 
должна быть параллельна заданной пря-
мой, а вторая дополнительная плоскость П5 
— перпендикулярна прямой. При построе-
нии плоскости П5 следует воспользоваться 
теоремой о проецировании прямого угла 
(см. [1], §15). 

Этап 3. На основе приведенных рассу-
ждений алгоритм решения задачи можно 
сформулировать следующим образом: 
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Рис. 13 



 

1. Ввести дополнительную плоскость П4, 
построив  ось проекций x14 с учетом ус-
ловия: ось проекций должна быть парал-
лельна одной из проекций прямой (на 
рис. 15 построена x14||A1B1). 

2. Построить проекции точек A, B, и M на 
дополнительной плоскости проекций П4. 
Например, чтобы построить проекцию 
точки A4 на рис. 15, необходимо провес-
ти (под прямым углом) линию связи от 
проекции А1 на П4, затем найти апплика-
ту точки A (измерить расстояние от проекции A2 до оси проекций 
x12) и отложить ее от оси x14 на линии связи A1A4. Проекции осталь-
ных точек на П4 строятся в аналогичной последовательности. 
Следует отметить, что прямая AB является прямой уровня по от-
ношению к плоскости П4. 

3. Ввести дополнительную плоскость П5, построив  ось проекций x45 с 
учетом условия: ось проекций должна быть перпендикулярна про-
екции прямой на П4 (x45⊥A4B4). 

4. Построить проекции точек A, B, и M на дополнительной плоскости 
проекций П5. Например, чтобы построить проекцию точки A5 на 
рис. 15, необходимо провести (под прямым углом) линию связи от 
проекции А5 на П5, затем измерить расстояние от проекции A1 до 
оси проекций x14 и отложить ее от оси x45 на линии связи A4A5. Про-
екции остальных точек на П5 строятся аналогично. 
Следует отметить, что прямая AB является проецирующей прямой 
по отношению к плоскости П5. Если в результате окажется, что 
A5≠B5, следует искать ошибки в построениях. 

5. Соединить проекции прямой (A5 = B5) с проекцией M5 точки M. Ве-
личина полученного отрезка M5N5 (N5 = A5 = B5) является искомым 
расстоянием между точкой M и прямой AB. 

6. При необходимости построить проекции отрезка MN на остальных 
плоскостях проекций. Так, чтобы получить проекцию N4, следует 
из точки M4 опустить перпендикуляр на A4B4 (если MN ⊥ AB и AB 
является прямой уровня по отношению к П4, то на П4 прямой угол 
между MN и AB проецируется без искажения). Проекции N1 и N2 
строятся по в соответствии с общими правилами способа замены 
плоскостей проекций (проекция N1 — по известным проекциям N5 
и N4, затем N2 — по известным N4 и N1). 
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Рис. 15 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Для получения решения необходимо повернуть систему объек-

тов таким образом, чтобы прямая заняла проецирующее положение отно-
сительно одной из плоскостей проекций. Тогда искомое расстояние равно 
величине отрезка, ограниченного проекцией прямой AB в проецирующем 
положении и проекцией заданной точки M (см. рис. 14). 

Этап 2. Чтобы перевести прямую в проецирующее положение, необхо-
димо выполнить два перемещения: в результате первого перемещения 
прямая должна занять положение прямой уровня, затем в результате вто-
рого перемещения — проецирующее положение. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом (по рис. 16): 

1. Построить фронтальную проекцию A2′B2′ прямой в новом положе-
нии с учетом условий: |A2′B2′| = |A2B2|, A2′B2′||x12. В результате пря-
мая займет положение прямой уровня относительно плоскости П1. 
Найти положение проекции М2′, отметив циркулем дуги радиусами 
|A2′M2′| = |A2M2| и |B2′M2′| = |B2M2|. В месте пересечения дуг постро-
ить проекцию М2′. 

2. Так как в примере рис. 16 плоскопараллельное перемещение про-



 

изводится в плоскостях, параллельных П2, то на горизонтальную 
плоскость проекций все траектории точек спроецируются в прямые 
линии, параллельные x12. На месте пересечения горизонтальных 
проекций траекторий и соответствующих линий связи находятся 
горизонтальные проекции точек. Так, чтобы построить проекцию 
A1′ точки A, следует провести линию связи от A2′ на П1, затем из A2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку A1′. Проекции остальных точек 
на П1 строятся в такой же последовательности. 

3. Построить горизонтальную проекцию A1′′B1′′ прямой в новом по-
ложении с учетом условий: |A1′′B1′′| = |A1′B1′|, A1′′B1′′⊥x12. В резуль-
тате прямая займет проецирующее положение относительно плос-
кости П2. Затем следует найти положение проекции М1′′, отметив 
циркулем дуги радиусами |A1′′M1′′| = |A1′M1′| и |B1′′M1′′| = |B1′M1′|. В 
месте пересечения дуг построить проекцию М1′′. 

4. Так как второе плоскопараллельное перемещение производится в 
плоскостях, параллельных П1, то на фронтальную плоскость про-
екций все траектории точек спроецируются в прямые линии, па-
раллельные x12. На месте пересечения фронтальных проекций тра-
екторий и соответствующих линий связи находятся фронтальные 
проекции точек. Так, чтобы построить проекцию B2′′ точки B, сле-
дует провести линию связи от B1′′ на П2, затем из B1′ провести пря-
мую параллельно x12 и в месте пересечения этой прямой с линией 
связи построить точку B2′′. Проекции остальных точек на П2 стро-
ятся в аналогичной последовательности. 
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Рис. 16 



 

5. Соединить проекции прямой (A2′′ = B2′′) с проекцией M2′′ точки M. 
Величина полученного отрезка является искомым расстоянием ме-
жду точкой M и прямой AB. 

6. При необходимости построить проекции отрезка MN в предыду-
щих положениях системы {AB, M} (на рис. 16 эти построения не 
показаны). Так, чтобы получить проекции M′N′, следует из точки 
M1′ опустить перпендикуляр на A1′B1′. По найденным проекциям 
{N2′, N1′} нетрудно найти исходное положение точки N (проекции 
N2 и N1). 

4.2. Расстояние от точки до плоскости 
Найти расстояние от точки M до плоскости ∆ABC, заданных своими 

проекциями {M2; M1} и {A2B2С2; A1B1С1} (рис. 17). 
Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Расстояние от точки до плос-

кости определяется величиной перпенди-
куляра, опущенного из точки на заданную 
плоскость. Для получения решения следу-
ет перевести плоскость в проецирующее 
положение. В таком положении проекцией 
плоскости будет прямая, а искомое рас-
стояние определяется величиной перпен-
дикуляра, опущенного из проекции точки 
на проекцию плоскости (рис. 18). 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость в 
проецирующее положение, достаточно 
выполнить одну замену плоскостей проек-
ций, при этом новая плоскость проекций 
П4 должна быть перпендикулярна задан-
ной плоскости ∆ABC. Напомним: это усло-
вие может быть выполнено, если любая 
прямая (например, горизонталь h), лежа-
щая в плоскости ∆ABC, будет перпендику-
лярна новой плоскости проекций. В каче-
стве такой прямой следует использовать 
прямую уровня, что позволяет при по-
строении П4 воспользоваться теоремой о 
проецировании прямого угла. 

Этап 3. На основе приведенных рассу-
ждений алгоритм решения задачи можно 
сформулировать следующим образом: 

1. Построить проекции любой прямой 
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уровня, принадлежащей плоскости ∆ABC. На рис. 19 построены 
проекции горизонтали h в последовательности: h2 (h2||x12), 12 (12 = 
h2∩A2C2), 11 (11 ∈ A1C1) и h1 (через 11 и B1). 

2. Построить ось проекций x14 с учетом условия: ось проекций пер-
пендикулярна построенной прямой уровня — х14 ⊥ h1 (как на рис. 
19) или х14 ⊥ f2. 

3. Построить проекции точек A, B, C и M на дополнительной плоско-
сти проекций П4. Например, чтобы построить проекцию точки M4 
на рис. 19, следует найти координату zM (измерить расстояние от 
проекции M2 до оси проекций x12) и отложить ее от оси проекций 
x14 на линии связи M1M4. Проекции остальных точек на П4 строятся 
в аналогичном порядке. 
В результате построения точки A4, B4 и C4 должны лежать на одной 
прямой. В противном случае следует искать ошибки в сделанных 
построениях. 

4. Опустить перпендикуляр из M4 на проекцию A4B4C4 (M4N4 ⊥ 
A4B4C4). Величина построенного перпендикуляра MN определяет 
искомое расстояние от точки M до плоскости ABC. Построить про-
екцию M4 искомой точки пересечения: K4 = M4N4 ∩ A4B4. 

5. Построить проекции точки N на плоскости П1 и П2. Так как по ус-
ловию MN ⊥ ABC, то MN перпендикулярна любой прямой, принад-
лежащей ABC. С учетом h ⊂ ABC и h || П1 получим, что MN ⊥ h и 
прямой угол между MN и h спроецируется на П1 без искажения 
(M1N1 ⊥ h1 по теореме о проецировании прямого угла). Определив 
положение N1, по паре проекций {N1; N4} легко найти N2. 
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6. При необходимости определить видимость перпендикуляра MN от-
носительно плоскости ∆ABC (например, с помощью метода конку-
рирующих точек, см. [1], §25). 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Для получения решения необходимо повернуть систему объек-

тов относительно плоскостей проекций таким образом, чтобы плоскость 
∆ABC заняла частное (проецирующее) положение (см. рис. 18). 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость в проецирующее положение, дос-
таточно выполнить одно перемещение, при котором любая прямая, при-
надлежащая плоскости ∆ABC, стала бы перпендикулярна одной из плоско-
стей проекций. В качестве такой прямой следует использовать прямую 
уровня (например, горизонталь h на рис. 20) — для построения перпенди-
куляра можно воспользоваться теоремой о проецировании прямого угла. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом: 

1. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей плос-
кости ∆ABC. На рис. 20 построены проекции горизонтали h в по-
следовательности: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11 ∈ A1C1) и h1 
(через 11 и B1). 

2. Построить проекцию h1′ горизонтали h в новом (повернутом) по-
ложении с учетом условия: h1′ ⊥ x12. 

3. Построить горизонтальные проекции плоскости и прямой. Так как 
в примере рис. 20 плоскопараллельное перемещение производится 
в плоскостях, параллельных П1, то горизонтальные проекции объ-
ектов и их взаимное положение остаются неизменными. Так, в рас-
сматриваемом примере следует на построенной проекции h1′ про-
извольно построить точку B1′, а затем с помощью циркуля после-
довательно построить точки 11′ (11B1 = 11′B1′), C1′ (11C1 = 11′C1′ и 
B1С1 = B1′С1′), A1 (11A1 = 11′A1′ и A1B1 = A1′B1′) и M1 (A1M1 = A1′M1′ и 
B1M1 = B1′M1′). Соединив проекции точек A1′, B1′ и C1′, получить 
горизонтальную проекцию плоскости ABC в новом положении. 

4. В рассматриваемом примере плоскопараллельное перемещение 
производится в плоскостях, параллельных П1, поэтому на фрон-
тальную плоскость проекций все траектории точек спроецируются 
в прямые линии, параллельные x12. На месте пересечения фрон-
тальных проекций траекторий и соответствующих линий связи на-
ходятся фронтальные проекции точек. Например, чтобы построить 
проекцию M2′ точки M, следует провести линию связи от M1′ на П2, 
затем из M2 провести прямую параллельно x12 и в месте пересече-
ния этой прямой с линией связи построить точку M2′. Проекции ос-
тальных точек на П2 строятся в аналогичном порядке. 



 

В результате построения точки A2′, B2′ и C2′ должны лежать на од-
ной прямой. В противном случае следует искать ошибки в сделан-
ных построениях. 

5. Опустив перпендикуляр из точки M2′ на проекцию A2′B2′C2′, найти 
искомое расстояние от точки М до плоскости ABC. Горизонталь-
ную проекцию перпендикуляра можно построить на основании 
рассуждений, в математической записи имеющих вид: MN ⊥ ABC ∪ 
h ⊂ ABC ⇒ MN ⊥ h. Так как h || П1, то M1′N1′ ⊥ h1′ (на основании 
теоремы о проецировании прямого угла). Таким образом, для по-
строения M1′N1′ следует опустить из M1′ перпендикуляр на h1′, и в 
месте пересечения перпендикуляра с линией связи (N2′N1′) постро-
ить N1′. 

6. При необходимости построить проекции перпендикуляра на про-
екциях прямой и плоскости в исходном положении. Проекции 
строятся из условий: M1N1 ⊥ h1 и |M1′N1′| = |M1N1|. 

7. При необходимости определить видимость прямой относительно 
плоскости ∆ABC (например, с помощью метода конкурирующих 
точек, см. [1], §25). 
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Рис. 20 

4.3. Расстояние между двумя прямыми 
Найти расстояние между скрещивающимися прямыми AB и CD, задан-

ными своими проекциями {A2B2; A1B1} и {С2D2; С1D1} (рис. 21). 



 

Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Определение расстояния между дву-

мя прямыми имеет смысл в случаях, когда две 
прямые параллельны друг другу или скрещива-
ются. В этих случаях расстояние определяется 
величиной перпендикуляра, опущенного из лю-
бой точки одной прямой  на другую прямую. Для 
получения решения следует перевести любую из 
двух прямых в проецирующее положение. Тогда 
проекцией выбранной прямой будет точка, а ис-
комое расстояние определяется величиной пер-
пендикуляра, опущенного из полученной точки 
на проекцию другой прямой (рис. 22). 

Этап 2. Чтобы перевести прямую общего по-
ложения в проецирующее положение, необходи-
мо выполнить две замены плоскостей проекций, 
при этом первая вводимая дополнительная плос-
кость проекций П4 должна быть параллельна за-
данной прямой, а вторая дополнительная плос-
кость П5 — перпендикулярна прямой. При по-
строении плоскости П5 следует воспользоваться 
теоремой о проецировании прямого угла (см. [1], 
§15). 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений 
алгоритм решения задачи можно сформулиро-
вать следующим образом: 

1. Выбрать прямую для перевода ее в про-
ецирующее положение (на рис. 23 выбра-
на прямая, заданная проекциями отрезка АВ). 

2. Ввести дополнительную плоскость П4, построив ось проекций x24 с 
учетом условия: ось проекций должна быть параллельна одной из 
проекций выбранной прямой (на рис. 23 построена x24||A2B2). 

3. Построить проекции точек A, B, C и D на дополнительной плоско-
сти проекций П4. Например, чтобы построить проекцию точки С4 
на рис. 23, необходимо провести (под прямым углом) линию связи 
от проекции С2 на П4, затем найти ординату точки C (измерить рас-
стояние от проекции C1 до оси проекций x12) и отложить ее от оси 
x24 на линии связи C2C4. Проекции остальных точек на П4 строятся 
в аналогичной последовательности. 
Следует отметить, что прямая AB является прямой уровня по от-
ношению к плоскости П4. 

4. Ввести дополнительную плоскость П5, построив  ось проекций x45 с 
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учетом условия: ось проекций должна быть перпендикулярна про-
екции выбранной прямой на П4 (x45 ⊥ A4B4). 

5. Построить проекции точек A, B, C и D на дополнительной плоско-
сти проекций П5. Например, чтобы построить проекцию точки С5 
на рис. 23, необходимо провести (под прямым углом) линию связи 
от проекции С4 на П5, затем измерить расстояние от проекции С2 до 
оси проекций x24 и отложить ее от оси x45 на линии связи С4С5. 
Проекции остальных точек на П5 строятся в такой же последова-
тельности. 
Следует отметить, что прямая AB является проецирующей прямой 
по отношению к плоскости П5. Если в результате построений ока-
жется, что A5 ≠ B5, следует искать ошибки в чертеже. 

6. Из проекции прямой A5B5 (A5 = B5) опустить перпендикуляр на про-
екцию другой прямой C5D5. Величина полученного отрезка M5N5 
(M5 = A5 = B5) является искомым расстоянием между AB и CD. 
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Рис. 23 

7. При необходимости построить проекции отрезка MN на остальных 
плоскостях проекций. Так, чтобы получить проекцию N4, следует 
провести линию связи из точки N5 до ее пересечения с проекцией 
C4D4 (N ∈ CD ⇒ N4 ∈ C4D4). Для получения проекции M4 необхо-
димо опустить перпендикуляр из N4 на A4B4 (если MN ⊥ AB и AB 
является прямой уровня по отношению к П4, то на П4 прямой угол 
между MN и AB проецируется без искажения). Остальные проекции 



 

точек M и N строятся в соответствии с общими правилами способа 
замены плоскостей проекций. 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Для получения решения необходимо повернуть систему объек-

тов таким образом, чтобы одна из заданных прямых заняла проецирующее 
положение относительно любой плоскости проекций. Тогда искомое рас-
стояние равно величине перпендикуляра, опущенного из проекции прямой, 
занимающей проецирующее положение, на проекцию другой прямой. 

Этап 2. Чтобы перевести прямую из общего положения в проецирую-
щее, следует выполнить два перемещения: в результате первого переме-
щения прямая должна занять положение прямой уровня, затем в результате 
второго перемещения — проецирующее положение. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом (по рис. 24): 

1. Выбрать прямую для перевода ее в проецирующее положение (на 
рис. 24 выбрана прямая, заданная проекциями отрезка АВ). 

2. Построить фронтальную проекцию A2′B2′ прямой в новом положе-
нии с учетом условий: |A2′B2′| = |A2B2|, A2′B2′||x12. В результате пря-
мая займет положение прямой уровня относительно плоскости П1. 
Найти положение проекции С2′D2′, отметив циркулем дуги радиу-
сами |A2′C2′| = |A2C2|, |B2′C2′| = |B2C2| — для построения С2′, и |C2′D2′| 
= |C2D2|, |A2′D2′| = |A2D2| — для построения D2′. 

3. Так как в примере рис. 24 плоскопараллельное перемещение про-
изводится в плоскостях, параллельных П2, то на горизонтальную 
плоскость проекций все траектории точек спроецируются в прямые 
линии, параллельные x12. На месте пересечения горизонтальных 
проекций траекторий и соответствующих линий связи находятся 
горизонтальные проекции точек. Так, чтобы построить проекцию 
С1′ точки С, следует провести линию связи от С2′ на П1, затем из С2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку С1′. Проекции остальных точек 
на П1 строятся в аналогичной последовательности. 

4. Построить горизонтальную проекцию A1′′B1′′ прямой в новом по-
ложении с учетом условий: |A1′′B1′′| = |A1′B1′|, A1′′B1′′⊥x12. В резуль-
тате прямая займет проецирующее положение относительно плос-
кости П2. Затем следует найти положение проекции С1′′D1′′, отме-
тив циркулем дуги радиусами |A1′′C1′′| = |A1′C1′| и |B1′′C1′′| = |B1′C1′| 
— для построения С1′′, и |C1′′D1′′| = |C1′D1′|, |A1′′D1′′| = |A1′D1′| — для 
построения D1′. 

5. Второе плоскопараллельное перемещение производится в плоско-



 

стях, параллельных П1, поэтому на фронтальную плоскость проек-
ций все траектории точек спроецируются в прямые линии, парал-
лельные x12. На месте пересечения фронтальных проекций траекто-
рий и соответствующих линий связи находятся фронтальные про-
екции точек. Так, чтобы построить проекцию B2′′ точки B, следует 
провести линию связи от B1′′ на П2, затем из B1′ провести прямую 
параллельно x12 и в месте пересечения этой прямой с линией связи 
построить точку B2′′. Проекции остальных точек на П2 строятся в 
аналогичной последовательности. 

6. Из совпадающих проекций точек A2′′ = B2′′ опустить перпендику-
ляр на проекцию C2′′D2′′. Величина полученного отрезка M2′′N2′′ 
является искомым расстоянием между прямыми AB и CD. Горизон-
тальная проекция перпендикуляра M1′′N1′′ строится из условия 
M1′′N1′′ ⊥ A1′′B1′′ (по теореме о проецировании прямого угла). 

При необходимости построить проекции отрезка MN в предыдущих 
положениях системы {AB, CD}. Так, чтобы получить проекции M′N′, сле-
дует сначала получить проекции N2′ и N1′, а затем M1′ (M1′N1′⊥A1′B1′) и M2′. 
По найденным проекциям {M2′N2′, M1′N1′} нетрудно найти исходное поло-
жение перпендикуляра MN. 
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Рис. 24 

4.4. Расстояние между параллельными плоскостями 
Найти расстояние между параллельными плоскостями, заданными  

∆ABC{A2B2С2; A1B1С1} и ∆MNQ{M2N2Q2; M1N1Q1} (рис. 25). 
Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Расстояние между двумя параллельными плоскостями опреде-

ляется величиной отрезка общего к ним перпендикуляра, отсекаемого эти-



 

ми плоскостями. Для получения ре-
шения следует перевести плоскости в 
проецирующее положение. В таком 
положении проекции обоих плоско-
стей выродятся в параллельные пря-
мые, при этом искомое расстояние 
определяется величиной общего пер-
пендикуляра к полученным прямым 
(рис. 26). 

Этап 2. Чтобы перевести плос-
кость в проецирующее положение, 
достаточно выполнить одну замену 
плоскостей проекций. Так как задан-
ные плоскости параллельны, то новая 
плоскость проекций П4 должна быть 
перпендикулярна обоим плоскостям 
(П4⊥ABC ∪ П4⊥MNQ). Напомним, 
что две плоскости взаимно перпен-
дикулярны, если любая прямая одной 
плоскости (например, горизонталь h 
плоскости ABC), будет перпендику-
лярна другой плоскости (П4). Поэто-
му при построении П4 следует вы-
полнить условие h⊥П4, что нетрудно 
сделать, применив теорему о про-
ецировании прямого угла. 

Этап 3. На основе приведенных 
рассуждений алгоритм решения за-
дачи можно сформулировать сле-
дующим образом: 

1. Построить проекции любой 
прямой уровня, принадлежа-
щей одной из заданных плос-
костей. На рис. 27 построены проекции горизонтали h в плоскости 
ABC: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11 ∈ A1С1) и h1 (через 11 и B1). 

2. Построить ось проекций x14 с учетом условия: ось проекций пер-
пендикулярна построенной прямой уровня — х14 ⊥ h1 (как на рис. 
27) или х14 ⊥ f2. 

3. Построить проекции точек A, B, C, M, N и Q на дополнительной 
плоскости проекций П4. Например, чтобы построить проекцию 
точки Q4 на рис. 27, следует найти координату zQ (измерить рас-
стояние от проекции Q2 до оси проекций x12) и отложить ее от оси 
проекций x14 на линии связи Q1Q4. Проекции остальных точек на П4 

x    1    2    
Ï    2    

Ï    1    

M    2    

M    1    

A    1    

B    1    

À    2    

B    2    
Ñ    2    

Ñ    1    

N    2    

N    1    

Q    2    

Q    1    

 
Рис. 25 
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строятся в аналогичном порядке. 
В результате построения каждая группа точек — {A4, B4, C4} и {M4, 
N4, Q4}должна лежать на одной из параллельных прямых. В про-
тивном случае следует искать ошибки в сделанных построениях. 

4. Провести произвольно перпендикуляр к полученным отрезкам 
прямых. Например, на рис. 27 перпендикуляр проведен через про-
екцию М4 точки М. Использование заданных точек облегчает по-
строение проекций перпендикуляра на исходных плоскостях про-
екций П1 и П2. Величина полученного отрезка MK (|MK| = |M4K4|) 
— искомое расстояние между параллельными плоскостями. 

5. Построить проекции перпендикуляра на плоскости П1 и П2. Так как 
по условию MK ⊥ ABC и MK ⊥ MNQ, то MK перпендикулярен лю-
бой прямой, принадлежащей ABC или MNQ. С учетом h ⊂ ABC и 
h||П1 получим, что MK ⊥ h и прямой угол между MK и h спроеци-
руется на П1 без искажения (M1K1 ⊥ h1 по теореме о проецировании 
прямого угла). Если одна точка перпендикуляра уже задана (как 
точка М на рис. 27), то для построения других его проекций доста-
точно определить положение проекций K1 и K2. 

6. При необходимости определить видимость перпендикуляра MN от-
носительно плоскостей ∆ABC и ∆MNQ (например, с помощью ме-
тода конкурирующих точек, см. [1], §25). 
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Рис. 27 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Для получения решения необходимо повернуть систему объек-



 

тов относительно плоскостей проекций таким образом, чтобы заданные 
плоскости заняли частное (проецирующее) положение (см. рис. 26). 

Этап 2. Чтобы перевести любую плоскость из общего в проецирующее 
положение, достаточно выполнить одно перемещение, при котором любая 
прямая, принадлежащая плоскости, стала бы перпендикулярна одной из 
плоскостей проекций. В качестве такой прямой следует использовать пря-
мую уровня (например, горизонталь h на рис. 28). Тогда для построения 
перпендикуляра можно воспользоваться теоремой о проецировании пря-
мого угла. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом: 

1. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей одной 
из заданных плоскостей. На рис. 28 построены проекции горизон-
тали h в плоскости ∆ABC: h2 (h2||x12), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11 ∈ 
A1C1) и h1 (через 11 и B1). 

2. Построить проекцию h1′ горизонтали h в новом (повернутом) по-
ложении с учетом условия: h1′ ⊥ x12. 

3. Построить горизонтальные проекции заданных плоскостей в новом 
положении. Так как в примере рис. 28 плоскопараллельное пере-
мещение производится в плоскостях, параллельных П1, то горизон-
тальные проекции объектов и их взаимное положение остаются не-
изменными. Так, в рассматриваемом примере следует на построен-
ной проекции h1′ произвольно построить точку B1′, а затем с помо-
щью циркуля последовательно построить точки 11′ (11B1 = 11′B1′), 
C1′ (11C1 = 11′C1′ и B1С1 = B1′С1′), A1 (11A1 = 11′A1′ и A1С1 = A1′С1′). 
Так же с помощью циркуля строится проекция ∆MNQ. Соединив 
проекции точек {A1′, B1′, C1′} и {M1′, N1′, Q1′}, получить горизон-
тальные проекции плоскостей ABC и MNQ в новом положении. На-
помним, что при построении нужно сохранять не только пропор-
ции геометрических тел (в данном случае треугольников), но и 
параметры их взаимного расположения. 

4. В примере рис. 28 перемещение всех точек фигур выполняется в 
плоскостях, параллельных П1, поэтому на фронтальную плоскость 
проекций траектории всех точек спроецируются в прямые линии, 
параллельные x12. На месте пересечения фронтальных проекций 
траекторий и соответствующих линий связи находятся фронталь-
ные проекции точек. Например, чтобы построить проекцию M2′ 
точки M, следует провести линию связи от M1′ на П2, затем из M2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку M2′. Проекции остальных то-
чек на П2 строятся в таком же порядке. 



 

В результате построения каждая группа точек {A2′, B2′, C2′} и {N2′, 
M2′, Q2′} должна лежать на одной прямой. В противном случае сле-
дует искать ошибки в сделанных построениях. 

5. Опустив перпендикуляр из любой точки проекции N2′M2′Q2′ на 
проекцию A2′B2′C2′ (на рис. 28 перпендикуляр опущен из точки 
М2′), найти искомое расстояние между плоскостями MNQ и ABC — 
этим расстоянием на рис. 28 является величина отрезка M2′K2′. Го-
ризонтальную проекцию перпендикуляра можно построить на ос-
новании рассуждений, в математической записи имеющих вид: MK 
⊥ ABC ∪ h ⊂ ABC ⇒ MK ⊥ h. Так как h || П1, то M1′K1′ ⊥ h1′ (на ос-
новании теоремы о проецировании прямого угла). Таким образом, 
для построения M1′K1′ следует опустить из M1′ перпендикуляр на 
h1′, и в месте пересечения перпендикуляра с линией связи (K2′K1′) 
построить K1′. 

6. При необходимости построить проекции перпендикуляра на про-
екциях плоскостей в исходном положении. Проекции строятся из 
условий: M1K1 ⊥ h1 и |M1′K1′| = |M1N1|. 

7. При необходимости определить видимость плоскостей и перпенди-
куляра (например, с помощью метода конкурирующих точек, см. 
[1], §25). 
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Рис. 28 



 

4.5. Угол между скрещивающимися прямыми 
Найти угол между скрещивающимися прямыми отрезков AB и CD, за-

данными своими проекциями {A2B2; A1B1} и {С2D2; С1D1} (рис. 29). 
Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Определение угла между двумя 

прямыми имеет смысл в случаях, когда две 
прямые пересекаются или скрещиваются. 
При этом угол между скрещивающимися 
прямыми определяется посредством двух 
пересекающихся прямых, каждая из кото-
рых параллельна соответствующей скрещи-
вающейся прямой. Таким образом, если 
прямые пересекаются, то для нахождения 
угла между ними следует перевести плос-
кость, в которой лежат пересекающиеся 
прямые, в положение плоскости уровня (то-
гда искомый угол спроецируется в нату-
ральную величину, рис. 30). Если же пря-
мые скрещиваются, то для нахождения угла 
их вначале следует заменить пересекающи-
мися прямыми — спроецировать скрещи-
вающиеся прямые на плоскость, параллель-
ную обоим прямым, а затем перевести эту 
плоскость в положение плоскости уровня. 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость 
общего положения в положение плоскости 
уровня, необходимо выполнить две замены 
плоскостей проекций. При этом первая вво-
димая дополнительная плоскость проекций 
П4 должна быть перпендикулярна заданной плоскости, а вторая дополни-
тельная плоскость П5 — параллельна ей. При построении плоскости П4 
следует применить теорему о проецировании прямого угла (см. [1], §15). 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом: 

1. Определить, как взаимно располагаются заданные прямые. В при-
мере рис. 29 видно, что прямые, заданные проекциями отрезков AB 
и CD, скрещиваются (точки пересечения проекций отрезков не ле-
жат на одной линии связи). 

2. Если прямые скрещиваются — спроецировать их на плоскость, па-
раллельную обоим прямым. Напомним: прямая параллельна плос-
кости, если в плоскости найдется хотя бы одна прямая, параллель-
ная заданной прямой. Тогда для проецирования скрещивающихся 
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прямых достаточно построить пересекающиеся прямые, каждая из 
которых параллельна соответствующей скрещивающейся прямой. 
При построении следует воспользоваться свойством ортогонально-
го проецирования: если прямые параллельны, то их одноименные 
проекции так же параллельны. Например, на рис. 31 построены 
проекции прямых m (m||AB) и n (n||CD). Исходя из приведенных 
рассуждений, проекции прямых построены с учетом следующих 
условий: 

• если m||AB, то m1||A1B1 и m2||A2B2. Аналогично n||CD ⇒ n1||C1D1 ∪ 
n2||C2D2; 

• если прямые m и n пересекаются (n∩m), то точки пересечения их 
проекций (K1 и K2) является проекцией их точки пересечения 
(свойство ортогонального проецирования) — K=n∩m ⇒ K1=n1∩m1 
∪ K2=n2∩m2. 
Таким образом, построение прямых m и n можно выполнить в сле-
дующем порядке: в произвольном месте чертежа построить m2||A2B2 
и n2||C2D2; найти их точку пересечения K2; произвольно (соблюдая, 
связь проекций) построить K1; через K1 провести m1||A1B1 и n1||C1D1. 

3. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей полу-
ченной в п.2 плоскости (плоскость задана как m∩n). На рис. 31 по-
строены проекции фронтали f: f1 (f1||x12), 11 (11 = f1∩n1), 21 (21 = 
f1∩m1), 12 (12 ∈ n2), 22 (22 ∈ m2) и f2 (через 12 и 22). 

4. Ввести дополнительную плоскость П4, построив ось проекций x24 с 
учетом условия: ось проекций должна быть перпендикулярна по-
строенной прямой уровня (на рис. 31 построена x24⊥f2). 

5. Построить проекции точек K, 1 и 2 на дополнительной плоскости 
проекций П4. Например, чтобы построить проекцию точки K4 на 
рис. 31, необходимо провести (под прямым углом) линию связи от 
проекции K2 на П4, затем найти ординату точки K (измерить рас-
стояние от проекции K1 до оси проекций x12) и отложить ее от оси 
x24 на линии связи K2K4. Проекции остальных точек на П4 строятся 
в аналогичной последовательности. 
Следует отметить, что на П4 проекции точек 1 и 2 должны совпа-
дать (14 = 24). 

6. Ввести дополнительную плоскость П5, построив  ось проекций x45 с 
учетом условия: ось проекций должна быть параллельна проекции 
плоскости на П4 (x45||14K4). 

7. Построить проекции точек K, 1 и 2 на дополнительной плоскости 
проекций П5. Так, чтобы построить проекцию точки 15 на рис. 31, 
необходимо провести (под прямым углом) линию связи от проек-
ции 14 на П5, затем измерить расстояние от проекции 12 до оси про-



 

екций x24 и отложить ее от оси x45 на линии связи 1415. Проекции 
остальных точек на П5 строятся в такой же последовательности. 

По отношению к П5 плоскость, образованная пересечением прямых m 
и n, занимает положение плоскости уровня, а следовательно, угол α между 
m и n проецируется на П5 без искажения. Угол между AB и CD также равен 
α (исходя из условий построения m и n). 
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Рис. 31 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Угол между скрещивающимися прямыми определяется их про-

екциями на плоскость, параллельную обоим прямым. Следовательно, для 
получения решения необходимо, во-первых, получить проекции скрещи-
вающихся прямых на параллельную им плоскость, а во-вторых, повернуть 
полученную плоскость так, чтобы она заняла положение плоскости уровня 
относительно любой плоскости проекций. Тогда искомый угол будет изо-
бражен на одной из плоскостей проекций без искажения (см. рис. 30). 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость из общего положения в положение 
плоскости уровня, следует выполнить два перемещения: в результате пер-
вого перемещения плоскость должна занять проецирующее положение, а в 
результате второго перемещения — положение плоскости уровня. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом (по рис. 32): 

1. Определить, как взаимно располагаются заданные прямые. Напом-
ним: если проекции прямых взаимно параллельны — прямые па-
раллельны; если точки пересечения проекций отрезков лежат на 
одной линии связи — прямые пересекаются; если ни одно из ука-
занных условий не выполняется — прямые скрещиваются. Таким 
образом, по рис. 32 легко определить, что прямые, заданные проек-



 

циями отрезков AB и CD, скрещиваются. 

2. Если прямые скрещиваются — спроецировать их на плоскость Σ, 
параллельную обоим прямым. На рис. 32 построены проекции пря-
мых m||AB и n||CD таким образом, чтобы точки пересечения проек-
ций этих прямых лежали на одной линии связи (K1=m1∩n1, 
K2=m2∩n2). Подробные рассуждения, касающиеся построений 
проекций прямых m и n, приведены в алгоритме решения этой 
задачи способом замены плоскостей проекций. 

3. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей полу-
ченной в п.2 плоскости (плоскость Σ задана как m∩n). На рис. 32, 
как и на рис. 31, построены проекции f1 и f2 фронтали f. 

4. Построить фронтальную проекцию плоскости Σ(m∩n) в новом по-
ложении с учетом условий: f2′⊥x12, |K2′12′| = |K212|, |K2′22′| = |K212|. В 
результате плоскость займет проецирующее положение относи-
тельно плоскости П1 (т.к. f⊥П1 и f⊂Σ). Последовательность по-
строений может быть такой: построить f2′⊥x12, на f2′ произвольно 
построить 12′, с помощью циркуля построить отрезок 12′22′ (|12′22′| 
= |1222|), так же с помощью циркуля найти положение проекции K2′ 
(из условий |K2′12′| = |K212|, |K2′22′| = |K212|). 

5. Так как в примере рис. 32 плоскопараллельное перемещение про-
изводится в плоскостях, параллельных П2, то на горизонтальную 
плоскость проекций все траектории точек спроецируются в прямые 
линии, параллельные x12. На месте пересечения горизонтальных 
проекций траекторий и соответствующих линий связи находятся 
горизонтальные проекции точек. Так, чтобы построить проекцию 
K1′ точки K, следует провести линию связи от K2′ на П1, затем из K2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку K1′. 

В результате проекции 11′ и 21′ должны совпадать. В противном 
случае следует искать ошибки в сделанных построениях. 

6. Построить горизонтальную проекцию плоскости Σ′′, развернув 
плоскость параллельно плоскости проекций П2. Напомним: если 
любые две пересекающиеся прямые плоскости Σ (например, пря-
мые m и n) будут параллельны плоскости П2, то Σ||П2. Тогда проек-
цию Σ1′′ следует строить с учетом условий: |K1′′11′′| = |K1′11′|, 
K1′′11′′||x12.  

7. Второе плоскопараллельное перемещение производится в плоско-
стях, параллельных П1, поэтому на фронтальную плоскость проек-
ций все траектории точек спроецируются в прямые линии, парал-
лельные x12. На месте пересечения фронтальных проекций траекто-
рий и соответствующих линий связи находятся фронтальные про-



 

екции точек. Так, чтобы построить проекцию K2′′ точки K, следует 
провести линию связи от K1′′ на П2, затем из K1′ провести прямую 
параллельно x12 и в месте пересечения этой прямой с линией связи 
построить точку K2′′. 

В результате проведенных перемещений прямые m и n станут парал-
лельны одной из плоскостей проекций (на рис. 32 — параллельны плоско-
сти П2), и следовательно, угол α между ними спроецируется на плоскость 
проекций в натуральную величину. Искомый угол между AB и CD также 
равен α (исходя из условий построения m и n). 
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Рис. 32 

4.6. Угол между прямой и плоскостью 
Найти угол между отрезком прямой 

MN и плоскостью ABC, заданными своими 
проекциями {M2N2; M1N1} и {A2B2C2; 
A1B1С1} (рис. 33). 

Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Определение угла между пря-

мой и плоскостью имеет смысл в случаях, 
когда прямая и плоскость пересекаются. 
При этом угол α между прямой и плоско-
стью определяется как угол между прямой 
и ее проекцией на заданную плоскость. 
Вместе с тем решение задачи значительно 
упрощается, если искать не α, а дополни-
тельный к нему угол β (β = 90° – α). Про-
екции этого угла можно получить, опустив 
из любой точки прямой перпендикуляр на 

x    1    2    
Ï    2    

Ï    1    

M    2    

M    1    

A    1    

B    1    

À    2    

B    2    

Ñ    2    

Ñ    1    

N    2    

N    1    

 
Рис. 33 



 

плоскость. Чтобы получить натуральную величину угла β (а с ним, оче-
видно, и угла α), необходимо перевести плоскость, в которой лежит β, в 
положение плоскости уровня (см. рис. 30 в подразделе 4.5). 

Этап 2. Исходя из особенностей задачи, выявленных на этапе 1, реше-
ние можно разбить на две части: 

1) из любой точки, принадлежащей прямой MN, опустить перпендику-
ляр на плоскость ABC; 

2) перевести плоскость, образованную заданной прямой MN и постро-
енным перпендикуляром, в положение плоскости уровня. 

Для решения первой части задачи — построения перпендикуляра, сле-
дует воспользоваться прямыми частного положения. 

Во второй части решения все операции производятся только над плос-
костью (обозначим ее Ω), образованной пересечением MN и построенного 
перпендикуляра. Чтобы перевести плоскость общего положения в положе-
ние плоскости уровня, необходимо выполнить две замены плоскостей про-
екций. При этом первая вводимая дополнительная плоскость проекций П4 
должна быть перпендикулярна плоскости Ω, а вторая дополнительная 
плоскость П5 — параллельна ей. При построении плоскости П4 следует 
воспользоваться теоремой о проецировании прямого угла (см. [1], §15). 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом: 

1. Построить проекции фронтали и горизонтали, принадлежащих 
плоскости ABC. На рис. 34 проекции прямых уровня построены 
следующим образом: 

• горизонталь h: h2 (h2||x12 ∪ B∈h), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11∈ A1C1), и 
h1 (через 11 и B1); 

• фронталь f: f1 (f1||x12 ∪ A∈f), 21 (21 = f1∩B1C1), 22 (22 ∈ B2C2), и f2 (че-
рез A2 и 22); 

2. Построить проекции перпендикуляра k из точки М на плоскость 
ABC из условий: k2 ⊥ f2, k1 ⊥ h1. 

3. Построить в полученной плоскости Ω(MN∩k) любую прямую 
уровня, с помощью которой можно будет перевести плоскость в 
проецирующее положение. На рис. 34 в плоскости Ω построена 
фронталь f*: f1 (f*1=f1), 31 (31 = f*1∩M1N1), 41 (41 = f*1∩k1), 32 (32 ∈ 
M2N2), 42 (42 ∈ k2) и f*2 (через 32 и 42). 

4. Ввести дополнительную плоскость П4, построив ось проекций x24 с 
учетом условия: ось проекций должна быть перпендикулярна по-
строенной прямой уровня (на рис. 34 построена x24⊥f*2). 

5. Построить проекции точек M, N, 3 и 4 на дополнительной плоско-



 

сти проекций П4. Например, чтобы построить проекцию точки M4 
на рис. 34, необходимо провести линию связи от проекции M2 на 
П4 (перпендикулярно х24), затем найти ординату точки M (измерить 
расстояние от проекции M1 до оси проекций x12) и отложить ее от 
оси x24 на линии связи M2M4. Проекции остальных точек на П4 
строятся в аналогичной последовательности. 
Следует отметить, что на П4 проекции точек 3 и 4 должны совпа-
дать (34 = 44). 

6. Ввести дополнительную плоскость П5, построив  ось проекций x45 с 
учетом условия: ось проекций должна быть параллельна проекции 
плоскости Ω на П4. Так как MN ⊂ Ω, то ось проекций x45 можно по-
строить параллельно M4N4 (x45||14K4). 

7. Построить проекции точек M, N, 3 и 4 на дополнительной плоско-
сти проекций П5. Так, чтобы построить проекцию точки N5 на рис. 
34, необходимо провести (под прямым углом) линию связи от про-
екции N4 на П5, затем измерить расстояние от проекции N2 до оси 
проекций x24 и отложить ее от оси x45 на линии связи N4N5. Проек-
ции других точек на П5 строятся в такой же последовательности. 
В результате построений получим проекцию угла NM4 (угол между 
прямой MN и перпендикуляром к плоскости) в натуральную вели-
чину. 
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Рис. 34 



 

8. Построить угол, дополнительный к углу NM4: провести прямую 
перпендикулярно проекции прямой k5. Полученный угол α — ис-
комый угол между прямой MN и плоскостью ABC. 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Как было показано в решении задачи способом замены плоско-

стей проекций, угол между прямой и плоскостью удобно найти как допол-
нительный к углу между прямой и перпендикуляром к заданной плоско-
сти. Поэтому для получения решения следует сначала построить перпен-
дикуляр к плоскости, а затем повернуть плоскость, в которой лежат задан-
ная прямая и построенный перпендикуляр, таким образом, чтобы она заня-
ла положение плоскости уровня относительно любой плоскости проекций. 
Тогда искомый угол будет изображен на одной из плоскостей проекций без 
искажения. 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость из общего положения в положение 
плоскости уровня, следует выполнить два перемещения: в результате пер-
вого перемещения плоскость должна занять проецирующее положение, а в 
результате второго перемещения — положение плоскости уровня. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом (по рис. 35): 

1. Построить проекции перпендикуляра, опущенного из любой точки 
прямой на плоскость. Подробно алгоритм построения перпендику-
ляра к плоскости рассмотрен в решении задачи способом замены 
плоскостей проекций, поэтому здесь отметим лишь общий порядок 
построений для примера рис. 35: следует построить проекции 
фронтали и горизонтали в плоскости ABC, а затем построить про-
екции перпендикуляра k из точки M на плоскость k2 ⊥ f2, k1 ⊥ h1. 
В результате построений получим плоскость, образованную задан-
ной прямой MN и перпендикуляром к ABC. Все дальнейшие опера-
ции выполняются над этой плоскостью (обозначим ее Ω). 

2. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей Ω. На 
рис. 35, как и на рис. 34, построены проекции f*1 и f*2 фронтали f*. 

3. Построить фронтальную проекцию плоскости Ω′ в новом положе-
нии с учетом условий: f*2′⊥x12, |M2′N2′| = |M2N2|, |M2′32′| = |M232|, 
|M2′42′| = |M242|. В результате плоскость займет проецирующее по-
ложение относительно плоскости П1 (т.к. f⊥П1 и f⊂Ω). Построения 
следует начинать с f*2′⊥x12; точка 32′ указывается на f*2′ произволь-
но, остальные точки Ω строятся исходя из положения f*2′ и 32′. 

4. Так как в примере рис. 35 плоскопараллельное перемещение про-
изводится в плоскостях, параллельных П2, то на горизонтальную 
плоскость проекций все траектории точек спроецируются в прямые 
линии, параллельные x12. На месте пересечения горизонтальных 



 

проекций траекторий и соответствующих линий связи находятся 
горизонтальные проекции точек. Так, чтобы построить проекцию 
M1′ точки M, следует провести линию связи от M2′ на П1, затем из 
M1 провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой 
прямой с линией связи построить точку M1′. 

В результате построений проекции 31′ и 41′ должны совпадать и 
лежать на проекции M1′N1′ прямой MN. В противном случае следу-
ет найти и исправить ошибки в сделанных построениях. 

5. Построить горизонтальную проекцию плоскости Ω′′, развернув 
плоскость параллельно плоскости проекций П2. Если любые две 
пересекающиеся прямые плоскости Ω будут параллельны плоско-
сти П2, то Ω||П2. Таким образом, проекция Ω1′′ строится с учетом 
условий: M1′′N1′′||x12, |M1′′N1′′| = |M1′N1′|, |M1′′31′′| = |M1′31′|. 

6. Второе плоскопараллельное перемещение производится в плоско-
стях, параллельных П1, поэтому на фронтальную плоскость проек-
ций все траектории точек спроецируются в прямые линии, парал-
лельные x12. На месте пересечения фронтальных проекций траекто-
рий и соответствующих линий связи находятся фронтальные про-
екции точек. Так, чтобы построить проекцию M2′′ точки M, следует 
провести линию связи от M1′′ на П2, затем из M2′ провести прямую 
параллельно x12 и в месте пересечения этой прямой с линией связи 
построить точку M2′′. 
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Рис. 35 

7. Так как в результирующем положении плоскость Ω параллельна 



 

плоскости проекций П2, то все углы между геометрическими объ-
ектами, принадлежащими Ω, проецируются на П2 без искажения. 
Следовательно, для нахождения угла α  достаточно построить угол, 
дополнительный к углу между проекциями M2′′N2′′ и M2′′42′′. 

4.7. Угол между двумя плоскостями 
Найти угол между плоскостями Ω(ABC) и Σ(MBC), заданными своими 

проекциями {A2B2C2; A1B1C1} и {M2B2C2; M1B1С1} (рис. 36). 
Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. Угол между двумя плоско-

стями определяется как угол между дву-
мя прямыми, каждая из которых принад-
лежит соответствующей плоскости и пер-
пендикулярна линии пересечения этих 
плоскостей. Угол легко найти, если обе 
заданные плоскости займут проецирую-
щее положение относительно плоскости 
проекций (рис. 37); при этом линия пере-
сечения плоскостей также займет про-
ецирующее положение. Таким образом, 
чтобы найти угол между двумя плоско-
стями, необходимо перевести их линию 
пересечения в проецирующее положение. 

Этап 2. Чтобы перевести прямую общего положения в проецирующее 
положение, необходимо выполнить две замены плоскостей проекций, при 
этом первая вводимая дополнительная плоскость проекций П4 должна 
быть параллельна заданной прямой, а вторая дополнительная плоскость П5 
— перпендикулярна прямой. При построении плоскости П5 следует вос-
пользоваться теоремой о проецировании прямого угла (см. [1], §15). 

Этап 3. Если линия пересечения плоскостей 
задана на чертеже явно (на рис. 38 — линия 
ВС), то алгоритм решения задачи можно сфор-
мулировать следующим образом: 

1. Ввести дополнительную плоскость П4, 
построив ось проекций x24 с учетом ус-
ловия: ось проекций должна быть па-
раллельна одной из проекций линии 
пересечения плоскостей (на рис. 38 по-
строена x14||B1C1). 

2. Построить проекции точек A, B, C и M 
на дополнительной плоскости проекций 
П4. Например, чтобы построить проек-
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Рис. 37 



 

цию точки B4 на рис. 38, необходимо провести (под прямым углом) 
линию связи от проекции B1 на П4, затем найти аппликату точки B 
(измерить расстояние от проекции B2 до оси проекций x12) и отло-
жить ее от оси x14 на линии связи B1B4. Проекции остальных точек 
на П4 строятся в аналогичной последовательности. 
Следует отметить, что прямая BC является прямой уровня по от-
ношению к плоскости П4. 

3. Ввести дополнительную плоскость П5, построив  ось проекций x45 с 
учетом условия: ось проекций должна быть перпендикулярна про-
екции линии пересечения BC на П4 (x45 ⊥ B4C4). 

4. Построить проекции точек A, B, C и M на дополнительной плоско-
сти проекций П5. Например, чтобы построить проекцию точки B5 
на рис. 38, необходимо под прямым углом провести линию связи от 
проекции B4 на П5, затем измерить расстояние от проекции B1 до 
оси проекций x14 и отложить ее от оси x45 на линии связи B4B5. Про-
екции других точек на П5 строятся в такой же последовательности. 
Следует отметить, что прямая BC является проецирующей прямой 
по отношению к плоскости П5. Если после построений окажется, 
что B5 ≠ C5, следует найти и исправить ошибки в чертеже. 

В результате искомый угол α определяется как угол между проек-
циями A5B5 и M5B5 плоскостей. 

x    1    2    
Ï    2    

Ï    1    

M    2    

M    1    

M    4    A    4    

A    1    

B    1    

À    2    

B    2    

Ñ    2    

Ñ    1    

Ñ    4    

B    4    

Ï  
  

4  
  Ï  

  
1  

  

x  
  

1  
  4  
  

A    5    

B    5    =    C    5    

M    5    

x    
4    
5    Ï    

4    
Ï    

5    

a    Å    

 
Рис. 38 

Если линия пересечения явно не задана на чертеже, то перед выполне-



 

нием рассмотренных построений следует найти линию пересечения (спо-
собом секущей плоскости или одним из способов преобразования чертежа, 
рассмотренных в разделе 3.2). Пример решения приведен на рис. 39. 

C    2    

A    2    

N    2    

M    2    

h    2    

B    1    

A    1    

C    1    
N    1    

M    1    

h    1    

A    4    

B    4    C    4    =    h    4    

N    4    

M    4    

K    4    

1    1    

K    1    

1    2    K    2    

Ï    2    

Ï    1    
x    1    2    

Ï    4    Ï    1    

x    1    4    

B    2    Q    4    

Q    1    

Q    2    

L    4    
L    2    

L    1    

A    5    

B    5    

C    5    

Q    5    

N    5    

M    5    

K    5    

L    5    

A    6    B    6    

C    6    

M    6    

N    6    

K    6    =    L    6    

Q    6    

x    1    5    Ï    5    

Ï    1    

x 
   

5 
   6 
   Ï 
   

6 
   Ï 

   
5 

   

a    Å    

 
Рис. 39 

Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Натуральную величину угла между двумя плоскостями можно 

получить на чертеже, если обе заданные плоскости занимают проецирую-
щее положение относительно плоскости проекций. При этом линия пере-
сечения плоскостей также займет проецирующее положение относительно 
плоскости проекций, и следовательно, для нахождения угла необходимо 
перевести линию пересечения плоскостей в проецирующее положение. 

Этап 2. Чтобы перевести прямую из общего положения в проецирую-
щее, следует выполнить два перемещения: в результате первого переме-



 

щения прямая должна занять положение прямой уровня, затем в результате 
второго перемещения — проецирующее положение. 

Этап 3. Если линия пересечения плоскостей задана на чертеже явно (на 
рис. 40 — линия ВС), то алгоритм решения задачи можно сформулировать 
следующим образом: 

1. Построить фронтальную проекцию B2′C2′ прямой в новом положе-
нии с учетом условий: |B2′C2′| = |B2C2|, B2′C2′||x12 (на рис. 40 
B2′C2′⊂x12) В результате прямая займет положение прямой уровня 
относительно плоскости П1(на рис. 40 BC занимает после переме-
щения положение прямой нулевого уровня). Найти положение про-
екций A2′ и M2′, построив дуги радиусами |C2′A2′| = |C2A2|, |B2′A2′| = 
|B2A2| — для построения A2′, |C2′M2′| = |C2M2|, |B2′M2′| = |B2M2| — для 
построения M2′. 

2. На рис. 40 плоскопараллельное перемещение производится в плос-
костях, параллельных П2, то на горизонтальную плоскость проек-
ций все траектории точек спроецируются в прямые линии, парал-
лельные x12. На месте пересечения горизонтальных проекций тра-
екторий и соответствующих линий связи находятся горизонталь-
ные проекции точек. Так, чтобы построить проекцию С1′ точки С, 
следует провести линию связи от С2′ на П1, затем из С2 провести 
прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой прямой с лини-
ей связи построить точку С1′. Проекции остальных точек на П1 
строятся в аналогичной последовательности. 

3. Построить горизонтальную проекцию B1′′C1′′ прямой в новом по-
ложении с учетом условий: |B1′′C1′′| = |B1′C1′|, B1′′C1′′⊥x12. В резуль-
тате прямая займет проецирующее положение относительно плос-
кости П2. Затем следует найти положение проекций A1′′ и M1′′, по-
строив дуги радиусами |A1′′C1′′| = |A1′C1′| и |A1′′B1′′| = |A1′B1′| — для 
построения A1′′, и |C1′′M1′′| = |C1′M1′|, |B1′′M1′′| = |B1′M1′| — для по-
строения M1′. 

4. Второе плоскопараллельное перемещение производится в плоско-
стях, параллельных П1, поэтому на фронтальную плоскость проек-
ций все траектории точек спроецируются в прямые линии, парал-
лельные x12. На месте пересечения фронтальных проекций траекто-
рий и соответствующих линий связи находятся фронтальные про-
екции точек. 

В результате искомый угол α определяется как угол между проек-
циями A2′′B2′′ и M2′′B2′′ плоскостей. 
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Рис. 40 

4.8. Площадь плоской фигуры 
Найти площадь плоской фигуры — 

треугольника ABC, заданного своими про-
екциями {A2B2C2; A1B1C1} (рис. 41). 

Способ замены плоскостей проекций 
Этап 1. В общем случае для определе-

ния (по чертежу) площади плоской фигу-
ры следует получить изображение этой 
фигуры в натуральную величину. Для это-
го необходимо перевести плоскость, кото-
рой принадлежит фигура, в положение 
плоскости уровня (рис. 42). 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость 
общего положения в положение плоскости 
уровня, необходимо выполнить две заме-
ны плоскостей проекций. При этом первая 
вводимая дополнительная плоскость про-
екций П4 должна быть перпендикулярна 
плоскости фигуры, а вторая дополнитель-
ная плоскость П5 — параллельна ей. При 
построении плоскости П4 следует восполь-
зоваться теоремой о проецировании пря-
мого угла (см. [1], §15). 

Этап 3. На основе приведенных рассу-
ждений алгоритм решения задачи можно 
сформулировать следующим образом: 
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1. Построить проекции прямой уровня, принадлежащей плоскости 
фигуры. На рис. 43 построены проекции горизонтали h: h2 (h2||x12 ∪ 
B∈h), 12 (12 = h2∩A2C2), 11 (11∈ A1C1), и h1 (через 11 и B1). 

2. Ввести дополнительную плоскость П4, построив ось проекций x14 с 
учетом условия: ось проекций должна быть перпендикулярна по-
строенной прямой уровня (на рис. 43 построена x14⊥h1). 

3. Построить проекцию фигуры на введенной дополнительной плос-
кости. Для треугольника ABC (рис. 43) достаточно построить про-
екции его вершин — точек A, B и C  на П4. Например, чтобы по-
строить проекцию точки A4 на рис. 43, необходимо провести линию 
связи от проекции A1 на П4 (перпендикулярно х14), затем найти ап-
пликату точки A (измерить расстояние от проекции A2 до оси про-
екций x12) и отложить ее от оси x14 на линии связи A1A4. Проекции 
остальных точек на П4 строятся аналогично. 
Следует отметить, что на П4 проекции точек A, B и C должны ле-
жать на одной прямой. В противном случае следует найти и испра-
вить ошибки в построениях. 

4. Ввести дополнительную плоскость П5, построив  ось проекций x45 с 
учетом условия: ось проекций должна быть параллельна проекции 
фигуры на П4 (x45||A4B4C4). 
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Рис. 43 

5. Построить проекции точек A, B и C на дополнительной плоскости 
проекций П5. Построения выполняются в той же последовательно-
сти, что и построения проекций точек на П4. Так, чтобы построить 
проекцию точки A5 на рис. 43, необходимо провести (под прямым 
углом) линию связи от проекции A4 на П5, затем измерить расстоя-
ние от проекции N1 до оси проекций x14 и отложить ее от оси x45 на 



 

линии связи A4A5. 
В результате построений получим проекцию фигуры (треугольника 

ABC) в натуральную величину, что позволяет определить ее площадь. 
Способ плоскопараллельного перемещения 
Этап 1. Итак, чтобы иметь возможность определить по чертежу пло-

щади плоской фигуры, необходимо получить изображение этой фигуры в 
натуральную величину. Для этого следует повернуть плоскость, которой 
принадлежит фигура, таким образом, чтобы она заняла положение плоско-
сти уровня относительно любой плоскости проекций. 

Этап 2. Чтобы перевести плоскость из общего положения в положение 
плоскости уровня, следует выполнить два перемещения: в результате пер-
вого перемещения плоскость должна занять проецирующее положение, а в 
результате второго перемещения — положение плоскости уровня. 

Этап 3. На основе приведенных рассуждений алгоритм решения задачи 
можно сформулировать следующим образом (по рис. 44): 

1. Построить проекции любой прямой уровня, принадлежащей ABC. 
На рис. 44, как и на рис. 43, построены проекции горизонтали  h. 

2. Построить горизонтальную проекцию A′B′C′ в новом положении с 
учетом условий: h1′⊥x12, |A1′B1′| = |A1B1|, |A1′C1′| = |A1C1|, |B1′C1′| = 
=|B1C1|. Проекцию можно построить следующим образом: в произ-
вольном месте чертежа провести h1′⊥x12, на которой также произ-
вольно отметить точку B1′. Затем на h1′ отложить отрезок B1′11′ 
(|B1′11′| = |B111|). Далее с помощью циркуля определить положение 
точек A1′ и С1′ (например, положение A1′ можно определить из ус-
ловий |A1′11′| = |A111| и |A1′B1′| = |A1B1|). 

3. Так как в примере рис. 44 плоскопараллельное перемещение про-
изводится в плоскостях, параллельных П1, то на фронтальную 
плоскость проекций все траектории точек спроецируются в прямые 
линии, параллельные x12. На месте пересечения фронтальных про-
екций траекторий и соответствующих линий связи находятся фрон-
тальные проекции точек. Например, чтобы построить проекцию A2′ 
точки A, следует провести линию связи от A2′ на П2, затем из A2 
провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой пря-
мой с линией связи построить точку A2′. 
В результате плоскость займет проецирующее положение относи-
тельно плоскости П2 (т.к. h⊥П2 и h⊂ABC). Таким образом, если 
проекции A2′, B2′ и C2′ не лежат на одной прямой, следует найти и 
исправить ошибки в сделанных построениях. 

4. Построить фронтальную проекцию фигуры A′′B′′C′′, развернув 
плоскость фигуры параллельно плоскости проекций. На чертеже 



 

это условие определяет построение фронтальной проекции сле-
дующим образом: A2′′B2′′C2′′||x12, |A2′′B2′′C2′′| = |A2′B2′C2′|. 

5. Второе плоскопараллельное перемещение производится в плос-
костях, параллельных П2, поэтому на горизонтальную плоскость 
проекций все траектории точек спроецируются в прямые линии, 
параллельные x12. На месте пересечения горизонтальных проекций 
траекторий и соответствующих линий связи находятся гори-
зонтальные проекции точек. Например, чтобы построить проекцию 
A1′′ точки A, следует провести линию связи от A2′′ на П1, затем из 
A1′ провести прямую параллельно x12 и в месте пересечения этой 
прямой с линией связи построить точку A1′′. 
В результате сделанных построений получим проекцию фигуры 
(треугольника ABC) в натуральную величину, что позволяет опре-
делить ее площадь. 
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Рис. 44 

На примере указанной задачи рассмотрим частный способ плоскопа-
раллельного перемещения — способ вращения геометрических объектов 
вокруг прямой уровня. Способ позволяет получить решение задачи, ис-
пользуя только одно перемещение фигуры. 

Условие задачи приведено на рис. 45. Иллюстрация решения приведе-
на на рис. 46. В плоскости треугольника ABC построена горизонталь h 
(проекции h1 и h2), которая будет служить осью вращения треугольника. 



 

Все точки треугольника вращаются 
вокруг h по окружностям, причем все 
траектории движения точек (окружности) 
спроецируются на П1 в прямые линии 
(траектории вращения перпендикулярны 
h и, следовательно, перпендикулярны 
П1). Кроме того, точки B и 1 треугольни-
ка не изменят своего положения в резуль-
тате вращения, так как они принадлежат 
горизонтали h. 

На основании этих рассуждений 
можно найти траектории вращения дру-
гих точек плоской фигуры относительно 
h. Отметим также, что для треугольника 
достаточно найти новое положение одной 
точки (не лежащей на h), чтобы определить результирующее положение 
всей фигуры. 

В качестве такой точки на рис. 46 взята точка А. Радиус вращения А 
вокруг горизонтали h равен длине отрезка А2. Проекции этого отрезка A121 
и A222 строятся (согласно теореме о проецировании прямого угла) из усло-
вия A2⊥h: из точки A1 опускается перпендикуляр на h1, на пересечении 
перпендикуляра с h1 отмечается проекция 21, проекция 22 лежит на линии 
связи с 21 и принадлежит h2. 

Чтобы найти радиус траектории вращения точки А (RA), найдем вели-
чину отрезка А2. На рис. 46 натуральная величина А2 определена методом 
прямоугольного треугольника: найдено превышение ∆zA проекции A2 над 
22, и по катетам A121 и ∆zA на горизонтальной проекции построен прямо-
угольный треугольник. Гипотену-
за треугольника определяет вели-
чину отрезка А2, а следовательно, 
и величину радиуса траектории 
ddRA. 

Зная, что траектория враще-
ния А проходит через точку 2 (на-
помним, что А2⊥h), а также зная 
радиус траектории RA, нетрудно 
найти новое положение точки A 
(А′), при котором плоскость тре-
угольника ABC будет параллельна 
П1: |А1′21| = |RA |. На рис. 46 поло-
жение точки  А1′ найдено с 
помощью циркуля. 
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Рис. 45 

x    1    2    
Ï    2    

Ï    1    

B    1    

À    2    

B    2    

Ñ    2    

Ñ    1    

A    1    
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Новое положение С1′ проекции С1 найдено из двух условий: во-первых, 
точка С должна лежать на прямой отрезка A1 (и следовательно, С1′∈ А1′11), 
а во-вторых, движение точки С также перпендикулярно h. Таким образом, 
проекция С1′ определяется как пересечение прямой отрезка А1′11 и перпен-
дикуляра, опущенного из С1 на проекцию h1. 

Соединяя проекции точек А1′, С1′ и B1 (B1 = B1′), получим проекцию 
треугольника ABC, расположенного параллельно плоскости П1. То есть в 
этом положении ABC проецируется на П1 в натуральную величину, что 
дает возможность определить его площадь. 

5. Расчетно-графическая работа 
Расчетно-графическая работа (РГР) должна быть выполнена в срок, ус-

тановленный графиком самостоятельной работы студента, и оформлена в 
соответствии с требованиями, изложенными в разделе 5.2 пособия. Выбор 
варианта задания производится по порядковому номеру студента в группе 
из таблицы, приведенной в разделе 5.4. Задание на вторую часть РГР выда-
ется преподавателем индивидуально каждому студенту. 

Студент должен исправить все ошибки, найденные при проверке РГР, 
и представить работу к защите. В случае неудовлетворительной защиты 
РГР преподаватель имеет право выдать новый вариант задания. 

5.1. Задание на расчетно-графическую работу 
Часть 1. 
Построить проекции пирамиды высотой m = 50 мм, в основании кото-

рой лежит правильный треугольник со стороной n = 40 мм. Основание пи-
рамиды лежит в плоскости Θ, заданной точками А, В и С, причем точка А 
является одной из вершин основания, а одна из прилегающих к этой точке 
сторон основания лежит на биссектрисе угла ВАС. 

Часть 2. 
Найти точки пересечения прямой l с  гранями пирамиды и показать от-

носительную видимость элементов. 

5.2. Требования к оформлению чертежа 
Все геометрические построения выполняются на листе плотной бумаги 

стандартного формата АЗ (297х420). Надписи и размерные числа на чер-
теже должны быть нанесены чертежным шрифтом согласно ГОСТ 2.304-
81. Толщина основных и тонких линий должна соответствовать требова-
ниям ГОСТ 2.303-68. 

Построения следует выполнять в масштабе 1:1. При необходимости 
студент может самостоятельно выбрать другой масштаб из ряда, приве-
денного в ГОСТ 2.302-68. 



 

Чертеж должен иметь рамку и основную надпись. Основную надпись 
располагают в правом нижнем углу чертежа. Ее форма, размер граф и их 
содержание должны соответствовать ГОСТ 2.104-68, форма №1. 

Шифр чертежа РГР формируется по шаблону: 
НГ. РГР{№ РГР}.{№ варианта}.00 

Например:   НГ.РГР01.24.00 
В правом верхнем углу чертежа должна помещаться таблица с исход-

ными данными варианта. 

5.3. Методические указания к выполнению РГР 
Задача первой части РГР относится к группе метрических задач, свя-

занных с определением на комплексном чертеже истинных величин рас-
стояний, углов и плоских фигур. Задача является комплексной, поэтому 
для формирования алгоритма решения проведем краткий предварительный 
анализ задачи. 

Итак, для построения пирамиды по ее высоте и основанию АDЕ необ-
ходимo преобразовать плоскости проекций так, чтобы и высота, и основа-
ние проецировались на них в натуральную  величину. Но поскольку ∆АDЕ  
лежит в плоскости Θ(АВС), первоначально требуется построить натураль-
ную величину этого треугольника. Для этого нужно перевести Θ в частное 
положение плоскости уровня (плоскости, параллельной одной из плоско-
стей проекций) путем преобразования чертежа, например, способом заме-
ны плоскостей проекций. 

Тогда решение задачи можно представить в виде последовательного 
решения стандартных задач: 

1. Построение проекций треугольника АВС по координатам вершин. 

2. Определение натуральной величины плоской фигуры (∆АВС). 
3. Построение биссектрисы угла ВАС. 

4. Построение равностороннего треугольника ADE в плоскости α. 

5. Построение перпендикуляра к плоскости Θ. 
6. Построение отрезка заданной длины, принадлежащего прямой (пер-
пендикуляру). 

7. Построение проекций пирамиды по известным координатам вер-
шин. 

8. Определение относительной видимости элементов пирамиды. 
Методы решения задач 3, 4, должны быть известны студентам из курса 

геометрии средней школы. Задачи 1, 6, 8 рассматривается в разделе «Точ-
ка. Прямая. Плоскость». Алгоритмы решения задач 2, 5, 7 приведены в 
данном методическом пособии.  



 

Дальнейшее изложение решения будет разделено на семь этапов по ко-
личеству указанных стандартных задач (решение задач 5 и 6 объединено в 
один этап). Каждый этап включает общий анализ рассматриваемой задачи 
и рекомендуемую последовательность (алгоритм) выполнения геометриче-
ских построений. 

1. Построение проекций треугольника АВС по координатам вершин 
Чтобы знать форму и расположение плоской фигуры, состоящей из от-

резков прямых, в пространстве, достаточно построить проекции этой фи-
гуры на две взаимно перпендикулярные плоскости. В качестве таких плос-
костей используем фронтальную плоскость проекций П2 и горизонтальную 
плоскость проекций П1. При этом оси координат х, у и z располагаются на 
комплексном чертеже, как показано на рис. 47. Фронтальную проекцию 
точки определяет пара координат (x, z), горизонтальную проекцию точки 
— (x, y). 

1.1 На листе выберите положение начала координат. Постройте оси 
координат х, у и z. 

1.2 Отложите на оси х значение координаты хА точки А. 
1.3 Проведите через хА прямую, 

перпендикулярную оси х. 
1.4 Сделайте аналогичные по-

строения, используя коорди-
наты уА и zА (на осях у и z).  

1.5 В местах пересечения по-
строенных прямых отметьте 
точки А2 и А1 — фронталь-
ную и горизонтальную про-
екцию точки А. 

1.6 Повторите п. 1.2 – 1.5 алго-
ритма для построения про-
екций точек В и С. 

1.7 Постройте проекции А2В2С2 
и А1В1С1 треугольника, со-
единив одноименные проек-
ции точек. 

2. Определение натуральной величины плоской фигуры (треугольника 
АВС) 

Так как плоскость Θ(АВС) занимает общее положение, то есть не пер-
пендикулярна ни одной из основных плоскостей проекций, а необходимо 
получить ее изображение как плоскости уровня, прибегают к двойной за-
мене плоскостей проекций. При первой замене плоскость Θ становится 
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Рис. 47 



 

проецирующей (перпендикулярной плоскости проекций), а при второй — 
плоскостью уровня. 

Известно, что для перевода плоскости в проецирующее положение не-
обходимо и достаточно перевести в проецирующее положение хотя бы од-
ну прямую, лежащую в этой плоскости. В качестве такой прямой рацио-
нально взять прямую уровня — либо горизонталь h, либо фронталь f. Го-
ризонталь параллельна горизонтальной плоскости проекций, а фронталь — 
фронтальной. Соответственно фронтальная проекция горизонтали h2 
(смотри рис. 48) и горизонтальная проекция фронтали f1 параллельны оси 
проекций П2/П1, под которой подразумевают линию пересечения двух 
плоскостей проекций. Эти свойства дают возможность легко построить 
линии уровня на комплексном чертеже. 

2.1. Проведите в плоскости Θ горизонталь h, для чего сначала построй-
те ее фронтальную проекцию h2, проведя из точки А2 прямую па-
раллельно П2/П1. Точка 12 представляет собой фронтальную про-
екцию точки 1 пересечения горизонтали h со стороной ВС тре-
угольника АВС. Из 12 проведите линию связи до пересечения с 
В1С1 и постройте горизонтальную проекцию этой точки 11. Гори-
зонтальную проекцию горизонтали h1 постройте, соединяя прямой 
линией точки А1 и 11. 

2.2. Введите новую плоскость проекций П4, перпендикулярную П1 и h. 
В этом случае ось проекций П4/П1 будет пересекать h1 под прямым 
углом, а горизонталь h займет в системе плоскостей (П1, П4) про-
ецирующее положение. 

Необходимо отметить, что плоскости П2 и П4 перпендикулярны одной 
плоскости П1, поэтому расстояния от нее до проекций одной и той же точ-
ки пространства на П2 и П4 будут одинаковыми. Так, например, 
|B12B2|=|B14B4|. Плоскость Θ займет проецирующее положение по отноше-
нию к П4, что обусловливает вырождение ее проекции Θ4 в прямую. Таким 
образом, для построения Θ4 достаточно определить положение на П4 про-
екций любых двух точек, принадлежащих Θ, соединив их прямой линией. 
В соответствии с приведенными рассуждениями выполните построения: 

2.3. Под прямым углом к h1 произвольно проведите ось проекций 
П1/П4. 

2.4. В системе плоскостей проекций (П1, П4) из точек А1, В1, С1 прове-
дите линии связи (под углом 90° к П1/П4). 

2.5. Найдите положения проекций А4, В4, С4, откладывая на линиях 
связи отрезки |А14А4|=|А12А2|=zА, |В14В4|=|В12В2|=zB и 
|С14С4|=|С12С2|=zC от оси П1/П4. 

2.6. Точки A4, В4 и С4 соедините отрезком прямой, представляющей со-
бой вырожденную проекцию Θ4 плоскости Θ. Угол α0 есть угол 



 

наклона этой плоскости к плоскости П1. Если A4, В4 и С4 не лежат 
на одной прямой, это означает, что в процессе построения бы-
ли допущены ошибки. 

Для перевода Θ в положение плоскости уровня необходимо выполнить 
вторую замену плоскостей проекций, при которой вводится новая плос-
кость П5, параллельная плоскости Θ (см. рис. 48). Чтобы обеспечить па-
раллельность плоскостей П5 и Θ, достаточно провести ось проекций П4/П5 
параллельно вырожденной проекции Θ4. Так как плоскости П1 и П5 по по-
строению перпендикулярны плоскости П4, то расстояния от нее до проек-
ции одной и той же точки пространства на П1 и П5 будут одинаковыми. 
Тогда натуральная величина треугольника (АВС) определяется в результа-
те следующих построений: 

2.7. На произвольном расстоянии от Θ4 параллельно ей проведите ось 
проекций П4/П5. 

2.8. В системе плоскостей проекций (П4, П5) из точек А4, В4, С4 прове-
дите линии связи (под углом 90° к П4/П5). 

2.9. Найдите положения проекций А5, В5, С5, откладывая на линиях 
связи отрезки  |А45А5|=|А14А1|, |В45В5|=|В14В1| и |С45С5|=|С14С1| от оси 
П4/П5. 

2.10. Соедините точки A5, В5 и С5 отрезками прямых. Результатом 
построений является треугольник А5В5С5, равный по величине тре-
угольнику АВС. 
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Рис. 48 

Следует отметить, что иногда для удобства компоновки чертежа быва-
ет целесообразно переводить плоскость в проецирующее положение, ис-
пользуя ее фронталь, а не горизонталь. В этом случае в плоскости Θ стро-
ится фронталь (начиная с построения f1), а затем аналогично предыдущему 



 

вводится плоскость П5, перпендикулярная фронтали. 
3. Построение биссектрисы угла ВАС 
Рассмотрим наиболее рациональный метод построения биссектрисы 

угла с помощью циркуля: 
3.1. Из вершины угла (точки А5) циркулем, установленным на некий 

произвольный радиус R, поставьте одинаковые засечки на отрезках 
А5В5 и А5С5. Отметьте точки 2 и 3 (см. рис. 49), для которых, оче-
видно, выполняется условие |А52|=|А53|=R.  

3.2. Из точек 2 и 3 тем же радиусом проведите дуги окружностей внут-
ри угла ВАС. В месте пересечения дуг поставьте точку 4. 

3.3. Соедините точки А5 и 4. Полученная прямая А54 является биссек-
трисой угла ВАС. 

4. Построение равностороннего треугольника ADE в плоскости Θ 
Основание пирамиды представляет собой треугольник ADE. Так как 

плоскость Θ является плоскостью уровня по отношению к П5, и ADE ле-
жит в плоскости Θ, то ADE проецируется на П5 в натуральную величину: 
|АDE|=|А5D5E5|. Из условия задачи известно, что |АD|=|АE|=|DE|=40 мм  
(треугольник равносторонний), и одна из сторон лежит на биссектрисе уг-
ла ВАС: A5D5⊂А54. Тогда построение проекции треугольника А5D5E5 удоб-
но выполнить в такой последовательности (рис. 49): 

4.1. На прямой А54 отложите отрезок А5D5 длиной 40 мм. 
4.2. Проведите дуги радиусом R=40 мм из точек А5 и D5. На пересече-

нии дуг отметьте точку E5. 
4.3. Постройте проекцию треугольника, соединив точку Е5 с точками 

А5 и D5. 
Если пирамида правильная, а |АDE|=|А5D5E5|, легко найти проекцию 

вершины пирамиды S5 — вершина проецируется в центр треугольника 
А5D5E5. Так как А5D5E5 — равносторонний, то центр треугольника лежит 
на пересечении его биссектрис, медиан или высот. Наиболее просто и точ-
но выполняются геометрические построения медианы как отрезка, соеди-
няющего вершину угла и середину противолежащей стороны треугольни-
ка, поэтому: 

4.4. Найдите середины двух любых сторон треугольника А5D5E5. 
4.5. Постройте две медианы, соединив полученные точки с противоле-

жащими вершинами треугольника. С точкой пересечения медиан 
А5D5E5 совпадает проекция S5 (рис. 49). 

Фигура SADE является частным случаем пирамиды — тетраэдром. 
Кроме ребер основания тетраэдр имеет три боковых ребра — SA, SD и SE.  
Если точка S лежит ниже плоскости Θ (относительно П5), то боковые гра-



 

ни пирамиды «засло-
няются» от наблюдате-
ля основанием (в про-
екции на П5). В этом 
случае боковые ребра 
пирамиды следует чер-
тить штриховыми ли-
ниями. 

Если точка S ле-
жит выше плоскости Θ 
(относительно П5), то 
боковые грани пира-
миды видны наблюда-
телю (в проекции на 
П5). В этом случае бо-
ковые ребра пирамиды 
следует чертить ос-
новными линиями 
(рис. 49). 

4.6. Постройте проекции боковых ребер пирамиды на П5, соединив 
точку S5 с точками А5, D5 и E5. 

Студент самостоятельно выбирает положение точки S относительно 
плоскости Θ. 

5. Построение перпендикуляра к плоскости Θ. Построение отрезка 
заданной длины, принадлежащего прямой (перпендикуляру) 

Далее следует построить проекции пирамиды SADE на плоскости про-
екций П4, П1 и П2, используя проекцию S5А5D5E5 и значение высоты пира-
миды. Поскольку высота пирамиды SS’ перпендикулярна основанию пи-
рамиды, то на П5 эта высота проецируется в точку: SS’⊥ADE ∪ ADE⊂Θ ∪ 
ΘП5 ⇒ SS’⊥П5 ⇒ S5≡S’5. С учетом П4⊥П5 получим, что высота пирами-
ды параллельна плоскости П4, поэтому отрезок SS’ проецируется на П4 без 
искажения: |S4S’4|=|SS’|=50 мм. 

Таким образом, чтобы построить проекции высоты SS’ и ребер пира-
миды на плоскость П4, выполните следующие построения (рис. 50): 

5.1. Проведите линию связи от проекций точек S5≡S’5 на плоскость П4. 

5.2. На пересечении линии связи и проекции Θ4 плоскости Θ укажите 
проекцию S’4 точки S’ (S’∈Θ ⇒ S’4∈Θ4) 

5.3. Проведите перпендикуляр к Θ4 из точки S’4 (совпадающий с по-
строенной в п. 5.1 линией связи). 

5.4. На перпендикуляре постройте точку S4 из условия |S4S’4|=50 мм. 
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Рис. 50 

6. Построение проекций пирамиды по известным координатам вер-
шин 

Проекции остальных вершин пирамиды на П4 нетрудно построить из 
условия их принадлежности плоскости Θ: 

6.1. Проведите линии связи от проекций А5, D5 и E5 на плоскость П4. 

6.2. На пересечении линий связи и проекции Θ4 постройте точки А4, D4 
и E4 (рис. 50). 

6.3. Постройте проекции боковых граней пирамиды на П4, соединив 
полученные проекции вершин. 

6.4. Определите видимость боковых ребер пирамиды в проекции на П4. 
Далее следует построить проекции пирамиды на плоскости проекций 

П1 и П2. По своей сути эта задача является аналогом рассмотренной выше 
задачи этапа 2. Так как плоскости П1 и П5 по построению перпендикуляр-
ны плоскости П4, то расстояния от нее до проекции одной и той же точки 
пространства на П1 и П5 будут одинаковыми. Из этого следует, что 
|D14D1|=|D45D5|, |E14E1|=|E45E5| и |S14S1|=|S45S5|. Это позволяет найти проек-
ции вершин пирамиды на П1: 

6.5. В системе плоскостей проекций (П1, П4) из точек D4, E4, S4 прове-
дите линии связи (под углом 90° к П1/П4). 



 

6.6. Найдите положения проекций D1, E1, S1, откладывая на линиях свя-
зи отрезки  |D14D1|=|D45D5|, |E14E1|=|E45E5| и |S14S1|=|S45S5| от оси 
П1/П4 (рис. 50). 

6.7. Постройте проекции ребер пирамиды на П1, соединив между собой 
проекции вершин пирамиды отрезками прямых. 

Для определения проекций вершин пирамиды на плоскость П2 прове-
дем аналогичные рассуждения: так как плоскости П2 и П4 по построению 
перпендикулярны плоскости П1, то расстояния от нее до проекции одной и 
той же точки пространства на П2 и П4 будут одинаковыми. Отсюда: 

6.8. В системе плоскостей проекций (П2, П1) из точек D1, E1, S1 прове-
дите линии связи (под углом 90° к П2/П1). 

6.9. Найдите положения проекций D2, E2, S2, откладывая на линиях свя-
зи отрезки  |D12D2|=|D14D4|=zD, |E12E2|=|E14E4|=zE и |S12S2|=|S14S4|=zS 
от оси П2/П1 (рис. 51). 

6.10. Постройте проекции ребер пирамиды на П2, соединив между 
собой проекции вершин пирамиды отрезками прямых. 

7. Определение относительной видимости элементов пирамиды 
В простейших случаях видимость элементов пространственных фигур 

определяется с использованием пространственного воображения. Если 
картина недостаточно очевидна, рекомендуется определять видимость 
элементов по взаимному расположению точек, лежащих на одной проеци-
рующей прямой (так называемых конкурирующих точек). 

Рассмотрим применение конкурирующих точек для определения ви-
димости элементов пирамиды в проекции на П1 (рис. 51). Введем в чертеж 
две вспомогательные точки 5 и 6, принадлежащие боковым ребрам SD и 
AE пирамиды, причем проекции этих точек на П1 совпадают 51≡61. Таким 
образом, относительно плоскости проекций П1 эти точки являются конку-
рирующими. 

Принимаем 5∈SD, а 6∈AE. Из свойств ортогонального проецирования 
известно, что если точка принадлежит прямой, то проекции точки принад-
лежат проекциям прямой. Соответственно 51∈S1D1, 61∈A1E1 и 54∈S4D4, 
64∈A4E4, если 5∈SD, а 6∈AE. Используя это свойство, легко найти проек-
ции точек 5 и 6 на плоскость П4: 

7.1. Укажите проекции конкурирующих точек 5 и 6 на плоскость П1. 
Определите  (произвольно) принадлежность конкурирующих то-
чек ребрам пирамиды. 

7.2. В системе плоскостей проекций (П1, П4) из точек 51≡61 проведите 
линию связи. 

7.3. Постройте проекцию точки 54 на пересечении линии связи и S4D4. 
7.4. Постройте проекцию точки 64 на пересечении линии связи и A4E4. 



 

Далее требуется определить видимость точек 5 и 6 в проекции на П1 по 
полученной проекции на П4. Расстояние точки от П1 определяется ее коор-
динатой по оси z — чем больше значение z, тем дальше лежит точка от П1. 
Следовательно, в проекции на П1 будет видна конкурирующая точка, 
имеющая большее значение координаты z. 
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Рис. 51 

Из рассуждений, приведенных в этапе 2, можно сделать вывод, что по-
ложение проекции точки на П4 относительно П1/П4 определяет ее коорди-
нату z: |51454|=z5, |61464|=z6. Из рис. 51 видно, что z6 > z5 (точка 64 лежит 
дальше от оси П1/П4, чем точка 54). Поэтому в проекции на П1 видимой 
будет точка 6. 

Так как точка 6 принадлежит отрезку AE, то на П1 именно этот отрезок 
будет видимым, а отрезок SD «закрыт» гранями SEA и DEA пирамиды. На-
помним, что невидимые отрезки следует чертить штриховой линией. 

В соответствии с приведенными рассуждениями необходимо выпол-
нить следующие действия: 

7.5. Определите, проекция какой из конкурирующих точек лежит 



 

дальше от П1/П4. В рассматриваемом примере это точка 6. 
7.6. Ребро, которому принадлежит точка, определенная в п. 7.5, являет-

ся видимым в проекции на П1. Постройте проекцию этого ребра на 
П1 основной линией. В рассматриваемом примере таким ребром 
является AE, поэтому основной линией построен отрезок A1E1. 

Используя приведенный алгоритм, определите видимость элементов 
пирамиды в проекции на П2. На рис. 51 для этих целей введены конкури-
рующие точки 7 и 8. 

После определения видимости элементов проверьте правильность вы-
полненных построений. При проверке дополнительно рекомендуется при-
менять некоторые свойства ортогонального проецирования. Например, ес-
ли проекция какого-либо отрезка больше натуральной величины этого от-
резка, то это свидетельствует об ошибке, совершенной при построении 
проекций отрезка. 

После проверки построений окончательно оформите чертеж согласно 
требованиям раздела 5.2 пособия. Пример выполнения расчетно-
графической работы приведен на рис. 52.  
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5.4. Варианты заданий 
Варианты заданий приведены в таблице 5.1. 
Таблица 5.1. Варианты заданий к расчетно-графической работе 

Плоскость Θ 
A B C № 

вар. X Y Z X Y Z X Y Z 
1 110 17 30 70 60 60 30 35 10 
2 0 20 47 42 50 10 87 0 70 
3 95 45 20 52 10 53 7 10 0 
4 15 35 45 98 0 7 57 77 74 
5 95 45 35 13 7 0 53 73 77 
6 10 30 17 50 60 60 90 10 35 
7 108 52 20 55 5 95 10 100 65 
8 5 20 53 60 98 5 103 65 100 
9 0 0 75 40 74 13 93 58 55 
10 108 78 0 68 12 75 15 55 58 
11 115 50 50 80 10 0 0 85 80 
12 60 30 95 0 35 20 102 110 8 
13 133 30 30 75 20 98 23 100 18 
14 57 42 103 13 95 26 132 42 26 
15 0 52 40 82 78 90 106 18 0 
16 10 53 50 45 0 10 125 90 85 
17 75 48 100 0 48 20 120 100 20 
18 18 18 0 132 50 43 50 75 90 
19 75 105 20 135 30 30 24 18 100 
20 0 30 28 58 108 20 110 18 100 
21 75 110 10 0 18 90 140 82 50 
22 16 11 86 81 81 21 130 51 81 
23 122 92 11 57 27 81 5 85 50 
24 18 14 90 87 82 27 132 52 82 
25 22 14 95 85 92 40 137 50 87 
26 130 58 50 60 110 80 0 15 10 
27 162 15 10 102 112 78 30 62 53 
28 20 92 12 85 27 81 137 85 50 
29 118 76 40 53 7 110 1 39 48 
30 80 108 10 15 85 50 155 15 90 
31 100 60 10 55 0 60 15 40 27 
32 17 0 45 55 50 65 95 22 35 
33 78 45 0 38 66 50 0 25 23 
34 0 77 0 40 13 73 92 55 58 
35 110 0 77 70 75 13 18 57 57 
 



 

5.5. Вопросы и задачи для самостоятельной подготовки к 
блочной аттестации 

Для самостоятельного закрепления изложенного материала и подго-
товки к блочной аттестации рекомендуется ответить на вопросы и решить 
задачи, используя методическое пособие и приведенный ниже список ли-
тературы. 

Вопросы 
1. Какой чертеж называется комплексным? 
2. Как называются и обозначаются основные плоскости проекций? 
3. Чем определяются проекции прямой линии? 
4. Какие положения может занимать прямая относительно плоскостей 

проекций? 
5. Какие точки называются конкурирующими? 
6. Как определить видимость элементов пространства относительно дан-

ной плоскости? 
7. Как могут взаимно располагаться в пространстве две прямые? 
8. Как на комплексном чертеже взаимно располагаются проекции 

параллельных прямых? 
9. Какими элементами пространства можно задать плоскость? 
10. Какие плоскости называются проецирующими и что характерно для их 

комплексного чертежа? 
11. Каким свойством обладают вырожденные проекции плоскостей част-

ного положения? 
12. В чем сущность способа замены плоскостей проекций? 
13. В чем сущность способа плоскопараллельного перемещения? 
14. Как расположить дополнительную плоскость, чтобы отрезок прямой 

общего положения спроецировался в точку? 
15. Как расположить дополнительную плоскость проекций, чтобы плос-

кость общего положения спроецировалась в натуральную величину? 
16. Какие задачи называются позиционными? 
17. Как на комплексном чертеже построить проекции точки, принадлежа-

щей плоскости? 
18. Как построить линию, принадлежащую плоскости? 
19. Как относительно друг друга могут быть расположены в пространстве 

прямая линия и плоскость? 
20. Как построить проекции отрезка перпендикуляра, проведенного к 



 

плоскости общего положения? 
21. Какие прямые являются линиями пересечения плоскости общего по-

ложения с плоскостями уровня, проецирующими плоскостями? 
22. Какие задачи называются метрическими? 
23. Как по чертежу определить величину угла между плоскостью общего 

положения и плоскостью проекций? 
Задачи 
Задача №1. Методом плоскопараллельного перемещения найти угол 

наклона отрезка к горизонтальной плоскости проекций (рис. 53). 
Задача №2. Найти множество точек, равноудаленных от прямых a, b и 

с (рис. 54). 
Задача №3. Построить геометрическое место точек, равноудаленных 

от точек А и В (рис. 55). 
Задача №4. Построить проекции окружности, вписанной в треугольник 

АВС (рис. 56). 
Задача №5. Построить проекции кругового цилиндра высотой 80 мм и 

осью ОО′, если известно, что точка А принадлежит его боковой поверхно-
сти, а точки В — одному из оснований цилиндра (рис. 57). 

Задача №6. Используя способ плоскопараллельного перемещения, на 
прямой а определить точку, ближайшую к точке N (рис. 58). 

Задача №7. Построить геометрическое место точек, равноудаленных 
от точек А, В и С (рис. 59). 

Задача №8. Используя способ плоскопараллельного перемещения, 
найти высоту равнобедренной трапеции АВСD, если отрезок АВ является 
одним из оснований трапеции, а отрезок АС — одной из боковых сторон 
(рис. 60). 

Задача №9. Построить проекции плоскости Г′, касательной к сфере R и 
параллельной плоскости Г(a∩b) (рис. 61). 

Задача №10*. Построить проекции правильного тетраэдра, вписанного 
в сферу R, если известно, что одна из его вершин является точкой сферы, 
наиболее удаленной от плоскости Г(a∩b) (рис. 61). 

Задача №11*. Плоскость Г(АВС) является плоскостью раздела двух 
сред Θ и Σ, относительный показатель преломления которых равен 

5.0=
Σ

Θ

n
n . Найти расстояние от точки N (N∈Σ) до траектории движения све-

тового луча, исходящего из точки M (M∈Θ) и преломляющегося на грани-
це раздела сред Г в точке, равноудаленной от точек A, B и C (рис.62). 

Примечание: символом «*» отмечены задачи повышенной сложности. 
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