
ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

§1. ïÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ
1.1. þ¾ÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Þ¾ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ×ÚÑ-
ÔÏÇÏ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ −x ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = f(−x).
þ¾ÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. çÒÁÆÉË Þ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ
ÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÓÉ Oy, ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒÙ Þ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = x2, y =
3
√

x8, y = ln |x|, y = cosx.

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x,
×ÚÑÔÏÇÏ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ −x ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = −f(−x).
çÒÁÆÉË ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

(ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = x3, y =
3
√

x7, y = sinx, y = x
√
1 + x2,

y = tg x, y = arcsinx, y = arctgx.
ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÏ× Þ¾ÔÎÙÈ É ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ-

ÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÕÀ ×ÅÔ×Ø ÇÒÁÆÉËÁ ¡ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ìÅ×ÁÑ ×ÅÔ×Ø ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ ÄÌÑ Þ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÄÌÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Þ¾ÔÎÙÈ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Þ¾ÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Þ¾ÔÎÏÊ É ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ
1



2 §1. ïÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ

ÆÕÎËÃÉÊ ¡ ÎÅÞ¾ÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.
âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÙÍÉ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÙÍÉ. ôÁËÏ×Ù,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ y = x2 − x, y = 3
√

x − 2, y = sin(2x − 1).

1.2. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ T 6= 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ×ÚÑÔÏÇÏ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,
ÚÎÁÞÅÎÉÑ x+ T É x − T ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = f(x+ T ).

þÉÓÌÏ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ
nT ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ n 6= 0 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÔÁË
ËÁË

f(x+ nT ) = f((x+ n − 1)T + T ) = f(x+ (n − 1)T ) = . . . = f(x).

éÎÏÇÄÁ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ T > 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÅÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.
ðÒÉÍÅÒÙ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = sinx, y = ctgx, y = − sin3 x,

y = ln cosx. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ×ÓÑËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞ¾Í
Å¾ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ × ÐÒÅÄÅ-

ÌÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ.
ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = x3, y = arcctgx, y = sin(x2+ 1).
æÕÎËÃÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.

1.3. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ

îÕÌ¾Í ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ: f(x) = 0.
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äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
f(x) = 0. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ
ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÌÉÂÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ Å¾, ÌÉÂÏ
ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÜÔÏÊ ÏÓØÀ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ y = x3 − 3x ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ × ÔÏÞËÁÈ x1 = 0, x2 = −
√
3,

x3 =
√
3, Á ÆÕÎËÃÉÑ y = ln(x − 1) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x = 2.

æÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÕÌÅÊ. ôÁËÏ×Ù, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ y = 7x,
y = cosx − 2.

1.4. íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 É x2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÉÚ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 > x1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x2) > f(x1). æÕÎËÃÉÑ y = f(x)
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1
É x2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 > x1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x2) < f(x1). éÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔÙÍ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ.

éÔÁË, ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ (ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË), É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
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ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ
(ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

1.5. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÐÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [α; β]
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÏÍÕ
y ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [α; β] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b],
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) = y. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [α; β] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ
ËÁÖÄÏÍÕ y ÉÚ [α; β] ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x ÉÚ [a; b], ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ f(x) = y. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x = f−1(y).
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = 8x ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ y = log8 x,

Á ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = lnx ¡ ÆÕÎËÃÉÑ y = ex. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉËÉ ÐÒÑ-

ÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ
É ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Þ¾ÔÎÏÓÔØ Í ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔØ:
1. y = cosx+ x sinx;
2. y = x · 2−x;
3. y = (x − 2) 23 + (x+ 2) 23 ;
4. y = 2x sin2 x − 3x3;
5. y =

(

1
3

)x − 3x;
6. y = x

sinx
;

7. y = 5 log2(x+ 1);

8. y = x · 4−x2;
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9. y = log2
2−x
2+x
;

10. y = 3x+3−x

3x−3−x ;

11. y = 5−x2;

12. y = x2 − x;

13. y = x3 + x2.

îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ:

14. y = sin 4x;

15. y = tg x
2 ;

16. y = sinx+ cos 2x;

17. y = cos2 3x;

18. y = sin 3x+ sin 2x;

19. y = | sinx|;
20. y = sin(3x+ 1);

21. y = sin4 x+ cos4 x;

22. y = sin2 x
3 ;

23. y =
∣

∣cos x
2

∣

∣.

§2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ
2.1. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ) É
ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÁÍÏÊ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÅÓÔØ

lim
x→x0

f(x) = f(x0) = f

(

lim
x→x0

x

)

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 4f(x) = f(x) − f(x0)
ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ 4x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ
ÅÓÔØ

lim
4x→0

(f(x)− f(x0)) = lim4x→0
4y = 0.

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.
éÔÁË, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÔÁËÖÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÌÏÍÕ ÉÚ-
ÍÅÎÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÁÌÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.
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çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁ-
ÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÅÓÔØ ÓÐÌÏÛÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÂÅÚ ÓËÁÞËÏ× É
ÒÁÚÒÙ×Ï×.

2.2. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á

ôÏÞËÁ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 (× ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏ-
ÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ), ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
× ÔÏÞËÅ x0.
ôÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á x0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ,

ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌÙ:

lim
x→x0−

f(x), lim
x→x0+

f(x).

ôÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÇÏ ÒÁÚÒÙ×Á, ÅÓÌÉ

lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x), ( ÒÉÓÕÎËÉ Á) É Â) )

É ÔÏÞËÏÊ ÓËÁÞËÁ, ÅÓÌÉ

lim
x→x0−

f(x) 6= lim
x→x0+

f(x) ( ÒÉÓÕÎËÉ ×) ¡ Å) ).

ôÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á x0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏ-
ÄÁ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ
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ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ×, ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÒÁ-
×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅ)
ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ× × ÔÏÞËÅ x0.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ (ÉÌÉ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ) ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ×
ÔÏÞËÅ x0, ÐÏÌÁÇÁÑ f(x) = lim

x→x0−
f(x) = lim

x→x0+
f(x), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÓÔÁÎÅÔ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0. åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á x0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÇÏ ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x)
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0 ÎÅÌØÚÑ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ sgnx.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ sgnx ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

sgnx =







1 ÐÒÉ x > 0,
0 ÐÒÉ x = 0,
−1 ÐÒÉ x > 0.
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îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ x < 0 É x > 0 ÆÕÎËÃÉÑ sgnx ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. ÷ ÔÏÞËÅ x = 0
ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ. ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ-
×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÔÏÞËÁ ÓËÁÞËÁ), ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ (ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ) ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ sgnx × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ

lim
x→0+

sgnx = 1, lim
x→0−

sgnx = −1, 1 6= −1.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ 1x .

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ 1x ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ x < 0 É x > 0. ôÏÞËÁ
x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÁË ËÁË

lim
x→0+

1

x
= +∞, lim

x→0−
1

x
= −∞.

ðÒÉÍÅÒ 3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx
x .

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ y = sinx
x
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ËÒÏÍÅ

ÔÏÞËÉ x = 0, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ

lim
x→0−

sinx

x
= lim

x→0+
sinx

x
= 1 (ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ),

ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×).

äÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ:

y =

{

sinx
x ÐÒÉ x 6= 0,
1 ÐÒÉ x = 0.
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ïÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.
åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

y =

{

sinx
x ÐÒÉ x 6= 0,
2 ÐÒÉ x = 0,

ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÍ ÒÁÚ-
ÒÙ×ÏÍ), × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = 1
1+21/x .

òÅÛÅÎÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-
ËÁ x = 0. üÔÁ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÔÏÞËÏÊ ÓËÁÞËÁ),
ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÏ ÎÅ
ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0−

1

1 + 21/x
= 1, lim

x→0+
1

1 + 21/x
= 0.

ðÒÉÍÅÒ 5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = 21/x

21/x+1
.

òÅÛÅÎÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = 21/x

21/x+1
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÏÞËÁ x = 0. ÷ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÅÒÐÉÔ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË),
ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÏ ÎÅ
ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0−

21/x

21/x + 1
= 0, lim

x→0+
21/x

21/x + 1
= lim

x→0+
1

1 + 1
21/x

= 1.
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ðÒÉÍÅÒ 6. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = x2

x2−1.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = x2

x2−1 ÓÌÕÖÁÔ ÔÏÞËÉ x = 1 É
x = −1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÁË ËÁË

lim
x→1−

x2

x2 − 1 = −∞, lim
x→1+

x2

x2 − 1 = +∞,

lim
x→−1−

x2

x2 − 1 = +∞, lim
x→−1+

x2

x2 − 1 = −∞,

ÔÏ ÔÏÞËÉ x = 1 É x = −1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7. æÕÎËÃÉÑ

f(x) =

{

0 ÐÒÉ x 6 0,
sin 1x ÐÒÉ x > 0

ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÅ¾ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌ:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sin
1

x
.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ:
24. y = − 6x ;
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25. y = 2− |x|
x ;

26. y = 1
1+21/x ;

27. y = x3−x2

2|x−1| ;

28. y = tg x;

29. y = 4
4−x2
;

30. y = arctg 2
x+2 ;

31. y = 2
1

x−2 ;

32. y = 1− 2 1x ;
33. y = x3+x

2|x| ;

34. y = 4−x2

|4x−x3| .

§3. áÓÉÍÐÔÏÔÙ
3.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ

ðÒÑÍÁÑ x = x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x), ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌÏ× lim

x→x0+
f(x) ÉÌÉ lim

x→x0−
f(x) ÒÁ×ÅÎ +∞

ÉÌÉ −∞.

ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x) ÐÒÉ x → ∞, ÅÓÌÉ lim

x→∞
(f(x)− (kx+ b)) = 0.

ðÒÉ k = 0 ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÐÒÉ x → −∞ É ÐÒÉ x → +∞.
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ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)
ÐÒÉ x → −∞, ÅÓÌÉ lim

x→−∞
(f(x)− (kx+ b)) = 0.

ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)
ÐÒÉ x → +∞, ÅÓÌÉ lim

x→+∞
(f(x)− (kx+ b)) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 4 + 1x .
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ:

lim
x→∞

(

4 +
1

x

)

= 4,

ÐÏÜÔÏÍÕ y = 4 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÁ-
ÌÅÅ, ÔÁË ËÁË

lim
x→0+

(

4 +
1

x

)

= +∞, lim
x→0−

(

4 +
1

x

)

= −∞,

ÔÏ x = 0 ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2−x.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË

lim
x→+∞

2−x = 0. lim
x→−∞

2−x = +∞,

ÔÏ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ (ÐÒÑÍÁÑ y = 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x → +∞. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2

1

x .
òÅÛÅÎÉÅ.

lim
x→∞
2
1

x = 1,

ÚÎÁÞÉÔ, y = 1 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2
1

x . ïÓØ
ÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÒÑÍÁÑ x = 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ, ÔÁË ËÁË

lim
x→0+

2
1

x = +∞,

(

lim
x→0−

2
1

x = 0

)

.



§3. áÓÉÍÐÔÏÔÙ 13

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx
x
.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓÍ.
ÐÒÉÍÅÒ 3 §2), ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ y = 0, ÔÁË ËÁË lim

x→∞
sinx

x = 0. îÁËÌÏÎÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ
ÎÅÔ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÓÁÍ ÇÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÚ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÓÁÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4).

3.2. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ

çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ É ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÒÉ
x → ∞ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.
1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ lim

x→∞
f(x). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ b, ÔÏ y = b ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÕÎËÔÕ.

2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ lim
x→∞

f(x)
x . åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ

lim
x→∞

f(x)
x = k, ÔÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÛÁÇÕ.

3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ lim
x→∞
(f(x)− kx). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÒÁ-

×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÐÒÅÄÅÌ lim

x→∞
(f(x)− kx) = b, ÔÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÞÅÔ×¾ÒÔÏÍÕ ÛÁÇÕ.

4. úÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ: y = kx+ b.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÐÒÑÍÕÀ, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÕÀÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ ÅÓÔØ É ÐÒÉ x → −∞ É ÐÒÉ x → +∞.
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îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÐÒÉ x → −∞ É ÐÒÉ
x → +∞ ÉÌÉ ÉÍÅÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x → −∞ (x → +∞). áÌÇÏÒÉÔÍ
ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÙ ÎÁÄÏ
ÉÓËÁÔØ ÎÅ ÐÒÉ x → ∞, Á ÐÒÉ x → −∞ É ÐÒÉ x → +∞ (ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ).

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x+ 1x .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = x+ 1x . ôÁË ËÁË

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(

x+
1

x

)

= −∞, lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(

x+
1

x

)

= +∞,

ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.

îÁÊÄ¾Í ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

1. lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(

x+ 1x
)

=∞.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
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2. lim
x→∞

f(x)
x = limx→∞

x+ 1x
x = limx→∞

(

1 + 1
x2

)

= 1 = k.

3. lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞

(

x+ 1x − x
)

= lim
x→∞

1
x = 0 = b.

4. ðÒÑÍÁÑ y = kx+ b = 1 · x+0 = x ÓÌÕÖÉÔ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3−6x2+3
2x2+5 .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = x3−6x2+3
2x2+5 . ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. îÁÊ-

Ä¾Í ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

1. lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x3−6x2+3
2x2+5

=∞.

2. lim
x→∞

f(x)
x = limx→∞

x3−6x2+3
x(2x2+5) = limx→∞

x3−6x2+3
2x3+5x =

1
2 = k.

3. lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞

(

x3−6x2+3
2x2+5 − 1

2x
)

= lim
x→∞

−12x2−5x+6
4x2+10 = −12

4 = −3 = b.

4. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y = 1
2x − 3.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x2+2x−3
x
.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = x2+2x−3
x
. îÁÈÏÄÉÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞ¾Í
y → +∞ ÐÒÉ x → 0− É y → −∞ ÐÒÉ x → 0+. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ
x = 0 ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ.

îÁÈÏÄÉÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x2 + 2x − 3
x

= lim
x→∞

(

x+ 2− 3
x

)

=∞,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.



16 §3. áÓÉÍÐÔÏÔÙ

îÁÈÏÄÉÍ ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
x2 + 2x − 3

x2
= lim

x→∞

(

1 +
2

x
− 3

x2

)

= 1,

b = lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞

(

x2 + 2x − 3
x

− x

)

=

= lim
x→∞

2x − 3
x

= lim
x→∞

(

2− 3
x

)

= 2.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ y = x + 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÐÒÉ x → +∞, ÔÁË É ÐÒÉ x → −∞.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = |x|(x−1)

x+1 .
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÑÍÁÑ x = −1 ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: x > 0 É x < 0.

ðÒÉ x > 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ y = x(x−1)
x+1 , ÐÏÜÔÏÍÕ

k = lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞
x(x − 1)
x(x+ 1)

= lim
x→+∞

x − 1
x+ 1

= 1.

b = lim
x→+∞

(y − kx) = lim
x→+∞

(

x(x − 1)
x+ 1

− x

)

=

= lim
x→+∞

x(x − 1)− x(x+ 1)

x+ 1
= lim

x→+∞
−2x
x+ 1

= −2.

úÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ y = x − 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x → +∞).
ðÒÉ x < 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ y = −x(x−1)

x+1 , ÐÏÜÔÏÍÕ

k = lim
x→−∞

y

x
= lim

x→−∞
−x(x − 1)
x(x+ 1)

= lim
x→−∞

−(x − 1)
x+ 1

= −1.

b = lim
x→−∞

(y − kx) = lim
x→−∞

(−x(x − 1)
x+ 1

+ x

)

=

= lim
x→−∞

−x(x − 1) + x(x+ 1)

x+ 1
= lim

x→−∞
2x

x+ 1
= 2.

úÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ y = −x + 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x → −∞).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ:
35. y = 1− 4

x2 ;
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36. y = x2

x2+1
;

37. y = 2
|x| − 1;

38. y = 1−4x
1+2x;

39. y = x2+x
x ;

40. y = x2

x+1
;

41. y = x2−x−1
x ;

42. y = 3−5x
7x+4
;

43. y = x3

x2+1;

44. y = 4x−x3

x2+4
;

45. y = x3+x2−2
esinx ;

46. y = x − 2 arctgx;
47. y = arctg x

5−x ;

48. y =
√

x2 + 1−
√

x2 − 1;
49. y =

√
x2 + 1 +

√
x2 − 1;

50. y = x − 1√
x
;

51. y =
(

1− 2
x

)2
;

52. y = 1
x2 − x;

53. y = x4+1
3x2+1;

54. y = x−4
2x+4;

55. y = x2

2−2x;

56. y = x2

x2−4;

57. y = x3

1−x2 .

§4. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ
ÆÕÎËÃÉÉ

4.1. üËÓÔÒÅÍÕÍÙ

ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÕ
ÔÏÞËÕ. ðÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ x0.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b].
æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b], ÅÓÌÉ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × [a; b] É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
f(x) < f(x0).
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æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b], ÅÓÌÉ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × [a; b] É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
f(x) > f(x0).

éÔÁË, ÔÏÞËÕ x0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x),
ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ
ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ, É ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ
ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ.
äÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÉÊ ÔÅÒÍÉÎ

ÜËÓÔÒÅÍÕÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ 4f(x) = f(x)−f(x0) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. ïÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×
ÔÏÞËÅ x0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ x0 ¡ ÍÁËÓÉ-
ÍÕÍ.

4.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b). ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ f ′(x) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ Î¾Í;
2) ÅÓÌÉ f ′(x) < 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ Î¾Í;
3) ÅÓÌÉ f ′(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)

ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ Î¾Í (ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ
(a; b).
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ
ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÚÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (ÚÄÅÓØ
ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ).
ðÒÉÍÅÒ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ É ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

y = x2e−x.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = 2xe−x − x2e−x = e−x(2x − x2) = e−xx(2− x).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y ′(x) É ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÏÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ:

−∞ < x < 0, y′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ;

0 < x < 2, y′(x) > 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ;

0 < x < +∞, y′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞; 0) É (2;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 2) ¡ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

4.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ
æÅÒÍÁ)

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ
æÅÒÍÁ.
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x0)

ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁ-

ÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÂÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ (ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË), ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
(ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ). ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁ-
ÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 ÒÁ×ÎÁ

ÎÕÌÀ:
y′ = (x3)′ = 3x2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3,
ÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, × ÔÏÞËÅ x = 0 ÎÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4 ÒÁ×ÎÁ

ÎÕÌÀ:
y′ = (x4)′ = 4x3 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4,
ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÏÞËÁ x = 0¡ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).
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éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ
ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

4.4. ðÅÒ×ÙÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-
ÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ, É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ x0. ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ f ′(x) > 0 (ÚÎÁË ¤+¥) ÐÒÉ x < x0 É f ′(x) < 0 (ÚÎÁË ¤−¥) ÐÒÉ x > x0,

ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ;
2) ÅÓÌÉ f ′(x) < 0 (ÚÎÁË ¤−¥) ÐÒÉ x < x0 É f ′(x) > 0 (ÚÎÁË ¤+¥) ÐÒÉ x > x0,

ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ;
3) ÅÓÌÉ f ′(x) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ.
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0,

ÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁ-

ÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÕÞÁÓÔËÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, Á ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ¡
ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÏÔ ÕÞÁÓÔËÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ (ÅÓÌÉ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ).
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 − 3x.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) = 3(x − 1)(x+ 1).
òÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 3(x − 1)(x+ 1) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÜËÓ-
ÔÒÅÍÕÍÁ: x = 1, x = −1. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = 1 (ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï)
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′(x) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤−¥ ÎÁ ¤+¥, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÔÏÞËÅ x = 1
ÍÉÎÉÍÕÍ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = −1 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y ′(x) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË
Ó ¤+¥ ÎÁ ¤−¥, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÔÏÞËÅ x = −1 ÍÁËÓÉÍÕÍ. äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ:
ymin = y(1) = −2, ymax = y(−1) = 2.
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ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3

3
− x4

4
.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÙÅ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y′(x) = 0. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′(x) = x2 − x3 = x2(1 − x). îÁÈÏÄÉÍ
ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: x = 0, x = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-
ÌÁÈ:

−∞ < x < 0, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

0 < x < 1, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

1 < x < +∞, y′(x) < 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ.

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ x = 0 (ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
ÚÎÁË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ x = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ,
ÎÉ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ x = 1 ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤+¥ ÎÁ ¤−¥. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x − 3

√
x2.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′ =
(

x − x
2

3

)′
= 1− 2

3
x− 1

3 = 1− 2

3 3
√

x
=
3 3
√

x − 2
3 3
√

x
.

îÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = 0, 3 3
√

x − 2 = 0, 3
√

x =
2

3
, x =

(

2

3

)3

=
8

27
,

y′(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÏÇÄÁ 3 3
√

x = 0, x = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ:

−∞ < x < 0, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

0 < x <
8

27
, y′(x) < 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ,

8

27
< x < +∞, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, Á ÔÏÞËÁ
x = 8

27
¡ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

4.5. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞÅË ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÍÏÖÎÏ
ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.
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1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(x).
2. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ

f ′(x) ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÂÉ-
×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÏÓØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ).

3. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
(ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ). ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÕÍÏ×.

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ
ÆÕÎËÃÉÀ y = x3 − 9x2 + 24x.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. éÍÅÅÍ y′(x) = 3x2 − 18x+ 24 = 3(x − 2)(x − 4).
2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x = 2 É ÐÒÉ x = 4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÁ ×ÓÀÄÕ, ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÄÒÕÇÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ
ÔÏÞÅË ÎÅÔ.
3. úÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÔÁË, ËÁË

ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = 2 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤+¥ ÎÁ ¤−¥, ÚÎÁÞÉÔ x = 2 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = 4 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤−¥ ÎÁ ¤+¥, ÚÎÁÞÉÔ x = 4 ¡
ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.
4. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. ymax = y(2) = 20,

ymin = y(4) = 16. üÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÀ y = 1
x2+1 .

òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − 2x
(x2+1)2 .

2. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ: y′ = − 2x

(x2+1)2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0. äÒÕÇÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ, ÔÁË
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ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.
3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′ = − 2x

(x2+1)2 > 0 ÐÒÉ x < 0; y′ < 0 ÐÒÉ x > 0. ðÏÜÔÏ-

ÍÕ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(0;+∞) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. îÁ ÓÈÅÍÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ. ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

4. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: ymax = y(0) = 1.
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÀ y = 3
√

x2 − 1.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − 2x

3 3
√
(x2−1)2

.

2. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ: y′ = − 2x

3 3
√
(x2−1)2

= 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÏÇÄÁ

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x = −1 É ÐÒÉ x = 1. éÓÈÏÄÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = −1, x = 0, x = 1.
3. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ É ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕ-

ÍÁ. éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÐÒÉ x > 0, x 6= 1; y′ < 0 ÐÒÉ x < 0, x 6= −1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É (−1; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-
ÌÁÈ (0; 1) É (1;+∞) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ÷ ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ
ÍÉÎÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÁÈ x = −1 É x = 1 ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ.

4. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ: ymin = y(0) = −1.
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4.6. ÷ÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ × ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ËÏÎÅÞÎÕÀ
×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ f ′′(x0) < 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ
× ÔÏÞËÅ x0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á ÅÓÌÉ f ′′(x0) < 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)
ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ x0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ.
ðÒÉÍÅÒ 10. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = x3 − 9x2 + 24x.
òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: y′ = 3x2−18x+24. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×

ÔÏÞËÁÈ x = 2 É x = 4. äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ: y′′ = 6x − 18; y′′(2) = −6 < 0, y′′(4) =
= 6 > 0. úÎÁÞÉÔ, x = 2 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, Á x = 4 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ
ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÒ. Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 7).
ðÒÉÍÅÒ 11. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞËÁ x = 0 ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ÆÕÎËÃÉÉ y = x2 cosx − x3.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′ = 2x cosx − x2 sinx − 3x2, y′(0) = 0.

îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′′ = 2 cosx − 4x sinx − x2 cosx − 6x, y′′(0) = 2 > 0.

ôÁË ËÁË × ÔÏÞËÅ x = 0 ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á ×ÔÏÒÁÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ
ÎÕÌÀ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÅÝ¾, ÞÔÏ
×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 0 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

4.7. ôÒÅÔÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ)

ðÕÓÔØ n ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅ-
ÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ n− 1, Á × ÓÁÍÏÊ
ÔÏÞËÅ x0 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÅ x0 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.
ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ n ¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓ-

ÔÒÅÍÕÍ × ÔÏÞËÅ x0, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÒÉ f (n)(x0) < 0 É ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÒÉ
f (n)(x0) > 0;
2) ÅÓÌÉ n ¡ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

× ÔÏÞËÅ x0.
ðÒÉÍÅÒ 12. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = x3.
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òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′(x) = 3x2, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕ-
ÍÁ ¡ x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2). äÁÌÅÅ,

y′′(x) = 6x, y′′(0) = 0; y′′′(x) = y′′′(0) = 6 > 0.

éÔÁË, ÐÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕ-
ÌÀ, Á ÔÒÅÔØÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (3 ¡ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
ðÒÉÍÅÒ 13. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′(x) = 4x3, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕ-

ÍÁ ¡ x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3). äÁÌÅÅ,

y′′(x) = 12x2, y′′(0) = 0; y′′′(x) = 24x, y′′′(0) = 0; y(4)(x) = y(4)(0) = 24 > 0.

ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ, ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ
x = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÞÅÔ×¾ÒÔÁÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (4 ¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). ôÁË ËÁË y(4)(0) > 0, ÔÏ
x = 0 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.
ðÒÉÍÅÒ 14. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞËÁ x = 0 ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ÆÕÎËÃÉÉ

y = −x6

2
+ x2

(

ex4 − 1
)

.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = −3x5 + 2x
(

ex4 − 1
)

+ 4x5ex4, y′(0) = 0;

y′′(x) = −15x4 + 2
(

ex4 − 1
)

+ 28x4ex4 + 16x8ex4, y′′(0) = 0;

y′′′(x) = −60x3 + 120x3ex4 + 112x7ex4 + . . . , y′′′(0) = 0;

y(4)(x) = −180x2 + 360x2ex4 + . . . , y(4)(0) = 0;

y(5)(x) = −360x+ 720xex4 + . . . , y(5)(0) = 0;

y(6)(x) = −360 + 720ex4 + . . . , y(6)(0) = 360.

ôÁË ËÁË y(6)(0) = 360 > 0 É ÞÉÓÌÏ 6 Þ¾ÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

4.8. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÜÔÏÍ
ÏÔÒÅÚËÅ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.
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îÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÍÏÇÕÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ËÁË ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÁË É ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎÃÁÈ. åÓÌÉ Ó×ÏÅÇÏ
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ
ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.
îÁÈÏÄÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÎÅÐÒÅÒÙ×-

ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÕÄÏÂÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ.

1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(x).
2. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ f ′(x) = 0 ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÏÔÏÂÒÁÔØ ÉÚ
ÎÉÈ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b].

3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÁÈ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×Ï ×ÔÏ-
ÒÏÍ ÐÕÎËÔÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ É ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÉÂÏÌØ-
ÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ: ÏÎÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É
ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b].

ðÒÉÍÅÒ 15. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y =
= x3 − 3x2 − 45x+ 225 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 6].
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2 − 6x − 45.
2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. îÁÊÄ¾Í ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ y ′ = 0,

ÐÏÌÕÞÉÍ:

3x2 − 6x − 45 = 0, x2 − 2x − 15 = 0, x = −3, x = 5.

ïÔÒÅÚËÕ [0; 6] ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÁ x = 5.
3. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ x = 0, x = 5, x = 6:

y(0) = 225, y(5) = 50, y(6) = 63.

îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 225 (ÄÏÓÔÉ-
ÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ x = 0), Á ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ¡ ÞÉÓÌÏ 50 (ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ x = 5).
ðÒÉÍÅÒ 16. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y =

= x3 − 2x|x − 2| ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3].
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ [0; 2] É [2; 3].
åÓÌÉ x ∈ [0; 2], ÔÏ |x − 2| = −(x − 2), É ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ y = x3+ 2x2− 4x. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2+ 4x− 4.
ëÏÒÎÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 3x2+4x− 4 = 0 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ x = −2, x = 2

3 . ëÏÒÅÎØ

x = −2 /∈ [0; 2], Á ËÏÒÅÎØ x = 2
3 ∈ [0; 2]. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2] ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ: y(0), y
(

2
3

)

É y(2).
åÓÌÉ x ∈ [2; 3], ÔÏ |x−2| = x−2, É ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ

× ×ÉÄÅ y = x3 − 2x2 + 4x. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′ = 3x2 − 4x+ 4 = 3
(

x − 2
3

)2

+
8

3
> 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x.
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ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ y = x3 − 2x2 + 4x ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2; 3] É y′(x) > 0
ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (2; 3), ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2; 3]. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2; 3] ÅÓÔØ y(3), Á
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¡ y(2).
ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ×Ó¾Í

ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:

y(0) = 0, y

(

2

3

)

= −40
27

, y(2) = 8, y(3) = 21.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3] ÅÓÔØ
y(3) = 21, Á ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÏ y

(

2
3

)

= −4027.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ É ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ:

58. y = 2x − 1, [0; 1];
59. y = x2 − 6x+ 8, [1; 4];
60. y = 3x3 − 4x+ 8, [−1; 1];
61. y = 3x4 + 4x3 + 1, [0; 1];

62. y = 3x4 + 4x3 + 1, [−2; 1];
63. y = sinx+ 2x, [−π; π];

64. y = sin2 x,
[

π
4 ;
2π
3

]

;

65. y = sinx − x − x3

3 , [0; π];

66. y = 1
x + x, [0, 1; 10];

67. y = x
x−x2−1, [−2; 2];

68. y = x lnx − x,
[

1
e ; e

]

.
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5.1. ÷ÙÐÕËÌÏÓÔØ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Å¾ ÔÏÞÅË x ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË-
ÃÉÉ × ÔÏÞËÅ M(x0; y0) ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ.
æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ

ÔÏÞËÉ x0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Å¾ ÔÏÞÅË x ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ×
ÔÏÞËÅ M(x0; y0) ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁÆÉËÁ.
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åÓÌÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ×ÓÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x) ÌÅÖÁÔ ×ÙÛÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ×Ù-
ÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. åÓÌÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ×ÓÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÌÅÖÁÔ ÎÉÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÏÇÄÁ, ÆÕÎËÃÉÀ y = f(x), ×ÙÐÕËÌÕÀ ××ÅÒÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(a; b), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÏÇÎÕÔÏÊ, Á ×ÙÐÕËÌÕÀ ×ÎÉÚ ¡ ×ÙÐÕËÌÏÊ (ÂÅÚ ÓÌÏ×Á ×ÎÉÚ)
ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).
ðÏÎÑÔÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÆÉËÁ.
÷ÙÐÕËÌÁÑ ××ÅÒÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ

ÌÀÂÏÊ ÄÕÇÉ Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÈÏÒÄÏÊ. ÷ÙÐÕËÌ-
ÁÑ ×ÎÉÚ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÀÂÏÊ ÄÕÇÉ
Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÈÏÒÄÏÊ.

5.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

åÓÌÉ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′′(x) ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b) É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), ÔÏ:
1) ÐÒÉ f ′′(x) > 0 (ÚÎÁË ¤+¥) ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(a; b);
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2) ÐÒÉ f ′′(x) < 0 (ÚÎÁË ¤−¥) ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÙÐÕË-

ÌÏÓÔÉ ×ÎÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÅ-
ÛÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f ′′(x) < 0 É f ′′(x) > 0.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x2 − 4x+ 3)2.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 12

(

x2 − 4x+ 113
)

. òÅÛÁ-
ÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ:

y′′ > 0 ÉÌÉ 12

(

x2 − 4x+ 11
3

)

> 0, ÏÔËÕÄÁ x < 2− 1√
3
, x > 2 +

1√
3
;

y′′ < 0 ÉÌÉ 12

(

x2 − 4x+ 11
3

)

< 0, ÏÔËÕÄÁ 2− 1√
3

< x < 2 +
1√
3
.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞; 2− 1√
3

)

É
(

2 + 1√
3
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×Ù-

ÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

2− 1√
3
; 2 + 1√

3

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× f ′′(x) < 0 É f ′′(x) > 0 ÕÄÏÂÎÏ
×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ′′(x) × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ×ÚÑ× ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ
ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f ′′(x).
ôÏÞËÁ M0(x0; f(x0)) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅ-

ÇÉÂÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0, × ÐÒÅÄÅ-
ÌÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ M0 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÅ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ.

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÉÍÅÀÝÉÊ ÐÅÒÅÇÉÂ ×
ÔÏÞËÅ M0(x0; f(x0)).

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x2 − 4x+ 3)2.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×Ù-

ÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ. äÌÑ ÔÏÞÅË x = 2 − 1√
3
É x = 2 + 1√

3
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
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ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ
x = 2− 1√

3
É x = 2 + 1√

3
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

5.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ, ÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÅ ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3: y′′ = 6x.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ É ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 0 ¡ ËÒÉ-
ÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 (ÓÍ. ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 §4).
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4: y′′ = 12x2.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ É ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 0 ¡ ËÒÉÔÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4 (ÓÍ. ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 3 §4).
éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

5.4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ x0, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ f ′′(x) < 0 ÐÒÉ x < x0 É
f ′′(x) > 0 ÐÒÉ x > x0 ÉÌÉ f ′′(x) > 0 ÐÒÉ x < x0 É f ′′(x) < 0 ÐÒÉ x > x0, ÔÏ
ÔÏÞËÁ M0(x0; f(x0)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).
ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 − 3x2.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ: y′′(x) = 6x. éÚ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ 6x = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = 0. éÓÓÌÅ-
ÄÕÅÍ ÚÎÁË y′′(x) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. óÌÅ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
y′′(x) < 0 (×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ××ÅÒÈ), Á ÓÐÒÁ×Á ¡ y ′′(x) > 0
(×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÎÉÚ), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-
ËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË × ÐÒÉÍÅÒÅ 4 §4).
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x

1

3 .
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òÅÛÅÎÉÅ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ,
Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ (0; 0) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÓØ Oy. ÷ÔÏÒÁÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = x
1

3 ÉÍÅÅÔ
ÐÅÒÅÇÉÂ × ÔÏÞËÅ (0; 0), ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y ′′(x) = 2

95/3
ÉÍÅÅÔ ÓÌÅ×Á

É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0 ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = x2 +

3
√

x2.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = 2x+
2

3
x− 1

3 , y′′(x) = 2− 2
9
x− 4

3 = 2

(

1− 1

9x 3
√

x

)

;

y′′(x) = 0 ÐÒÉ x =
1√
27
É x = − 1√

27
;

y′′(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉ x = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ:

−∞ < x < − 1√
27

, y′′(x) > 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ;

− 1√
27

< x < 0, y′′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ;

0 < x <
1√
27

, y′′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ;

1√
27

< x < +∞, y′′(x) > 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞;− 1√
27

)

É
(

1√
27
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ

×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

− 1√
27
; 0

)

É
(

0; 1√
27

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ.

÷ ÔÏÞËÁÈ x = − 1√
27
É x = 1√

27
×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÚÎÁÞÉÔ

ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÞËÁ x = 0 ÎÅ
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Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ
ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ (y′′(x) < 0 É ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0).

5.5. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ (Ó ÐÏ-
ÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ)

ðÕÓÔØ n ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅ-
ÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ n− 1, Á × ÓÁÍÏÊ
ÔÏÞËÅ x0 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÅ x0 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.
ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ n¡ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = f(x);
2) ÅÓÌÉ n¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = f(x).
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′′(x) = 6x, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ¡

x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3). äÁÌÅÅ, y′′′(x) = y′′′(0) = 6 6= 0.
éÔÁË, ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÔÒÅ-

ÔØÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ (3 ¡
ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′′(x) = 12x2, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ¡

x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4). äÁÌÅÅ,

y′′′(x) = 24x, y′′′(0) = 0; y(4)(x) = y(4)(0) = 24 6= 0.
éÔÁË, ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á

ÞÅÔ×¾ÒÔÁÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ
(4 ¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).

5.6. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×
×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ É ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× É ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ
ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.

1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′′(x).
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2. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ
f ′′(x) ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÂÉ-
×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÏÓØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ).

3. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁË ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÏÊ (ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ). ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌ-
ÏÓÔÉ É ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

4. îÁÊÔÉ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = 3x4 − 8x3 + 6x2 + 12.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′′(x) = 36x2 − 48x+ 12 = 36(x − 1)
(

x − 1
3

)

.

2. ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ
x = 1 É ÐÒÉ x = 1

3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÒÏÄÁ: x = 1 É x = 1
3
.

3. úÎÁËÉ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ

(

−∞; 13
)

ÉÍÅÅÍ y′′(x) > 0, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

1
3 ; 1

)

ÉÍÅÅÍ y′′(x) < 0, ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (1;+∞) ÉÍÅÅÍ y′′(x) > 0.
æÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(

1
3; 1

)

É ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-

ÌÁÈ
(

−∞; 13
)

É (1;+∞). ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x = 1
3 É x = 1 ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ

×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ x = 1
3
É x = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
4. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: y

(

1
3

)

= 121127, y(1) = 13.
ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ

y = 1
x2+1.

òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 2(3x2−1)
x2+1)3 .

2. ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ
ÐÒÉ x = − 1√

3
É x = 1√

3
. îÁÊÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ

×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

3. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 2(3x
2−1)

x2+1)3 > 0,

ÏÔËÕÄÁ x < − 1√
3
, x > 1√

3
; y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ − 1√

3
< x < 1√

3
. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ.
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îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞;− 1√
3

)

É
(

1√
3
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ
(

− 1√
3
; 1√
3

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. ÷ ÔÏÞËÁÈ x = − 1√
3
É x = 1√

3
ÆÕÎËÃÉÑ

ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂÙ.

4. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: y
(

− 1√
3

)

= 3
4 É y

(

1√
3

)

= 3
4 .

ðÒÉÍÅÒ 12. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = 3

√
x2 − 1.

òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = −29 · x2+3
(x2−1)5/3 .

2. ÷ ÔÏÞËÁÈ x = −1 É x = 1 ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÚÎÁÍÅ-
ÎÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ). õÞÉÔÙ×ÁÑ ÅÝ¾, ÞÔÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÔÏÒÁÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÎÕÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ, ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞ-
ËÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ: x = −1 É x = 1.
3. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ −2

9
· x2+3
(x2−1)5/3 > 0,

ÏÔËÕÄÁ −1 < x < 1; y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < −1, x > 1. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ.

îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É (1;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ (−1; 1) ¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ. ôÏÞËÉ x = −1 É x = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ.
4. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: y(−1) = 0 É y(1) = 0.

§6. ðÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Å¾ ÇÒÁ-
ÆÉËÁ

ðÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ
ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ.

1. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ.
2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ.
3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Þ¾ÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔØ.
4. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ.

5. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÚÒÙ×Á; ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ; ÎÁÊÔÉ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.
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6. îÁÊÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ É ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÕÍÁ.

7. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÊÔÉ ÔÏÞ-
ËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

8. éÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÏ
ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = x(x+ 1)(x − 1).
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ Ox: x = 0, x = 1, x = −1.

ó ÏÓØÀ Oy ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ y = 0.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ. òÅÛÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

x(x + 1)(x − 1) > 0. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×:
(−1; 0) É (1;+∞). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−1; 0) É (1;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É
(0; 1) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ).
5. ôÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

x(x+ 1)(x− 1) = +∞, lim
x→−∞

x(x+ 1)(x − 1) = −∞.

îÁÊÄ¾Í ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞
(x+ 1)(x− 1) =∞.

úÎÁÞÉÔ, ÎÁËÌÏÎÎÙÈ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. ÷ÅÒ-
ÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÔÏÖÅ ÎÅÔ, ÔÁË ËÁË ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á É ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2−1. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′ > 0 É y′ < 0.

éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÉÌÉ 3x2 − 1 > 0, ÏÔËÕÄÁ x < − 1√
3
, x > 1√

3
; y′ < 0, ÏÔËÕÄÁ

− 1√
3

< x < 1√
3
. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ

(

−∞;− 1√
3

)

É
(

1√
3
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

− 1√
3
; 1√
3

)

¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ

ÕÂÙ×ÁÅÔ.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-

ÄÁ: y′ = 3x2 − 1, ÏÔËÕÄÁ x = 1√
3
, x = − 1√

3
. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ (ÒÉÓ. Á)), ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = − 1√
3
ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÅ
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x = 1√
3
¡ ÍÉÎÉÍÕÍ. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ:

ÅÓÌÉ xmax = − 1√
3
, ÔÏ ymax =

2
3
√
3
; ÅÓÌÉ xmin =

1√
3
, ÔÏ ymin = − 2

3
√
3
.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 6x. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É
y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 6x > 0, ÏÔËÕÄÁ x > 0; y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < 0.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÊÄ¾Í ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÔÏ-

ÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: y′′ = 6x = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ (ÒÉÓ. Â)), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ (ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ). îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) ¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ:
yÐÅÒ = 0.
8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. ×). ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = (x2 + 1)(x − 1).
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
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3. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ Ox × ÔÏËÅ (1; 0) É ÏÄÎÕ

ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ Oy × ÔÏÞËÅ (0;−1).
æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x > 1 É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x < 1.
5. ôÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

(x2 + 1)(x− 1) = +∞, lim
x→−∞

(x2 + 1)(x − 1) = −∞.

îÁÊÄ¾Í ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞
(x2 + 1)(x− 1)

x
=∞.

úÎÁÞÉÔ, ÎÁËÌÏÎÎÙÈ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. îÅÔ
É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ (ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ É ÎÅÔ
ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á).
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2 − 2x + 1. îÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ y′ =

= 3x2 − 2x + 1 > 0, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. üËÓÔÒÅÍÕÍÏ×
ÎÅÔ.
7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 6x−2. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0

É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 6x− 2 > 0, ÏÔËÕÄÁ x > 1
3; y

′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < 1
3 .

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: y′′ = 6x − 2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 1

3
. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Á)) ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 1
3 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(

−∞; 13
)

ÆÕÎËÃÉÑ

×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

1
3
;∞

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÕ

ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ: yÐÅÒ = −2027.
8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. Â).
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = 2x
x2+1.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¡ ÔÏÞËÕ

(0; 0).
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æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ (−∞; 0).
5. ôÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

2x

x2 + 1
= 0, lim

x→−∞
2x

x2 + 1
= 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ y = 0. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ
ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = −2x2+2

(x2+1)2 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′ > 0 É y′ < 0.

éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÉÌÉ −2x2+2
(x2+1)2 > 0, ÏÔËÕÄÁ −1 < x < 1, y′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < −1, x >

> 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É (1;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-

ÄÁ: y′ = −2x2+2
(x2+1)2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = −1, x = 1. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Á)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

× ÔÏÞËÅ x = −1 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÅ x = 1 ¡ ÍÁËÓÉÍÕÍ.
îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË: ÅÓÌÉ x = −1, ÔÏ ymin = −1; ÅÓÌÉ
x = 1, ÔÏ ymax = 1.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 4x3−12x
(x2+1)3 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ >

> 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 4x
3−12x
(x2+1)3 > 0, ÏÔËÕÄÁ −

√
3 < x < 0, x >

√
3;

y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ 0 < x <
√
3, x < −

√
3.
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ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: y′′ = 4x3−12x

(x2+1)3 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0, x = −
√
3, x =

√
3. éÚ ÓÈÅÍÙ

(ÒÉÓ. Â)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÁÈ x = 0, x = −
√
3, x =

√
3 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ

ÐÅÒÅÇÉÂÙ. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−
√
3; 0

)

É
(√
3;+∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á

ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞;−
√
3
)

É
(

0;
√
3
)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÙ

ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: ÅÓÌÉ x = 0, ÔÏ yÐÅÒ = 0; x = −
√
3, ÔÏ yÐÅÒ = −

√
3
2 ; x =

√
3, ÔÏ

yÐÅÒ =
√
3
2 .

8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. ×).

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = x

x2−4.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË

x = 2 É x = −2.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¡ ÔÏÞËÕ

(0; 0).
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äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÒÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y > 0
ÉÌÉ x

x2−4 > 0, ÏÔËÕÄÁ −2 < x < 0 É x > 2. æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÁÈ (−2; 0) É (2;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (× ÓÉÌÕ ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(−∞;−2) É (0; 2).
5. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ¡ x = 2 É x = −2.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→−∞

=
x

x2 − 4 = 0, lim
x→+∞

=
x

x2 − 4 = 0,

lim
x→−2−

=
x

x2 − 4 = −∞, lim
x→−2+

=
x

x2 − 4 = +∞,

lim
x→2−

=
x

x2 − 4 = −∞, lim
x→2+

=
x

x2 − 4 = +∞.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÁÈ x = 2 É x = −2 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ×Ù
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ðÒÑÍÙÅ x = 2 É x = −2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÁÍÉ, ÐÒÑÍÁÑ y = 0 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − x2+4

(x2−4)2 . ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ

ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË x = 2 É x = −2, ÇÄÅ ÏÎÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (× ÜÔÉÈ
ÔÏÞËÁÈ É ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ Î ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). æÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ×ÓÀÄÕ,
ÇÄÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 2x(x2+12)
(x2−4)3 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ >

> 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 2x(x
2+12)

(x2−4)3 > 0, ÏÔËÕÄÁ −2 < x < 0, x > 2;

y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < −2, 0 < x < 2.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ

×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = 0. éÚ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅ-
ÒÅÇÉÂ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ É ÉÚ ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ). îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−2; 0)
É (2;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−2) É (0; 2) ¡ ×Ù-
ÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ: yÐÅÒ = 0.

8. ðÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ. ôÁË ËÁË y = x
(x−2)(x+2) ,

ÔÏ ÐÒÉ x → 0 ÉÍÅÅÍ y ∼ −4x; ÐÒÉ x → 2 ÐÏÌÕÞÉÍ y ∼ 1
2 · 1

x−2; ÐÒÉ x → −2
ÎÁÈÏÄÉÍ y ∼ 1

2
· 1

x+2
; ÐÒÉ x → ∞ ÉÍÅÅÍ y ∼ 1

x
→ 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x = 0, ×
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á É ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î
ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.
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ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = x3

2(x+1)2
.

òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ
x = −1.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¡ ÔÏÞËÕ

(0; 0).
æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x > 0 É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x < 0.
5. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× × ÔÏÞËÅ x = −1.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→−∞

=
x3

2(x+ 1)2
= −∞, lim

x→+∞
=

x3

2(x+ 1)2
= +∞,

lim
x→−1−

=
x3

2(x+ 1)2
= −∞, lim

x→−1+
=

x3

2(x+ 1)2
= −∞.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = −1 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
ðÒÑÍÙÅ x = −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.
îÁÊÄ¾Í ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

yx = lim
x→∞

x3

2x(x+ 1)2
=
1

2
,

b = lim
x→∞
(y − kx) = lim

x→∞

(

x3

2(x+ 1)2
− 1
2
x

)

= −1.
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õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ: y = 1
2
x − 1.

6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = x2(x+3)
2(x+1)3

. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: y′ > 0 É y′ < 0.

éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÉÌÉ x2(x+3)
2(x+1)3 > 0, ÏÔËÕÄÁ x < −3, −1 < x < 0, x > 0; y′ < 0,

ÏÔËÕÄÁ −3 < x < −1. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−3), (−1; 0) É (0;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ
ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−3;−1) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-

ÄÁ: x = 0, x = −3. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Á)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = −3 ÆÕÎËÃÉÑ
ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÅ x = 0 ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ
ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: ymax = −338.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 3x
(x+1)4 . ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É
(−1; 0). ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ¡ x = 0. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Â)) ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1)
É (−1; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) ¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ.
ïÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ yÐÅÒ = 0.

8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. ×).
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = e
1

x−1 .
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ

x = 1.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ. ïÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ,

ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x = 1. æÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÏÓØÀ Oy × ÔÏÞËÅ
(

0; 1
e

)

.
5. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× × ÔÏÞËÅ x = 1.
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ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→−∞

= e
1

x−1 = 1, lim
x→+∞

= e
1

x−1 = 1,

lim
x→1−

= e
1

x−1 = 0, lim
x→1+

= e
1

x−1 = +∞.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 1 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
ðÒÑÍÁÑ x = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ, ÐÒÑÍÁÑ y = 1 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − 1

(x−1)2e
1

x−1 . ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ

×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ ×ÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 2x−1
(x−1)4e

1

x−1 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 2x−1
(x−1)4e

1

x−1 > 0, ÏÔËÕÄÁ x > 1
2, x 6= 1;

y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < 1
2.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÊÄ¾Í ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = 1

2. éÚ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

1
2 ; 1

)

É (1;+∞)
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ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

−∞; 1
2

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÔÏÞËÅ x = 1
2 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ. ïÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ

yÐÅÒ = e−2 ≈ 0, 135.
8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:
69. y = x3 − 3x;
70. y = x3

3 − x2 − 3x;
71. y = x3 + 6x2 + 9x;

72. y = x3

3 + x2;

73. y = 1 + 2x2 − x4

4 ;

74. y = x4

4 + x3;

75. y = x4

4 − x3

3 ;

76. y = x4

4 − 2x2;
77. y = 3x5 − 5x3;
78. y = x5

5
− x4 + x3;

79. y = (x2 − 1)3;
80. y = 32x2(x2 − 1)3;
81. y = x+ 2

√
−x;

82. y = x
√
1− x;

83. y = 6
√

x
x+2 ;

84. y =
√

x2 + 1 +
√

x2 − 1;
85. y =

√
x2 − 1−

√
x2 + 1;

86. y =
3
√

x2 − 1;
87. y = 1− 3

√

(x − 4)2;
88. y = 2x − 3 3

√
x2;
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89. y = 1 + 3

√

(x − 1)2;
90. y = (x − 2) 23 − (x+ 2) 23 ;
91. y = (x − 2) 23 + (x+ 2) 23 ;
92. y = x

2

3 (1− x);

93. y = x(x − 1) 23 ;
94. y = x

1−x2
;

95. y = x
x2−4;

96. y = x
x2+1;

97. y = 2x−1
(x−1)2 ;

98. y = 3−2x
(x−2)2 ;

99. y = x−1
(x−2)(x−5) ;

100. y = x
(x−1)(4−x) ;

101. y = x2

x2−1;

102. y = (x+1)2

x2+2x ;

103. y = (x−1)2
x2+1 ;

104. y = (x−3)2
x2−4x+5;

105. y = x2−x+1
3x−x2−3;

106. y = xe−
x
2 ;

107. y = (x+ 1)e−x;
108. y = x2e−x;
109. y = (x+ 4)2e−

x
2 ;

110. y = xe−
x2

2 ;

111. y = xe
3−x2

2 ;
112. y = (1− x)ex;
113. y = (x − 2)2ex;
114. y = x3ex;
115. y = x3e−x;
116. y = ex

x
;

117. y = ex

x−2;

118. y = ex

4(1−x)
;

119. y = ex

(1−x)2 ;

120. y = e−x

x2−3;

121. y = ex+e−x

ex−e−x ;

122. y = ex−e−x

ex+e−x ;

123. y = 2
ex(x+3) ;
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124. y = x2e−x2;
125. y = x lnx;
126. y = x − lnx;
127. y = x ln2 x;
128. y = x2 ln2 x;
129. y = lnx

x
;

130. y = x2 lnx;
131. y = 1+lnx

x ;
132. y = x

lnx ;
133. y = x

ln |x| ;

134. y = − lnx
x2 ;

135. y = ln(x−1)
(x−1)2 ;

136. y = ln2 x
x ;

137. y = lnx√
x
;

138. y = x
2

3e−x;
139. y = x

2
+ 2

x
;

140. y = 2x+ 1
x2 ;

141. y = x3

1−x2 ;

142. y = x3

1+x2 ;

143. y = x3

(x−1)2 ;

144. y = (x−2)2
2(x−1);

145. y = x+ arctgx;

146. y = (x+1)3

(x−1)2 ;

147. y = x4

(1+x)3 ;

148. y = x
2 + arcctgx;

149. y = x − arctg 2x;
150. y = x − 2 arctgx;
151. y = (x+ 2)e

1

x ;

152. y = 1 + xe
2

x ;
153. y = e

1

x − x;
154. y = 3

√

x2(1− x);

155. y = 3

√

x(1 + x2);

156. y = 3

√

x(3− x)2;
157. y = x − 2 tgx;
158. y = x+ sin 2x;
159. y = 3

√

x(2− x2).



ïÔ×ÅÔÙ

1. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 4. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 5. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ.
6. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 7. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
8. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 9. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 10. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ.
11. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 12. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
13. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ. 14. π

2 . 15. 2π.

16. 2π. 17. π
3 . 18. 2π. 19. π. 20. 2π3 . 21. π

2 . 22. 3π.
23. 2π. 24. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 25. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ
(ÓËÁÞÏË). 26. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË). 27. 1 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×). 28. 2n−12 π (n ¡ ÃÅÌÏÅ) ¡ ÒÁÚÒÙ×Ù ×ÔÏÒÏÇÏ
ÒÏÄÁ. 29. −2, 2 ¡ ÒÁÚÒÙ×Ù ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 30. −2 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË). 31. 2 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 32. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ
ÒÏÄÁ. 33. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×). 34. −2, 2 ¡
ÒÁÚÒÙ×Ù ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÅ ÒÁÚÒÙ×Ù); 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
35. x = 0, y = 1. 36. y = 1. 37. x = 0, y = −1. 38. x = −12 ,
y = −2. 39. x = 0, y = x. 40. x = −1, y = x− 1. 41. x = 0, y = x− 1.
42. x = −47, y = −57. 43. y = x. 44. y = −x. 45. áÓÉÍÐÔÏÔ
ÎÅÔ. 46. y = x+ π, y = x− π. 47. y = −π

4 ; ÐÒÑÍÁÑ x = 5 ÎÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ.
48. y = 0. 49. y = 2x, y = −2x. 50. x = 0, y = x. 51. x = 0,
y = 1. 52. x = 0, y = −x. 53. áÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. 54. x = −2, y = 1

2
.

55. x = 1, y = −x+1
2 . 56. x = 2, x = −2, y = 1. 57. x = 1, x = −1,

y = −x. 58. ymin = y(0) = −1, ymax = y(1) = 1. 59. ymin = y(3) = −1,
ymax = y(1) = 3. 60. ymin = y

(

2
3

)

= 56
9 , ymax = y

(

−23
)

= 88
9 . 61. ymin =

= y(0) = 1, ymax = y(1) = 8. 62. ymin = y(−1) = 0, ymax = y(−2) = 17.
63. ymin = y(−π) = −2π, ymax = y(π) = 2π. 64. ymin = y

(

π
4

)

=
√
2
2 ,

ymax = y
(

π
2

)

= 1. 65. ymin = y(π) = −π(3+π2)
3 , ymax = y(0) = 0.

66. ymin = y(1) = 2, ymax = y(0, 1) = 10, 1. 67. ymin = y(1) = −1,
ymax = y(−1) = 1

3. 68. ymin = y(1) = −1, ymax = y(e) = 0.
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