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4. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРИ АНАЛИЗЕ СИСТЕМ И ИХ ЭЛЕМЕНТОВ

4.1. Законы распределения дискретных случайных величин

4.1.1. Равномерный закон

Равномерный закон встречается тогда, когда все значения дискретной случайной величины равновероятны. При передаче цифровых данных, как правило, вероятности появления той или иной цифры одинаковы и имеют, таким образом, равномерное распределение.

        Если имеется n значений дискретной случайной величины, то вероятность любого из этих значений Pi  равна 
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                                  0  (n< Xi<∞).


[image: image5.wmf]               


[image: image6.wmf]               

              Функция распределения F(X) имеет ступенчатый вид с одинаковыми приращениями при каждом значении Х    
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                                                       1  (n< Xi<∞)

                                         Графики величин Pi и F(X) приведены на рис 4.1
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Рис.4.1

4.1.2. Биноминальный закон распределения (закон Бернулли)

Биноминальный закон даёт вероятность того, что в последовательности из n независимых испытаний событие наступает ровно k раз. В каждом  из испытаний интересующее нас событие может произойти с одной и той же вероятностью p, соответственно не появление этого события  q=1-p.
Вероятность того, что все первые  k испытаний приведут к появлению искомого события, а при остальных n-k испытаниях его не будет, равна pk qn-k  .

Вероятность любой другой комбинации k положительных и n-k отрицательных исходов также равна  pk qn-k    .Число таких комбинаций равно числу сочетаний из n элементов по k   

т.е. 
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 , следовательно , искомая вероятность появления k событий в последовательности из k испытаний равна :

pi =p(n1,k)=cnkpk  q(n-k )        4.3

Для заданного значения n и k=0,1,2,… n эти вероятности являются последовательными членами разложения по формуле бинома Ньютона выражения (p+q) n т.е. 

(p+q) n=cn0 p0 qncn1p1 qn-1+cn2p2 qn-2  +…+ cnk pk q(n-k) +…+ cnn pn q0 =1   (4.4)

Отсюда и название - биноминальный закон. Схема биноминального распределения впервые рассмотрена Я. Бернулли, поэтому этот закон называют также законом Бернулли. 

 Функция распределения для рассматриваемого закона имеет вид:

F(x)
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На рисунке 4.2 приведены графики величин p(n k)  и F(x) для p=q=0.5 и n=6

Функция частот pi биноминального закона, как это следует из формулы (4.3), зависит от p и n
Биноминальное распределение применяют при определении качества принимаемой продукции выборочным методом контроля, находит применение при оценке вероятности безотказной работы технических систем, работающих в циклическом режиме.
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Рис.4.2

4.1.3. Закон Пуассона
Закон Пуассона является предельным случаем биноминального распределения, когда вероятность р. осуществления интересующего нас события в единичном эксперименте очень мала, но число экспериментов n, производимых в одной серии, достаточно велико. При этом произведение n p стремится к некоторой постоянной положительной величине λ.
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Поэтому закон Пуассона часто называют также законом редких событий.

Функция частот дискретного распределения  Пуассона для целочисленных значений k имеет вид:
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Pk   есть вероятность того ,что рассматриваемое событие в достаточно длинной серии испытаний появится ровно k раз.

Функция распределения описывается уравнением:

F(x) = 
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Параметр λ. имеет различный физический смысл в зависимости от существа рассматриваемой задачи. Так , например , если рассматривается работа телефонной станции, то параметр  λ есть среднее число вызовов за некоторое время  t.
     Закону Пуассона подчиняется также число распавшихся ядер радиоактивного вещества и т.п.

     С помощью этого закона описываются такие процессы, как появление внезапных отказов в сложных системах, число отказов однотипного оборудования за данный интервал времени и 

т.п.

      Распределение Пуассона широко применяется при контроле производства  и качества продукции. Точное решение возникающих при этом вопросов даётся формулой биноминального распределения, однако если доля брака р  не больше 0,1 , а проверяемая партия большая , то решение по формулам биноминального  распределения требует продолжительных вычислений , тогда как с достаточной для практики точностью задача решается непосредственно  при помощи распределения Пуассона.

     4.2. Закон распределения непрерывных случайных величин

     4.2.1. Нормальный закон распределения

Нормальный закон распределения непрерывных случайных величин (часто называемый законом Гаусса) занимает среди других законов распределения особое положение .Его главная особенность состоит в том ,что он является предельным законом , к которому приближаются другие законы распределения при  весьма часто встречающихся типичных условиях , например , распределение суммы независимых случайных величин при достаточно большом числе слагаемых стремится к нормальному .

        Нормальный закон распределения характеризуется плотностью вероятности вида:

F(x) = 
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Как видим этот, закон является двухпараметрическим: величина m есть математическое ожидание, а величина 
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-среднее квадратическое отклонение величины Х                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

Функция нормального распределения имеет вид:
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Кривая плотности распределения нормального закона имеет симметричный холмообразный вид (рис 4.3). Максимальная ордината кривой равна 
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,  соответствует точке x=m. По мере удаления от точки m величина функции f(x) уменьшается и асимптотически приближается  к оси абсцисс правее и левее математического ожидания.
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Рис. 4.3
В случае m=0 и 
[image: image26.wmf]s

=1 распределение является центрированным и нормированным, для которого плотность вероятностей выражается формулой 
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Соответственно функция нормированного и центрированного распределения имеет вид: 
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Эту функцию часто называют стандартной функцией нормального распределения.
Функции  φ0(x) и f0(x) табулированы, при этом в таблицах даются только положительные значения аргумента. Вход в таблицу для значения аргумента, математического ожидания m и среднего квадратичного отклонения σ производится по значению величины
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Если  аргумент  отрицателен,  то  используется  четность  нормированной  плотности распределения
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Значение 
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 в этом случае определяется по формуле:
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Хотя нормальное распределение допускает возможность принятия случайной величиной отрицательного значения, это распределение часто является хорошей моделью для описания различных технических параметров, в том числе показателей надежности.
В теории надежности нормальным распределением описывают наработки на отказ элементов технических устройств, вследствие их износа и старения. В этом случае обычно наработка на отказ измеряется в часах, циклах работы и т.п., т.е. является существенно положительной величиной.

Следует также иметь в виду, что в технических приложениях обычно имеют дело с такими значениями параметров m и σ (m >> о), что возникающие ошибки являются незначительными.
В приложении 1 приведена таблица 1.1 функции нормального распределения для функции вида (4.12).С помощью таблиц вероятностей нормального закона решаются задачи определения значений вероятностей попадания случайной величины X в  некоторый  интервал (xi, xi+1) вероятностей выполнения неравенства х ≤ а или неравенства х > b.
На практике встречаются случаи, когда необходимо определить, какое значение случайной величины соответствует заданной вероятности. Эта задача решается с помощью специальной числовой характеристики распределения вероятностей, называемой квантилью.
Для действительной случайной величины X с функцией распределения F(x) квантилью порядка р (0 < р < 1) называется число Кр такое, что F(KP) < р.
Если F(x) - непрерывная строго монотонная функция, то Кр - единственное решение уравнения F(x) = Р., т.е. Кр - функция р., обратная функции F(x) .,
Кр = G(p) = F 1(р.)     (4.16)
Если F(x) непрерывна и p2 > p1, то вероятность неравенства Кр1 < х < Kp2 равна p2-p1. Квантиль K1/2 есть медиана случайной величины X. Квантили К1/4 и К3/4 называются квартилями, a K0.1  K0.2 …K0.9 - децилями.
              В приложении 1 приведена таблица 1.2 квантилей нормального распределения. Понятие квантиль и соответствующие таблицы применяются также и для других видов распределения.
                  4.2.2 Экспоненциальный закон распределения
Распределение случайной положительной величины называется экспоненциальным, если его плотность распределения вероятностей имеет вид
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Экспоненциальный закон является однопараметрическим, λ - параметр распределения, является строго положительной константой, е = 2,71828...   - основание натурального
логарифма.
Функция экспоненциального распределения может быть определена путем интегрирования функции f(x)
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 Математическое ожидание М(х) и среднее квадратическое отклонение σх экспоненциального распределения совпадают и равны обратному значению параметра λ,
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Графики плотности вероятности экспоненциального распределения и функции F(x) приведены на рис. 4.4.
Закон экспоненциального распределения нашел широкое применение в технических приложениях. Экспоненциальное распределение часто называют основным законом надежности. Он описывает надежность работы изделия в период его нормальной эксплуатации, когда постепенные отказы еще не проявляются и надежность характеризуется внезапными отказами. Параметр λ, в этом случае характеризует интенсивность отказов.
Показательный закон играет большую роль в теории Марковских случайных процессов. Экспоненциальному распределению подчиняется величина промежутка между двумя смежными событиями простейшего (Пуассоновского) потока событий. Это же распределение широко используется в теории массового обслуживания.
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Рис. 4.4
4.2.3. Распределение Вейбулла
При рассмотрении экспоненциального закона распределения было подчеркнуто, что параметр этого закона -λ, является строго положительной константой. При рассмотрении надежности технических систем этот параметр характеризует интенсивность отказов.
Однако многочисленные экспериментальные данные в области анализа надежности технических элементов и систем показывают, что в значительном числе случаев параметр λ, изменяется так, как это изображено на кривой, представленной на рис. 4.5.
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Рис. 4.5
Из этого графика видно, что весь интервал времени работы технической системы можно разбить на три периода. В начале первого периода величина λ(t) имеет высокое значение и довольно быстро убывает. Это объясняется наличием в технической системе элементов с явными и скрытыми дефектами, которые приводят к относительно быстрому выходу из строя этих элементов. Этот период принято называть периодом «приработки» («обкатки»).
Второй период - период нормальной эксплуатации, когда интенсивность отказов приблизительно постоянна и относительно невысока.
Последний период - период старения и износа, во время которого отказы элементов системы происходят за счет необратимых физико-химических явлений.
Рассмотренный ход изменения функции λ(t) может быть описан классом степенных зависимостей, имеющих следующий вид


[image: image39.wmf]1

0

0

)

(

)

(

-

=

a

l

l

a

l

t

t

       (4.20)

где λ0 и α -  некоторые  положительные  числовые  параметры,  причем  значения, α < 1, α = 1 и α > 1 отвечают поведению функции отказов соответственно в период приработки, нормальной эксплуатации и старения.
Количество отказавших за время t элементов для нестационарного потока отказов, λ(t), очевидно, равно
nотк(t)=
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Функция распределения, которая в данном случае будет означать вероятность отказа к моменту времени t, может быть записана в следующем виде

F(t)=1-
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Если теперь в эту формулу подставить выражение для λ(t) из (4.20), и проинтегрировать показатель степени, то получим:

F(t)=1-
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Соответственно плотность вероятности

f(t)= 
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Выражения (4.23) и (4.24) и есть распределение Вейбулла (в литературе [7,8] встречается также наименование "Распределение Вейбулла - Гнеденко"). Как видим, распределение Вейбулла является двухпараметрическим.

Рассмотренное ранее экспоненциальное распределение является частным случаем распределения Вейбулла, а именно соответствует значениям α = 1, т.е. описывает процесс отказов в период нормальной эксплуатации.
В прикладных задачах теории надежности [З0] распространена следующая форма записи закона Вейбулла

f(x)=
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F(x)=1-
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Сравнение с исходной формулой (4.24) показывает, что b=α и а=
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Величина b является параметром формы распределения, а величина а - параметром масштаба. В. приложении 1 приводится таблица 1.3 для определения коэффициентов а и b .Вход в таблицу производится по величине 
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На рис. 4.6 приведены кривые распределения Вейбулла и зависимостей λ(t) при различных значениях параметров a и b для закона Вейбулла в записях (4.25) и (4.26).
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Рис. 4.6
5 СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ДАННЫХ
5.1 Основные задачи, решаемые статистическими методами
В естественных и технических науках понятие "статистика" означает анализ массовых явлений, основанный на применении методов теории вероятностей. Методы статистической обработки исходных данных, разработка и использование которых апеллируют к вероятностной природе этих данных, принято называть методами математической статистики.
Кратко рассмотрим основные задачи, решаемые методами математической статистики.
Первой задачей является задача собственно статистической обработки полученных экспериментальных данных. Результатами такой обработки могут быть таблицы распределения, ряды распределения или гистограммы.
Вторая задача состоит в определении закона распределения случайной величины, статистические данные которой обработаны. Для этого по внешнему виду, например, гистограммы распределения, выдвигается гипотеза о возможном законе распределения исследуемой случайной величины, и затем проверяется правдоподобие выдвинутой гипотезы с помощью того или иного критерия согласия.
Третья задача заключается в определении неизвестных параметров закона распределения, установленного с помощью критериев согласия, с использованием тех же статистических данных.
Наконец, четвертая основная задача состоит в выборе, в широком смысле этого слова, наиболее предпочтительного поведения в условиях существенной неопределенности, обусловленной случайным характером величин, которые определяют поведение принимающего решение человека. На практике важное значение имеет статистический приемочный контроль, позволяющий дать обоснованное заключение о годности партии изделий или обоснованного выбора между двумя или несколькими изделиями (системами) или линиями поведения.
Кроме этих основных задач математической статистики, она применяется для анализа погрешности измерений и позволяет дать рекомендации о необходимой точности измерительных приборов (систем).
Статистические методы используются для установления связи между случайными величинами (методы корреляции и регрессии), исследование рядов динамики и прогнозирования изменения тех или иных параметров.
В физике и механике сложились целостные теоретические направления, использующие вероятно - статистические методы (статистическая физика и статистическая механика).В последние годы развилась новая отрасль знаний теория распознавания образов, позволяющая идентифицировать те или иные процессы, явления или изображения, относя их к определенному классу явлений.

5.2 Вариационный ряд, гистограмма и эмпирическая функция распределения
Исходным пунктом любого статистического исследования случайной величины X является совокупность из n наблюдений, в результате которых величина X принимает значения X1, Х2,.-.Xn Заметим, что среди этих значений некоторые могут быть и одинаковыми. Если эти значения охватывают все N возможных однотипных объектов, подлежащих исследованию, т.е. n = N, то это множество объектов называют генеральной совокупностью.
В том случае, если имеется такая совокупность n наблюдений, что n < N, то она называется выборкой, а величина n - объемом выборки.
На практике чаще всего имеют дело именно с выборкой, поскольку обследование всей генеральной совокупности бывает либо слишком трудоемко (слишком большое N), либо принципиально невозможно (в случае бесконечных генеральных совокупностей).
Выборка должна быть представительной (репрезентативной), т.е. она по своим статистическим свойствам должна отражать, представлять свойства всей генеральной совокупности.

Для наглядности полученный вариационный ряд преобразуют следующим образом. Ось абсцисс делят на интервалы (xi, xi+1) длины 
[image: image50.wmf]D
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Длину интервала следует выбирать такую, чтобы количество интервалов не было большим, но и не настолько малым, чтобы не искажать особенности распределения статистических данных.
Приближенно длина интервала может быть определена по формуле
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После разбиения вариационного ряда на интервалы определяется значение статистической плотности распределения для каждого i-гo интервала
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где
[image: image53.wmf]n
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-число значений членов вариационного ряда, попавших в i-й интервал. Чертёж значений 
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, отложенных для каждого интервала, называется гистограммой частот. Статистическая плотность распределения 
[image: image55.wmf])

(

*

x

f

 является аналогом плотности распределения непрерывной случайной величины и имеет размерность, обратную размерности случайной величины Х:
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Частость, отображающая вероятность нахождения величины Х в i-ом интервале, равна 
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Аналогом теоретической функции распределения F(x) является эмпирическая функция распределения 
[image: image58.wmf])
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 случайной величины Х.
В том случае, если экспериментальные значения случайной величины xi сгруппированы, функция F*(x) определяется соотношением
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где n(х) число чисел вариационного ряда, удовлетворяющее неравенству хк < х Для случая группированных данных 
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или
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[image: image60.wmf]i
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 - число значений членов вариационного ряда, попавших в i-й интервал;
Здесь 
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 - частость, соответствующая i-му интервалу разбиения (5.4). Из определения эмпирической функции распределения непосредственно следует часто используемое другое название - накопленная частость. 

5.3. Полные и усеченные (цензурированные) выборки
На практике при организации наблюдений или испытаний систем и их элементов, например, при регистрации отказов техники, могут встречаться различные ситуации, отличные от простой регистрации результатов испытаний при фиксированном числе объектов.
Характерны в этом плане наблюдения за отказами элементов систем в процессе эксплуатации объектов, например летательных аппаратов. В этом случае, как правило, нет возможности так организовать эксплуатационные наблюдения, чтобы получить данные по надежности необходимого вида и в достаточном количестве.
В этом случае по тем или иным причинам производится прекращение эксплуатационных наблюдений.
Прекращение эксплуатационных наблюдений объекта до наступлений отказа называется цензурированием.
Выборка, которая формируется из обоих видов реализаций, т.е. содержит значения наработок до отказа и неполные реализации, называется цензурированной выборкой.
Могут быть однократно и многократно цензурированные выборки. В однократно цензурированной выборке значение времени цензурирования 
[image: image62.wmf]Q

 для всех, не достигших времен отказа изделий одинаково, причем
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≥tоткmax, где tоткmax - наибольшая наработка до отказа изделий полной выборки. Многократно цензурированная выборка характеризуется значениями наработок до цензурирования, не равными между собой.
На рис. 5.1 приведена неранжированная временная диаграмма моментов отказов изделий для случая полной выборки. Для этого случая среднее значение времени отказа равно
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На рис.5.2 изображена неранжированная диаграмма однократно цензурированной выборки. Из общего числа N изделий у  n  изделий  зарегистрированы  отказы,  а у N – n изделий прекращены наблюдения (произведено цензурирование) при t = 
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Для этого случая цензурированной выборки среднее значение времени отказа равно
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Вывод этой формулы с использованием метода максимального правдоподобия будет дан в п.6.2. Сейчас отметим, что второе слагаемое в формуле (5.9) учитывает то обстоятельство, что о N - n изделиях информации об отказах нет, но известно, что эти изделия до t ≤ 
[image: image67.wmf]Q

 не отказали.
Более подробно вопросы однократного и многократного цензурирования будут изучаться в специальных учебных дисциплинах. 
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Рис. 5.1

[image: image69.png]



Рис. 5.2

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО ДАННЫМ ВЫБОРОК
6.1. Метод моментов
Для  определения параметров распределения исследуемой случайной величины  используется метод моментов. Понятие момента широко используется в механике для описания распределения масс (статистические моменты, моменты инерции и т.д.), действия силы на рычаг и т.п.
Частости, отражающие вероятность нахождения случайной  величины  X в i-ом интервале, можно рассматривать как силу, приложенную к середине i-го интервала.
Чаще всего на практике применяются моменты двух видов: начальные и центральные. Начальный момент порядка S выражается формулой
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где 
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Хi - расстояние до средины интервала от начала координат (отсюда и название - начальный момент). При S = 0 
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т.е. начальный момент первого порядка есть математическое ожидание исследуемой случайной величины.
Центральные моменты - это моменты относительно математического ожидания 
[image: image74.wmf]*
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 . Центральный момент порядка S выражается следующей формулой
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при S = 0 
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s = 1, т.е. нулевой центральный момент равен единице. при S=1 

[image: image76.wmf]0

)

(

*

*

1

*

*

1

*

*

*

1

1

=

-

=

-

=

-

=

å

å

å

=

=

=

x

x

p

x

p

x

P

x

x

k

i

i

k

i

i

i

i

k

i

i

m

   (6.4)
т.е. центральный момент равен нулю 

при S=2
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Второй   центральный   момент   равен   дисперсии,   которая   характеризует   разброс случайной величины около математического ожидания. 
Как известно        
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Математическое ожидание и дисперсия (или среднее квадратическое отклонение) -наиболее часто применяемые характеристики случайной величины. Для более подробного описания распределения применяются моменты высших порядков. Третий центральный момент служит для характеристики асимметрии, а четвертый центральный момент служит для характеристики "крутости" плотности распределения. При необходимости с этими характеристиками можно ознакомиться в литературе по теории вероятностей.
6.2. Метод максимального правдоподобия
Метод максимального правдоподобия - это один из методов нахождения статистических оценок неизвестных параметров распределения. Предполагается, что результаты наблюдений x1, х2,...хn являются взаимно независимыми случайными величинами, принадлежащими одному закону распределения вероятностей.
Рассмотрим случай, когда распределение вероятностей зависит от одного параметра ν. В качестве оценок выбирают то значение параметра ν, при котором полученные результаты "наиболее вероятны".
Смысл принципа "наибольшей вероятности" рассматриваемого метода заключается в следующем.
Вводится функция
L(xb x2ν. .xn ν,) = f(x1,ν)-f(x2,ν).. .f(xn,ν),            (6.6)
где f(xi,v) в случае непрерывного распределения есть плотность вероятности рассматриваемой случайной величины X, а в дискретном случае есть вероятность того, что случайная величина X примет значение xi.
Функцию l(x1, x2,...xn,ν) называют функцией правдоподобия. Оценкой максимального правдоподобия параметра ν называют такое его значение 
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 при котором функция l(x1, х2,...х,ν) достигает наибольшего значения.
Для удобства определения максимума функции l(x1, х2,...хn), рассматривают логарифм этой функции InL, так как максимум InL и максимум самой функции L совпадают.
Уравнение   
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называют уравнением правдоподобия. 

Учитывая формулу (6.7), получаем:
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Проиллюстрируем применение метода максимального правдоподобия на нескольких примерах.
Пример 1. Наблюдалось N изделий, из них n изделий отказало. Искомый параметр       v = Р - вероятность безотказной работы.
Функция правдоподобия
L(n,P) = PN-n (1-P)n             ( 6.9)
Уравнение правдоподобия
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Дифференцируем
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Разделив каждый член на PN-n-1(1-P)n-1 ,получим
(N-n)(1-P)-P n=0,   откуда N-n=NP  и оценка
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Пример 2. Имеем x1,x2,…xn случайных величин (наблюдений), распределение которых
предполагается экспоненциальным, т.е. 
[image: image86.wmf]x

е

x

F

l

-

-

=

1

)

(

 и 
[image: image87.wmf]x

е

x

F

l

l

-

=

)

(

. Определить параметр 
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 этого закона по значениям экспериментальных данных. В соответствии с формулой (6.8) имеем
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Отсюда непосредственно получаем: 
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Так как для экспоненциального распределения 
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Пример 3. Наблюдается N изделий. За период наблюдений 
[image: image93.wmf]Q

 зафиксировано n отказавших   изделий  при  значениях наработок
t1,t2,.-.tn, при этом (ti)max < 0. Таким образом, имеет место цензурированная справа выборка. Распределение, как и в предыдущем случае - экспоненциальное.
Для n значений ti < 
[image: image94.wmf]Q

 каждому ti можно в соответствии с (6.6) поставить в соответствие значение плотности вероятности f(ti.λ) Для каждого же из неотказавших изделий мы можем утверждать, что вероятность его отказа после t > 
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 равна 1 - F(
[image: image96.wmf]Q

), а для всех   N-n неотказавших изделий равна [l-F(
[image: image97.wmf]Q

)]N-n.
Таким   образом,   для   случая   цензурированной   выборки   функция   правдоподобия запишется в следующем виде 
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Составляем уравнение правдоподобия 
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Для экспоненциального распределения 


[image: image100.wmf]lq

l

l

l

-

-

=

Q

-

=

е

F

и

t

е

i

t

f

1

)

(

.......

.......

)

,

(


Отдельные члены этого уравнения определяются следующим образом:
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Таким образом, получаем
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Откуда         
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Приведенные примеры показывают, что метод максимального правдоподобия является хорошим инструментом для обработки различного рода экспериментальных данных: для полных и цензурированных выборок, для дискретных и непрерывных случайных величин.
7. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ О ХАРАКТЕРЕ ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ
7.1. Постановка задачи статистической проверки гипотез

Статистическая проверка гипотез - один из основных разделов математической статистики, в котором рассматриваются методы статистической проверки между статистическими данными и гипотезами об их вероятностной природе. При этом можно выделить два основных направления: проверка, принадлежит ли данная статистическая совокупность данных какому - то вероятностному закону распределения, и при наличии двух различных статистических данных определить, принадлежат ли они одной генеральной совокупности (одному распределению).
Постановка задачи первого направления состоит в следующем.
Предположим, что в результате эксперимента получена выборка x1,х2,...xn из генеральной совокупности с известной функцией распределения F(x). По экспериментальным данным строится эмпирическая функция распределения F*(x), которая естественно является ступенчатой (рис. 7.1).
Статистической гипотезой называется любое предположение относительно вида теоретической функции распределения F(x), сделанное на основе выборки.
На рис.7.1 приведена предполагаемая функция F(x). Заметим, что практически о виде теоретической функции распределения удобнее судить по гистограмме частостей, построенной по экспериментальным данным.
Проверка статистической гипотезы заключается в выборе решения: принять гипотезу или отвергнуть ее.
Обычно предполагают, что имеются две непересекающиеся гипотезы. Н0 и Н1. Гипотезу Н0 будем называть основной, а гипотезу Н1, - конкурирующей или альтернативной. Заметим, что выбор, какую гипотезу принять за основную, а какую за альтернативную, условен. Однако, как правило, удобно основной гипотезой Н0 называть конкретное предположение о виде теоретической функции распределения или предположение, важное с точки зрения решаемых практических задач.
Задача проверки статистических гипотез состоит в том, чтобы на основе выборки х1,х2….хn принять (т.е. считать справедливой) либо основную гипотезу Н0, либо альтернативную гипотезу Н1
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Рис.7.1

В настоящее время имеются специальные программные средства, позволяющие проверку статистических гипотез производить автоматически [4].
Второе направление проверки статистических гипотез состоит в выяснении принадлежности двух выборок одному распределению. В этом случае, имеем, например, две статистические выборки    (Х)=х1 х2 …хк            (Y)==y1 y2…yl 
Возникает вопрос: принадлежат ли эти две выборки одному распределению (основная гипотеза Но) или это разные распределения (альтернативная гипотеза h1). Такая ситуация может, например, возникнуть по данным об отказах по одному агрегату, но на разных авиатранспортных предприятиях, или сделанных  на разных заводах; или проведенных в различных климатических условиях и т. п.
7.2. Критерии согласия
Статистическим критерием называется правило, позволяющее, основываясь только на выборке 
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, принять либо основную гипотезу Но, либо альтернативную h1 
Поскольку принятие основной Но или альтернативной h1 гипотез основывается на выборке, состоящей из случайных чисел, 
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 то при любом критерии ошибки будут неизбежны.
При двухальтернативном выборе (либо Но, либо h1) возможны четыре исхода:
принята гипотеза Но и эта гипотеза верна;

принята гипотеза Но, хотя она неверна;
принята гипотеза h1 и эта гипотеза верна;
принята гипотеза h1, хотя верна гипотеза Но.
Из четырех выводов два являются ошибочными.

Ошибкой 1-го рода называют ошибку отклонения основной проверяемой гипотезы Но, когда она верна. Вероятность этой ошибки обозначают через α
Ошибкой 2-го рода называют ошибку принятия гипотезы h1, когда верна основная гипотеза Но. Вероятность ошибки 2-го рода обозначают через β.
Вопрос о том, какую из гипотез принять за основную, а какую за альтернативную, лежит вне области статистики и, в определенном смысле, этот выбор является произвольным. На практике обычно за основную гипотезу Н0 принимают ту, когда важнее избежать ошибки 1-го рода.
При фиксированном объеме выборки обычно задаются величиной α - вероятностью отказа от основной гипотезы. Эту вероятность называют  уровнем значимости
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Выбор величины α зависит от сопоставления потерь, которые могут быть понесены в случае ошибочных заключений в ту или другую сторону. Чем весомее потери от ошибочного отвержения основной гипотезы Но f тем меньше выбирается величина α. Чаще всего это затруднительно, поэтому пользуются стандартными уровнями значимости α: 0,1; 0,05; 0,025; 0,01; 0,005; 0,001
Наиболее распространено значение α = 0,05.
Чем серьезнее последствия ошибки первого рода, тем меньшим должен быть уровень значимости, однако за понижения уровня значимости расплачиваются увеличением вероятности ошибки второго рода.
В связи с этим сначала назначают уровень значимости а, а затем выбирают такую процедуру проверки, которая обеспечивает минимальное значение β. Единственный способ одновременного уменьшения ошибок α и β - увеличение объема выборки n.
7.3. Применяемые критерии согласия 
7.3.1. Критерий согласия Пирсона (критерий 
[image: image110.wmf]c

2).
Критерий согласия Пирсона является одним из наиболее часто применяемых критериев для проверки согласованности теоретического распределения и статистических данных.
Пусть произведено N независимых опытов, в каждом из которых случайная величина X приняла некоторое значение xi (i = 1,2,... n). Результаты опытов сведены в К
интервалов (групп) и построена гистограмма частот или гистограмма частостей. 
По внешнему виду гистограммы можно высказать предположение о виде теоретического закона распределения, которому подчинены экспериментальные данные. Это предположение является основной гипотезой Но.
Если 
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 - . число значений величины в каждом интервале, то частота попадания в каждый интервал 
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Зная (или предполагая) теоретический закон распределения, можно определить (по таблицам или расчетом) теоретические значения вероятностей попадания изучаемой случайной величины в каждый из интервалов. Если есть данные о теоретическом законе распределения, то теоретическая вероятность попадания случайной величины в i-й интервал равна 
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Здесь f(xi+i) - значение функции распределения у правой границы интервала и f(xi) -соответственно у левой границы (в начале интервала), определенные по таблицам или расчетом..
Согласованность теоретического и статистического распределений определяется мерой

расхождения в виде суммы квадратов отклонений значений 
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В этой формуле Ci - некоторые весы интервалов. Пирсон предложил в качестве весов использовать отношение 
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Пирсон показал, что при таком выборе величин Ci при больших значениях объема выборки N величина U практически не зависит от вида закона распределения F(x) и от величины N, а зависит только от числа интервалов К
Полученная таким образом мера распределения обычно обозначается 
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Учитывая формулу (7.2), получаем:
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Значение 
[image: image121.wmf]2
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 зависит от числа степени свободы  
r=k-s          (7.8)
Здесь k - число интервалов, s - число независимых условий (связей), наложенных на распределение 
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 (соответственно pi). Эти условия следующие: 
-обязательное условие   
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-условие совпадения средних значений 
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 ,т.е. теоретическое распределение подбирается таким образом,
чтобы совпали теоретическое и статистическое среднее значение;
- условие совпадения дисперсий (среднеквадратических отклонений)
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Так как первое условие всегда должно иметь место то:
r =k-1-l     (7.9)
где l - число параметров, определяющих теоретическое распределение.
Например,   для   экспоненциального   закона   l = 1 ,   т.к.   экспоненциальный   закон определяется одним параметром распределения – λ.
Для нормального закона   l = 2, т.к.  параметрами нормального закона являются математическое ожиданий m и среднее квадратическое отклонение 
[image: image127.wmf]s

 (или дисперсия D).
Для распределения Вейбулла l= 2 , это а - параметр масштаба и b - параметр формы. Таблицы значений 
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2 составляются с двумя входами: число степеней свободы r и доверительная вероятность (уровень значимости ошибки 1-го рода) α, или величина 
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Таблица значений 
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2 приведена в приложении 2.
7.3.2 Критерий Смирнова
Критерий Смирнова - непараметрический статистический критерий, применяемый для проверки гипотезы об однородности двух выборок.
Пусть x1,x2,...xn и y1,y2,...ym- взаимно независимые случайные величины. Проверяется гипотеза Но, согласно которой обе выборки принадлежат одному и тому же распределению.
Для применения критерия Смирнова строятся статистические функции распределения 
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 и находятся наибольшие значения из возможных отклонений этих функций 
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Гипотеза отвергается , когда Dm.n
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Значения 
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 при заданных уровнях значимости приведены в таблице
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