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�	�����
��� ���������� ���	� (0, 1) � (0,+∞)�

������� ��� ������� �������� ������������ �� ��������� ��	�	
�
��������� !� ����
��� 
� ��� �������	�� "���	�� �������� �����#
����� ������ ����$� ���������� "���� A ���������� B� � � B �����#
����� A$ � ��
�����	�� "���� A ���������� B � B ���������� C� �
A ���������� C$� %��&���� ����������� �� �� �� 
� ������ ����#
��� � ���� ��
 (1,+∞) � ��
���� ��������
���� ���������

'�( ������ �� ��������)

• *������� �������
��� �����	����� ����& ����& � �	���� �����#
����� �������� ���� ��	������� ������ ���� ��	�� "� �����
	���� ��������� � ���	�& �����	����� ��� + �������� �������
���� �� ������ ��� �	�����) ��������� �����	����� ��� ��
�	��� ����& ��������� ������ ��������� �� �	��� �	���� �
������ ���� ��	�� � �����	����� ��� 10101010 . . . � ��������

(��� 
�����$

• *������� �������
��� �����	����� ����& ��,� 0� 1� 2� 3 �����#
����� �������� �������
��� �����	����� ����& ��,� 0 � 1� "�
����� 	���� ����� ����	����� ��,�� 0� 1� 2� 3 �������� 00� 01� 10�
11� -������ �������������� �������� �����	����� ��� ����& �
�	���� �� ����� ����� 
��� ���	�� ���� ��������� �� ��,�� � 0
	� 3�$

• *������� �������
��� �����	����� ����& ��,�0� 1� 2 ��������#
�� �������� �������
��� �����	����� ����& ��,� 0 � 1� "*����
���� �� ��� �� ������	� ��) �� �������� ����+
��� ���	�
	���� ���������� �	��& � �& �� �������� � ����� ����������
���	��� �� ���� !� ����� � �� ��( ����� ����	����� ��,�� 0�
1 � 2 �����	����� ������ 0� 10 � 11) ����� �������� � 
� ������
�����	����� ��� ����& � �	���� �	�����
�� ���������� �� ����
����� ����� �������� .���& ������ ��	�������� ������+ ���,���#
��� ��	���$

• /����� � �����	����� ������ ����& � �	���� ����� ������ )
�������� ��	������� �+���� �������� U "��� ���
�� ������
�#
��� P (U) � ��# �����&��� ��������� 01234 536$ ���������� �����#
��� ���� ,�����&� ������ ���� � ��������� ���	��� �������
x ∈ U �	�� �� 
���� 0 � 1 "�������� ���� ,�����& ���
�� ������#

�+ 2X$� "� ����� 	���� ���	��� �������� X ⊂ U ���������
��� ����������
����� ,�������$
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�������� �������� �������� ��	 ��� �����
���� 
������� N �����
������� �	��� �� ��� ��	 �!� 
���� �������	�� � �	�� {x0, x1, x2, . . . }
����� xi " ���
���� ���������#�	$ �	�� i% ��������	� ���	
�� �����
������� ��� ��� �� xi ����	�����

&���	
��� 
������� '���� �	�� Z ������ ��� ��� '���� �	�� 
����
�������	�� � ���������������� 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .

������� (� ��	 
���������� �������� �������� ������� ���
�������

��	 ������ ����������� �������� ������� ������� ������������
��	 ����������� ��������� ��� �������� ����� �������� ��� �������

������� ������� ��� �������

��	�
��������� ��� )��� B " ���
������� �����!� 
�������
A = {a0, a1, a2, . . . }� *�+��	
 	� ���������������	 a0, a1, . . . �� ������
������� �� ��	�������� B ������  ��� ��� ����,	� �� -�!�� ����,	�
� ����� �+����#� �	+� �������# ���������������� �	 ��!��B ���������
�	+� +��������# �	 ��!�� B �������

�+� )��� A +��������� -�!�� ��� ������ 	 �����	� ��������$ ����

��� b0� .����	 +��������
� 
������� A �� 	��������� ���
����
 b0
" ����
�
 ����$��	+��� ���!�$ ���
��� b1� 	 ���� )����	� ���������
�������� b0, b1, . . . % �������	� �� ������� �	 �� ����
 ,�!�� ��������
A +��������� -����� 
������� B = {b0, b1, . . . } 	 +���� 	��
�
 �����

���
�������
� �/�
��	
� ���B ���� �� �+ ���� ��������  A� ���� ��	
A �������

��� )��� 	
��� ������ �	�� ������ 
������ A1, A2, . . . 0������
�	� ���
���� �����!� 	� �	� ���� ������� � ���������������� �Ai =
{ai0, ai1, . . . }� 	 ��
��	� ��	 ���������������	 ���! ��� ���!�
� �����	

��+�	'�

a00 a01 a02 a03 . . .
a10 a11 a12 a13 . . .
a20 a21 a22 a23 . . .
a30 a31 a32 a33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
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a00, a01, a10, a02, a11, a20, a03, a12, a21, a30, . . .

���� ��������	 Ai �� �������	����� �� �� �������� ������� ������	������
��� �� �
 ��������! ���� �������	����� �� �� ����������" ��������	�����
����� �	�� ��
������ ����������!

���� �������� �������� ����� ��� �	������ �� �������� �������� �� �
���" ���������� �	��� ������ �� 
���� # � ���	����� ��
� ��������� ��
�
��$���� ���������! �

%���	���" ������ �� ��	���	��� �	�	$� ��	���� ������	���� ��������
����� ����� ���������� ���� �	� �	���	����� ����� &������� �
���	�	����
N× N' � N!

���������� ( ���	�	�������� ����������� &
' ������� ) ���� �����" ���
����� �	 �	���� *	�� �� ������ ��
�	�� ���� �� ���	�*���� ���������
��������	 A+ �	��� �������� ����� �� � �	� ��� ���	���� ��	���	� ������
��,-��� �	��" ��
�� ����	��! .�� 
���� /���	����� ���������� ������
�������� ��� ����� ����	���� �	 ����	����, 	������� �	���	���, �����

���� 	
����! 0	�������� ���" 	������ �����	�	 
���*�� ����� � �	�	��
)1��� ���	� �� ���������� � ��" ��������� � ��� ����� ��"�	� ����� �� ����
������	,���!

�-$ ��������� �������� ��$���� ���������

• 2�������� Q �	���	����� ����� ��$���! ( �	��� ����� �	���	���
��� ����	 ������	���,��� ������	������ ���
��� � ���� ������
����� � ��	���	�����! 2�������� ���
�" � �	���� ��	���	�����
��$���� ������� Q ������	���� � ���� �
 �������� ��$����� ����	
��$���� ��������! %������� ��� ��������� R ���� ��"�����������
����� ����$���!

• 2��������Nk� �������	�� �������� ����,��� �	
��� �� k �	���	���
��� ������ ��$���! 3�� ����� ���	�	�� �������" �� k! .�� k = 2
���������N2 = N×N �	� �	���	����� ����� �	�
��	���� �	 ��$����
����� ��$���� �������� {0}×N, {1}×N, . . . &�������	�� i��� ������
���	 
���� �	��� �����" ���� ������� �	��� i'! .������ N2 ��$���!
4�	�������� �
�	��� ��������� N3 ����� �	���	����� ����� �	��

��	���� �	 ��$���� ����� �������� {i} × N × N! 5	���� �� ���
������� �� ������ �����" ���� ������� /�������	� � ������ �	����
��-�� ��������� N2� ������� ��$���! ����� �	� �� ����� ����"��
�� ��$������ ��������	 Nk � ��$������ ��������	 Nk+1!
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������	 ������������������ ����������	 �����
������� � ����� ����� ��������� ���	 ������������������ ������
����� ������ �
�
 �� ����
� ��� �������� ��
 ��� ������������ ���
��������� ��� ������! �� ������� ����� ������	 ���������

• � ��������� ������ �� � !�������� "������� � ����������	 ���#
��	 $ ����� ��!�� �� �� ������� ���� 
�������� ���������� %���#
���� ��������� ���	 ��
����� ����������	 ����
�� ��&���� ���
��
��
�� ����� ������� 
������� ������������������  �
�� �� �����
���
�� �������! � ����� ������' �� �� ����� ����� �	�
��� �
��������� ���� ��������� 	����������� �������� � ����

• (�������� ���������
�	 ��� �� ������� � ����� ����� ��
�! ��� �
�����  ��� ������� 
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������! ����������������� ��������
�� 
������"� ��������� ���!��!� )�&��� �
� 
��' �������� ��� �
0,16666. . . ����� ������� 
�
 0,1(6)� * ��
�	 ������������������
������� ����������

������� +� ���� ����	�
�� A �	���	���� � ����	�
�� B ��	���

��� ���
��� 
� ���	���	��	 A ∪ B ���������� A�

��	�
��������� ����� �������� ��� B �� �����
����! � A ������#
����� ����� �� ������ �� B� ��������! �# ������� 
������� ��� �������
�����������

������� � A ������� ����������� P ' ������
 � ������� �����Q� ,�"��
��� ���� ��
������ ���B+P +Q ���������� P +Q ����
 + �������������
� -�������� �������
����	�! ���������� .��
���
�B + P � P � � ����#
��� ����� ���� ���������� ������� ����������� ������������� /"� ��"
�
��������� �� �����������! ����� B + P + Q � P + Q �
����� 0������
��������� Q ������������� ��� �� ��� �

,������ + �
�������� ��� �� ������� ������"� ��������� 
  ��
������#
�� �� ���!�� �"� ��������� ����� �� �
����� �� �� ����� �� ��������1
2�
������ ��� ���� A  ��
������ � �� !��!���! �������� � B 
������ ���
������� �� A \B ���������� B�

2� ���!! 
������� ��� ������� ���������� ��"
� ��!��� ��� �!��!�
��� �������
� �� �!��� ������
�� ���������� �������������� ����� �	

������� ��� ������� � -�������! � ��� ���������� ���" ���"��

������� 3� �
�	�� [0, 1] ��������	� ����	�
�� ��	� �	���	����

����	����
	�����
	� ���	� � 	������

��	�
��������� � ����� ����� 
����� ����� x ∈ [0, 1] ����������!
� ����  ��
������� �������� ��� �� .����� ���
 0��� ��� � ����� 0 ��� 1



��� �����	
 ���
���� ��

� ����������� �� ��	�
 ������� �� ����� x � ���� ��� ������ �������
�� ������� ����� �������� �������� ����
 ���� ��������� ��������
������� ����� ������� � ���������
 ���� ������� x
 � ����

��� � ���������� ����� ������� � ���	�� ������� ��������������
��� x0x1x2 . . . ����������� �����
 !��!���! ������ �!��

x0
2

+
x1
4

+
x2
8

+ . . .

"# $��� ��������� �� ��������� ������� %���� �� �����������	�
�������
 ��� � ���������� & ��� �������� �������� �����������'
�����(

)������� ���������� ���� ��� � ����� ������� ���������� ��������
��*�������� ����� "����� ���� m/2n( ���� ��� ����������!� +��
�����
 ����� 3/8 ����� �������� ��� � ��� 0,011000. . .
 ��� � � ���
0,010111. . . ,��������� ����� ������� �����������
 ��� ��������� ����
�� � ����*� � ������ +� ����' ����� ������ �����
 ��$���� �� ����
����� $�� � �����!�� �

# $��� ������������ ����� ���� �� ������������ ��� ��������
��!����� ����� ����� �������'� -��������� ��
 ��� ������ [0, 1] ����
������ �������� ��' ��������' ���������������� *�%�0, 1, . . . , 9�
����� ����� ������ � ���������������!� ���� � ����*
 ����� ����
�����������! �������
 ��������� �� �� .�

/��� ��� 	����� ��! ������������� ����	� ����������	� %���� 

������� 0� ������� ��	 �
����
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	�	��
 	�������

��	�
��������� 1������ ��������� �������� [0, 1] × [0, 1] ���
�����������' ����
 ����� �� ������' ���� �� ����� [0, 1] "����
���������(� 2� �� ����
 ��� ����� ���� �� ����� ����� 	������� �
���������������!' ���� � ����*� )������� �������
 ��� ��� �������
���������� ���� � ����* 〈x0x1x2 . . . , y0y1y2 . . .〉 ����� ��������� � ���
�������� ��������������������� x0y0x1y1x2y2 . . . � ��� $�� ����������
���� ������� ������������ �

3� ����� 0 �	�� �������� ���	� ���	�' ��������� ��� ���������
����� 	���������' ��4���� ���	 ��������� ����������
 ��!��! ����
������� ��������� � ����

2���� ���� �������
 ��� ������������ "����� ������	� �������! ���
�! ������������ 〈x, y, z〉( ���������� ��������� "���� ������������ ����
〈x, y〉 ����� ������(
 �
 �����������
 ��!���� /� � ���� ����� �����
���� � ��! ����������� ����5� �����������
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#������� #����� ���� ����%�� ��������! ���! � ���������
��������"� #����#�� & ��� '�#����� �
#�������� ��"�� ��� ��������
����(� �#�"�"�)
*���#%�� ��� ��������A �� �������� �� ������ ��������B� ���� ��

#����� � �����#��� 
���������� ��������B ��������� ������B��
���(��� ����� � ����(�! �� ���� �������� ��"��� ��������	�
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• ,��� A � B #����� 	� �� A ����� � ����(�! �� ����� ��� B�
����������

• ,��� A ����� � ����(�! �� ����� ��� B� � B ����� � ����(�!
�� ����� ��� C� �� A ����� � ����(�! �� ����� ��� C� �-���
������� .���� A �������% �� ������ �������� ������������
� B′ ⊂ B� � B �������% �� ������ �������� ������������ �
C ′ ⊂ C� -�"�� 
#� ���#�� ������������ B′ ������������� �����#���
�������� C ′′ ⊂ C ′ ⊂ C� � 
����� A #����� � C ′′��

• ,��� A ����� � ����(�! �� ����� ��� B� � B ����� � ����(�!
�� ����� ���A� �� �� #����� 	� �/�� ����� � �������� ����#�
����� �������%�� ����#���� ���#��	 0���#��1�#(����� �����
#�! �	 ������ ���������

• 2�% �!�	� ���� ������� A � B ��#� ����% �	� ��� �� ����+ ����
A ����� � ����(�! �� ����� ��� B� ���� B ����� � ����(�!
�� ����� ��� A� �2������������� 3��"� '���� �#����� ��� ��	����
��� �#��'����� ������� � ����� 
#�������% � ��#��

������� 4 �0���#��1�#(������ ���� ��������� A ��������� ��


	������� ������������ ��������B�  B ��������� ��	������� ���


��������� �������� A� �� �������� A � B ����������

2������������� �������� � ������ � �	 �"� �
������
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����� ��

������� ���	��� 
 �����	��� �����	����� �������	 ������	����	��
�����������	�� ��������� ���� �� ��	�� ������	�� �	� ������ � ��� �
����	����	�� ����������� 	� ���	�	���� ����	�	�� �	� �� ������� �����
������	� �������� ���  !���	�	���� ��������"� � �� ���� # ��������
������$

������� ���% � ���� 	������ ���	���
�����	���� ����&��% � ������� �
��������� ������	�$ '�% ������ ������	� A � B 	����	������ ���(	�%
��	��� ���������	��

• A ���������� ����	��� ���	� B� � B ���������� ����	��� ��

�	� A$  ) *	�� ������� ��� �� ������ ������	�� ����������$"

• A ���������� ����	��� ���	� B� �� B �� ���������� ������ ��

�	� A$ ) *	�� ������ !����%	� �	� A ����� ������	 �
��
���

��� B$
• B ���������� ����	��� ���	� A� �� A �� ���������� ������ ��


�	� B$ ) *	�� ������ !����%	� �	� A ����� �
����	 �
��
���

��� B$
• +� A �� ���������� ������ ���	� B� �� B �� ���������� ������

���	� A$  ,	�	 ����� �� ����� ���� ����������"$

-���	��� �	� �� ��� ���!� !������ � ��������� ������	�� �� ������

�������% �	 ���������% ������	� ������	�� ��� �����	�%	�����!� ��.

��	�� � 	����� ���������� ������	� ������ ������	�$

��� ��� ������ �� ����� ���	����%	� ����������� |A| ��% ������	� ���

���	�� A ��	% �� ��� �������	� ����� |A| = |B| �������	� �	� ������	��A �
B ����������/ |A| ≤ |B| �������	� �	� A ���������� ����	����� ������

���	�� ������	�� B� � |A| < |B| �������	� �	� A ����	 ������( ������	��
��� B  ��$ �$ 01"$

����������� ������ ������������� ����������� ������	�  �� ��� ���
	���!� ������� � ��� �� ����2" ��&	 ���!�������% ����	���3�% ���	���$

������� 4  ���	���"� ��
�����
 ����
������ �
����
�������
����

����� � ������ �������
�

��	�
��������� 5����������� �	� ��� ��&	��$ ��!�� ��� ���������

	������	� ���� � �����3 ����� ������������	�� α0, α1, . . . 6��	���� ���

�������( ���� 	����3�� �	������ ��	��� ����	 ���� ���������	������	��

α0 = α00 α01 α02 . . .
α1 = α10 α11 α12 . . .
α2 = α20 α21 α22 . . .

$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $
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������ αij �� �	��
����� j� ���
 i�  �������������
������ ������ ����
������� �������������
����� �	������

�� �������� 
� �����
��� ����

��� α00� α11� α22� . . . � � i� ���
 ���� αii � ��������� � i�� ���
�� i�
�������������
����� !���
�� ��� ���
� 
� �����������"
��� �� �������
�������������
���� β� � #�����

βi = 1− αii,

��# ��� �������������
���� β ���������� �� ��	� �� �������������
��
��� αi �� ����$�� i� � ������ ����������� � ��	��$�� % �� ��������"����
��� ��	��$� �#������ � ��	� ��� �������������
���� & ������������� �

'� (�� ������� �������� ��� �
�"����� R ����������
�) ����� �#����
���� #�# �� ������� ���
����
� �
�"����� �������������
���� 
��� �
���
�$� 
��� �
��

*��
 ��� # �����
���
� #�
����#$��� +� �
���� ��� �
�"����� ������
��������
���� 
��� � ���
�$ ���
����
� �
�"����� ����
�"���� 
����
����
��� ���� �#�"���� ����
�"����� ������������� ��� )���#����������
�#�� �������������
����� � #����� ���
�$� ����� 
� �����) �� (���� ����
�
�"������� ,�(���� ��"
� ����-������������ (�� ������� ��#.

��������� N �� 	
�������� �������� ����� ������������

/�#����������� ��#"� ��"
� 0�� �� 0���� ��������� 
� ��#� ���#. �����
�
� ���
����
�� ����� ���� �����
� ��
��
��
�� ������������ i �→ Ai ��"�
�� 
�������
��� ������� � ����
�"������� 
�������
��� ����� /�����

���
�� �������������
���� � (��) �����
�) ������������ ��	� �
�"�����
��) i� ��� #�����) i ∈ Ai� � �������������
���� β� ������������0�� � �����
�����
��� ������ 	���� ��� �����
�
��� �B = {i | i /∈ Ai}��

,�� (��� �#��������� 
���������

��� ��� �� ����� ���� � 
��������

�� ������ � �� ���)���� # ��#��� �����"��
��.

������� 1 ��	��� -���������#� ������� 2�
������ ������� ���	�


��� X �� ��������� ���	���� ��� ���� ������	����

��	�
��������� ,���� ϕ & �����
� ��
��
��
�� ������������ ��"�
�� X � �
�"������ P (X) ���) ����
�"���� �
�"����� X� 3��������� ��
(����
�� x ∈ X� #������ 
� ���
����"�� ���������������� �� ����
�"��
����� ,���� Z & �	������

�� ��� �
�"�����.

Z = {x ∈ X | x /∈ ϕ(x)}.
/�#�"��� ��� ����
�"����� Z 
� ������������� 
�#�#��� (����
�� �
��
"����� X� ,���� (�� 
� ��# � Z = ϕ(z) ��� 
�#������� (����
�� z ∈ X�
�����

z ∈ Z ⇔ z /∈ ϕ(z) ⇔ z /∈ Z
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����	�� Z� �	���� � �� ����������
�� ϕ(z) =
Z�� ������

�� ���	�������� ���������	� �	� Z ����	��	���
� 
���� 
�
���	��	�	���	� 	�� �	� ϕ 
� ����
� ��
��
��
�� �

� ������� �	���
�� ����� 
����	�� X ���
�� 
� 
���	���� ���	�

����	�� P (X)� ! ��� ����� ������ "���
	� x ∈ X ��
� ���	�#
��	� � ���	��	�	��� ��
�"���
	
�� ���
����	�� {x}� ��"	��� �����
�$
��������
�� ����
�
�$ 
����	� �� � 
��	� ��� %&�� ��
� �����	�� �	�
� 
��	� 
����	�� X ������ �
�'� � 
��	� 
����	�� P (X)
(� ��� ���� � ��� ������������ � ����
�� ���
�)�� ����� 
���$�
��

�����	����
�$ � 
����	��* ������$	 � ���	��������� ! ��� ����� ���#
��	�� 
����	�� ���* 
����	� U � "���
	�� ��	����� $��$�	�$ ���

����	��� +����� � ���	
��	�� ��� ���
����	�� 
����	�� U ����	 ���
"���
	��� � P (U) ⊂ U � �	� 
������
� �� 	����� ,�
	����
-	� ��������
�� ��
� ������
�	�� ����
�� ������	����	�� 	�����

,�
	��� � ������	�$ 	�� 
�������� �������� .������� !�	 ��� ��� ����
�
�������	�
+����
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����	�� 
� $��$�	�$ ����� "���
	��� ������ 
���#
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�* ����� N ��� 
� $��$�	�$ 
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� ����� � ��	��

� ����	 ���� "���
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����	��� (����0 	���� 
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� �������	 ��������� �����	���
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$
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• ������� ���	�
��� �� �����
� ����
���
������ ���������� ������
��� �� ������� ��������� ����� �������� ��� �����������

• ���	�
��� � 
� !�� �"
���!���� �"#�!�� �� ����$ ���"� �����

� ��� �� 
���� ���% ��� 
��
�

����"�� ���� !�! �����
& ��!����� �� ����!����� ��������� �������
�� �� 
���� ���$ �
� ���"'� ����� 
��
$ �� �����
� ����������
!�� �

!���� �" (��� 
����� 
��� ����� )���!��� * ������ ���	�
�� (�� �����

��
� � �'+ "�� �, 
������$ � ����� ��� ������� �*����� ������!�����
�"
�	�� �����
� ������ ���	�
�� 
 ���)�

����������������� ����
"� � �������� ������������ �� �!���������, ������

��� �����		

-� 
�. ��� �� 
�����
� ������������
� ��������� )�������
��, � �����
��� � )��!���.$ �. ���������.$ ��������.$ !��������� � ���� "�� ������!
���� ���������� (��. ������,� /�,��
 �� ����� )�������� ��������
����
��
�� A � B � ��� ���	�
���� 0�

������ ���	�
��� �
�. �����������

��. ��� 〈a, b〉$ ��� a ∈ A � b ∈ B� 1�� ���	�
��� ��������
� ��������	

�����������
 ���	�
�� A � B � �"��������
� A× B�
2�"�� ������	�
��� R ���	�
��� A×B ��������
� ���������
 ��	�

�� ���	�
����� A � B� 3
� A = B$ ������� � �������
 ��������� ��
���	�
��� A� 4�������$ �� ���	�
��� ���������. ��
� ��	�� ��

����
���� "������� ���� ���� "��� �������$ �"���� �"���������� 
������ |�
5���� ��	�� � �������� "�� "� ����
��� 〈2, 6〉 ∈ | � 〈2, 7〉 /∈ |� 6"����$
����!�$ ���! ���� ���� �� �� ��	�� �"#�!���� ���������$ 2|6��

������ 7� ������ ��� ��
���������� ��������� �	�� ��������
 �
�������� �� � ��� ���� � �� �� ��������� ��� ���	�� ������� ��������
���	� � � ������������ ���� ������� ��!������"#

3
� ����������� )��!��� �����
� (������ ���	�
���A$ � ��������
��� � (������ ���	�
��� B$ �� ��	�� ��

������� ���� ���� ��	�� A
� B$ 
�
���'�� �� ��� ���� 〈x, f(x)〉� �� ������� 
 ���)�!��� )��!��,
�� ��
!�
�� ��!�� ���	�
��� ��	�� ������� ���)�!�� )��!��� f � / )���
�����, ���!� ������$ ����!�$ ���"��� �� ������� ��������� �����������
���� ������� )��!���$ � ���
�� (���� ���	��
����� )��!��� 
 �+ ���)��
!���
6��� ���� F ⊂ A × B ��������
� $���%�� � A � B$ �
� ��� ��


����	�� ��� 
 �����!���� ������ ����� � ������� �������� -������
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� ��� ������� a ∈ A �����
���
 �� ����� ������ b ∈
B� ��� ��
���� 〈a, b〉 ∈ F �
�� 	�����
� a ∈ A� ��� ��
���� 
���� b �����
���
� �������
 �������

��	
�
�
�� ������� F �  �� ��������
�� D(F ) !�
 �����"����� �����
#$%&'()� *�� ������ 	�����
� a ∈ D(F ) ����� ��������
+ ����
�
 ����,
��� F �� �������
� a ! � 
��� a� ��� ������ ������
) ��� 
�
 �����
�����"
	�����
 b ∈ B� ��� ��
����� 〈a, b〉 ∈ F � -
�
 	�����
 ���������
 ��� F (a)�
.�� 
���� 	�����
� b �������
 ����
���� ����
�� ������� F � ��
����
��������
�� �(F )�
/��� a /∈ D(F )� 
� ������
� 
� ������� �
 ��	
�
�
�� �� a� 0���
���


� �� ��1��� ����������� ������� �� A � B �� ������� ��
+ ��������,
�� �� ���� 	�����
�� ������
�� A 2 �3 �����
+ ����������� ����
 ��
+
����� ���������
��� ������
��A� 4����
����� ������� ������
�� �3
������" ����
 �� �������
+ � ������
��� B�
/��� �����
+ ����������� ������� f �� A � B ��������
 � A� 
� ��1�


f : A → B�
5�����6����
���
���� ������� idA : A → A ��������
 ������
��A �

����� ���3� id(a) = a ��� ������ a ∈ A�  �� �����
�����
 ����" ������
��
��� ���� 〈a, a〉 ��� ���� a ∈ A� !7����� A � idA ������ �������
� ���� �����
� ����� ������
�� ��3
 ��+�)

�������
� ���� ������" f : A → B � g : B → C �������
 �������
h : A → C� �������3���� ���
��1����� h(x) = g(f(x))� *������ ��������
h �����
�����
 ����" ������
�� ���

{〈a, c〉 | 〈a, b〉 ∈ f � 〈b, c〉 ∈ g ��� ����
����� b ∈ B}.
8��������� ������" ��������
�� g ◦ f !��� ��� � � ���+1���
�� �����
��1�� ������ �������� ��
���� ��������
�� �����")�
 ������� ���������� !��� �������� ��� ���������) �������
����� 
�

��
+ h◦(f ◦g) = (h◦f)◦g� ��	
��� � ���������� ������+��� ������ ������
������" ����� ������
+ �������
5��
+ f : A → B� �	���	���� ���������
�� B′ ⊂ B �������
�� ���,

���
�� ���� 	�����
�� x ∈ A� ��� ��
���� f(x) ∈ B′�  �� ��������
,
�� f−1(B′)6

f−1(B′) = {x ∈ A | f(x) ∈ B′}.
��	���� ������
�� A′ ⊂ A �������
�� ������
�� ���� ������" ������� f
�� ���� 	�����
�� ������
�� A′�  �� ��������
�� f(A′)6

f(A′) = {f(a) | a ∈ A′} =

= {b ∈ B | 〈a, b〉 ∈ f ��� ����
����� a ∈ A′}.
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������ ��� �������	��� 
 ��
������ ����	����� � ����	������� �� �	
��	� 
����� ����	������ 
� ����� ��������! ����	���� 
���� �������	"
��	 � ������ ��� 
��������

#����� f : A → B ������	�
� ����������	! ��� �����
��	! ��� ����

�����! 	
�� ��� �	�	����� �����	 $�	�	��� � �����	! �� 	
� 	
��f(a1) �=
f(a2) ��� ��������� a1 � a2�

#����� f : A → B ������	�
� �����������	! ��� ������
��	! ��� ���

�������! 	
�� ����	
��� 	% ����	��� 	
� �
% B� ������� ����	 ������
������&� ������������ �� B��

'�� ��� ���	�	�	��� ���		 
���	������! �	� ���	� ������� 
� �� �	�"
��� �������

(������	��	 �������� f : A → B! ������	 ������	�	��� ����	�
� ��)"
	���	� � 
&�)	���	� �����	��	� � �����	��	��! ������	�
� ����
��	! ���
������� ����������� 
����	�
���	��

*
�� f + ��	����! �� 
,	
��	� �������� ������ f−1! ��� �������
f−1(y) = x ⇔ f(x) = y�

-�������! ��� ����	
��� A � B �������,��! 	
�� 
,	
��	� ��	����
f : A → B� . ����� 
���	 
,	
��	� ��)	���� �����	��	� f : A → B/
0	��� ����� ! ��� ����	��	 ����	�
� ������� ����������� 
����	�
���	�
�	�� A � �	������� �������	
���� ����	
��� B! ��$��� ����	 ����	"
��	 
,	
��	� ����� � ��� �� �����! ����� � B 	
� �������	
���! ���"
����,��	 A! +	 ����� ��,��
� A �	 ��	��
����� ��,��
�� B �� 
��
�	
���	�	�	���! ������� � ����	�	 1��

2� �	�		 ��	���	� ����� �	�� ���3 �����	��	 A �� B 
,	
��	�
����� � ��� �� �����! ����� ��,��
� B �	 ��	��
����� ��,��
�� A�

. 
���� �	�	! �
� �����	��	 f : A → B 
,	
��	�� 4�� ������� $�	"
�	��� b ∈ B ����%�
� ���� �� ���� $�	�	�� a ∈ A! ��� �������� f(a) = b�
.����� �� ����� ����� $�	�	��! �� ������ �������	
��� A′ ⊂ A!
������	 �������
� �� ������� ����������� 
����	�
���� 
 ����	
���� B�
�5�	
 
���� �
��� �	�
� ��
���� ������! � ������� �� �������� �� 
� 66��

. ������& 
�����3 	
�� ����	"�� �������	
���A′ ����	
��� A �����"
��,�� ����	
�� B � ��		�
� ��	���� g : A′ → B! �� �����	��	 A �� B
����� ������ ! �����	�	��� $� ��	���& �� $�	�	���� ��	A′ ����� ���"
�� ��������

-� 
���� �	�	 ����	 �������	��	 ��������! ��� �� 	
��B �	�
��! ���
��� ������ ��	 ��	���	��	 ����� ���3 �����	��	A ��B 
,	
��	� ��� "
�� � ��� �� �����! ����� B �	�
�� � �������,�� �	������� �������	"

�� A! ��� ����� ��� ����	
��� �
���
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��
� ��
���
������ ����� ���
���	��
 �
�
�� !
 ��
�
" �� ���# 
"$��%

� x � y 
"���
��� 
��� 
"$�� 〈x, y〉 ������ !
 ��
�
" 
"	���� ����
��
���
��

〈x1, y1〉 = 〈x2, y2〉 ⇔ x1 = x2 � y1 = y2.

� ����&��� �
��
 �� � ����� �
���� ��
���
����
� ���� ��
�����	�%
���� � !
 ��
���
 ' ����
�
�(

��� �����	�
� ��
���	������
 
 ������

���
���� �
 "������� 
�
������ �� ��
����� X ��������� �
���
%
����
 R ⊂ X ×X) ����
 〈x1, x2〉 ∈ R ���
 ���� x1Rx2(

*�����
� 
�
����� R �� ��
����� X ��������� ���������� �	
�
��
�������� ��	� ���
	���� �	���+��� ��
�����

• ,���	������
��- xRx �	� ���# x ∈ X)
• ,���������
��- xRy ⇒ yRx �	� ���# x, y ∈ X)
• ,��������
��- xRy � yRz ⇒ xRz �	� 	+"�# !	����
� x, y, z ∈
X(

.��� ���
 �	���+��� 
������
� �
 ���
 ���
	�����
� �����������

������� /� ��� ��� �������
� X ������� 
 ����������� ���������
	������� ����������
� �� ��������� ����� 
 ����� ����������
�
�
����� ���������� �	
�
����������
���  ��	�� ��������� �	
�
��������� ��!"����� �������#� ������

��� �� ��	�����$� ����������

��	�
��������� 0���
� ���������� �
���� 
������
) �� ��������
�
�����	���
 �
�
�
 �
"� "�	
 ����
 ��� ���
	���+�� ��� �����

�����	���� !�����	���
��( .�� ����R ' 
�
����� !�����	���
��(
1	� ����
�
 !	����� x ∈ X �����
��� ��
 	��� �	
�
��������� '
��
����
 ���# y ∈ X �	� �

��# ����
 xRy(

1
����� �
 �	� ���# ���	����# x1 x2 ���� ��
����� 	�"
 �� ��%
������+�� 	�"
 �
�����+( 0��� 
�� ��������+�� 
 ��� ���+ 
"%
��� !	���� z( 2
��� x1Rz � x2Rz 
���� zRx2 ,���������
��- � x1Rx2
,��������
��- � ���� x2Rx1 ,���������
��-( 0
!
�� �	� 	+"
�
 z
�� x1Rz �	���� x2Rz ,��������
��- � ��
"
�
(

3��	
�� ������ �
 � ��	� ���	������
�� ������ !	���� x ���%
���	��� ��������
�� �� �	���� 
 ��� �������	��
 ��� ��
����
 X
���"�
 �� ����������+����� �	����( �
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��������� 	
����� �	���
������� �������� ������� �	�
�����

��������� X �� �������� �	���
������� R� ���
 �������� ���
��
������ � ����
���
���� ����	����� ��X� ��
�������  �	�����������
 �	����	�
�!�  ����"
#������� �	���
������� ��� �� ��� �$% ����������� �� ��&��� ����

�������� ���� ' �������� �����	��
(������ ��������≤ �� ���������X ���������� ��	���	��� �������

	��� �������� ��
 ����
���� ��	� ���&����)

• ��� 
�	�������" x ≤ x �
� ���* x ∈ X+
• ����������������" x ≤ y  y ≤ x ⇒ x = y �
� ���* x, y ∈ X+
• �������������" x ≤ y  y ≤ z ⇒ x ≤ z �
� ���* x, y, z ∈ X�

�,
���� ����!� �� ���
����� ����
≤ �� �� -�	��" 	�	 ���	 ��������
�����	��" ��������� � �������� �� �%� ��������� ��������� �����	�
�������� ������	� ���������		���
.������� ��� ��� �
������ x, y ������� �������������� ��������� ����

	���� ��
 x ≤ y 
 y ≤ x� /������ ��� ������
��� ��������� �����	�
�� ���-���� ���-� 
�-�� ��� �
������ ��������� -�
 �������� 0�-��
�� ��� ���-������ �� ��
��� ������
��� ��	��	��� ������� ���	��	�
���������		��� �	�
����"�
1����%� ���	�
�	� ������� �������* �����	��)

• 2�
���� ��������� � �-����� ��������� �����	� ������ ������	
-���� 
��&���"�

• 3� ��������� R × R ���* ��� ��&�����
���* ���
 ����� �����
�������& ������	� ������ ��� 〈x1, x2〉 ≤ 〈y1, y2〉� ��
 x1 ≤ x2
 y1 ≤ y2� 4��� ������	 ��� �� -���� 
��&���) ���� 〈0, 1〉  〈1, 0〉
�� ��������

• 3� ���������  ��	!& � ��&�����
���� ����������  ������
��� ����� ����� �������& ������	� ������ ��� f ≤ g� ��

f(x) ≤ g(x) �� ���* x ∈ R� 4��� ������	 �� -���� 
��&����

• 3� ��������� !�
�* ��
����
���* ���
 ����� ������
�� �����
��	� ������ ��� x ≤ y� ��
 x ��
� y� 4��� ������	 ���� �� -����

��&����

• #������� 
�-�& ������& ��
��
� ��
� x ��
����� ��	��  ���

��
�� ��
� y �� -���� ��������� �����	� �� ��������� !�
�*
��
����
���* ���
 ���� �� 
�	����  ���������� �� �� ����
���������"�

• 1���� U ' ������
���� ���������� 5���� �� ��������� P (U) ���*
����������� ���������U �������� �	
�����⊂ -���� ��������
�����	���
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• �� ������ ��		�
�
 ������� �������� 
��������� ���
�
��� �
�
���
� �� ≤ � ≤ � ≤ . . . ≤ ��� ��
� �
���
� ������ � ��
 �����
��� ����� �
 �
 	��!��"# ����� �! ��� ���"$� ���� ��
��
���
	��
!������� � 	�
���"��

• �� 	�
��� ��		�
�
 ������� 
������%� ���������	
������� �
���
�
���� � 	�
������ &
����"�
 
��������" ��
 �
 �
 ���' �	�� 	�
�
 x
������	� ��(��
� 	�
�� y# �
 x ≤ y ���������# ���� ≤ ����
��� )	��
�� 
��
 �! 	�
� �� ������	� ��(��
� ����
�
# �
	�
���� �� ������
�
 �
����� �����# � �
�
�
� 	�
�� 
���(���	�' �
 	�
�
# ��� *�� �����
���"$� � �������
� �
�����# � ����� ���"$�� ��
� �
���
� ��� �
������ ����(� (�
 �� ������ 	
	�������� 	�
�����+��

• ,��
$���� �����	��� �(x ≤ y) ⇔ (x = y)� ��� � ������	� 
��
�
$����� (�	��(�
�
 �
�����# ��� �
�
�
�
 ������� ��� ��!��(���
*������� �� 	��������

• -�����%� �����" ���
�
� ������� -�	�" �	�" ��
 �	��
X ����
��
��� �
�
�
�� .���%� �� �%� �
���
�# 	(����# (�
 x ≤ y# �	�� �
�
��
�� x �����
� �
��/���	� �����" �
�
��� y ���� �	�� x � y � 
��� �
��  � �
�
����� . !���	��
	�� 
� ���
�� �
�
�
� *�
� �
���
� �
 ��
���" ��� �� ���" ���������

-�	�" x, y � *������� (�	��(�
 ��
���
(���
�
 ��
 �	���X� 0
�
���#
(�
 x < y# �	�� x ≤ y � x �= y� 1�� *�
�
 
��
$���� ���
����� �����
	�
�	���'

x �< x;

(x < y) � (y < z) ⇒ x < z.

�-���
� 
(�����
# ��
����� ��
�
�' �	�� x < y � y < z# �
 �	�" x ≤ y# x �= y#
y ≤ z# y �= z# �
 x ≤ z �
 ����!�����
	��2 �	�� �� 
��!��
	"# (�
 x = z#
�
 �� �� ����� x ≤ y ≤ x � �
�
�� x = y �
 ����	�������(�
	��# (�

��
���
��(�� �����
�
 ������
3�����
�
��(�	�
� !���(����' �� (����� !���≤ ��� ���"$� ��� ����
#

� !��� < � ��� ���"$�# �����
 �����
�����# (�
 x ≤ y �
��� � �
�"�

�
���# �
��� x < y ��� x = y� 4 	(�	�"�# *�
 ���	������"�
 ���� )/% 
��

!���(����' ���� ���� x > y � x �
�"$� y� 
!��(���# (�
 y < x# � ���� ����
x ≥ y � x �
�"$� ��� ����
 y� 
!��(���# (�
 y ≤ x�
. ���
�
��� ��� ��� 
��
$���� (�	��(�
�
 �
����� 
���������	� ���


��
$���� <# ��
�����
���/�� ���� ���!����� 	�
�	����� . *�
� 	��(��

��
$���� x ≤ y ⇔ [(x < y) ��� (x = y)] ������	� 
��
$����� (�	��(�
�

�
����� � 	��	�� ��$��
 
�����������
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� ���
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 � �	 �� ���  ����� ������� ' ���	��� ��
	��
������ �� � 	� ��(������
�� �� ����� ' ���	��� )� � �	������� 	� �� �����  �	�%	� �
�������		���
�� '�� 	� ��	� � �� ��� 	���� ���% ' ���	� �����������!� �� ����� ��!���
�� �	��� 	� 	� 	�������� "��	� �� � !����!�� � !������ 
���(�����  ����
������� ������ � !����!�� !������ 	�!��� �� ��� 	� 
���(������$

*	� ����	�� ������� �
���� ����� �
������ � ���
����� ' ��
��	���

+��!� 
�	���� ��� 	���� ���% ' ���	� � ��		�� ������	� �
�������	�
	�� �	������� ����� ���� �� �!� ���	� � �� ����� !�! ��!���� �	�, ' ��
��	��� ����� ���� �	����



����� ��

�����������	�
 ���	�

��� �����	�
��� � ��������

����� ����� π �	
���	���� �� π � 	�����	������� ������ �� ��� �� 	��
����	�������� ��	��� π �� �	
���	������ �� �� ����	�� ��	�� ��� �	���
����� π �	��� ����	 �	���	�� �	
���	������ � �	��� 	�����	�������
����� �����	�� ���  �� �	��!"#���� ��	������ � � ��� ������ ��� ��
#�!$ �%���!�����	���$ ������� #�&���������� �����	�� �	��������� '	�
���� ��#	 ���!	
�� � ���#	 ��������� !����"#���� ����� ���	������ ��
�����	 �$�#�(�& � ���� ����	���	��& � ����	����� ���#��� ������ ���

	�
���
���
�	)� �	���������� �!#!� ����� ������ �����& �	���	�������& $	�	��

��� $��� �� �	��*� � ��%���	����$ ������������
��	�
���
��� ���!� ���� �	������� � �������� �	������ �216 + 1

� ������� ������ �������� ����	���	��� 	 �232+1 � ������� ������ ��"�
��� + �� ����� #������ �	 641,� -�� ����	���	��� ��!(����!�� ����������
����� ������$ p #�� ������$ p + 2 � �	�"� �������� ����� �� ���*���
��	�	�� �	������	 ������� ��� ��� ��"��� �	����� ��� �x #������ �	 2� �
 ��� ������ �� �������� ����	���	���� ���	 �� ��	�	�� ���! �	���x. ���
�	���$ x ���!�	���� �	���� ����	���	��� �#�� �������� +��� �*����x,
#�!��� � ��"��� +��� ���*���� x,�

/���	���	��� ��"�� ���#����� #�!� � #�!��� � ����(�� ����������$
�������� 0�� ������ ����� #������� ���	���� �� ��	#�
������ �	��	���
� �����	����� +�	��� 1,� 2������ �	�"� ��� � ������	
�� A ⇒ B ���
��	���	��� A �	���	�� ��	���� ��� 
����������� ������
��� 	 B �
�
��������� ��� ���	���������

3������ �	�"� ��� ����	���	��� ����� �	�����	���� ��
����� � +���
���	, ���� ��� ������� ��� � +��"�, ���� ��� ��"��� 4���#	 ������ �
!������������ �!��	 � +5678, ��� ����� 1 	 ������ � � �!��	 � +9:;<8, ���
����� 0� += ������� �����#	 �#�� ������������ ���	��� ����	�� ����	 0 �
1 �	"���� #���& � �	�	� �� �����	 ����	 ���� �� ��	"�� ���"���� ������
������$ ��	����&> ?#���������� ���	��� � �����#��� ��#� ���	�!"�����
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A ��� B
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	� A ¬A ∼A A ������	��

A 	����	� ��� A

�� A ������� B A → B A ⇒ B ����������

���� A� �� B A ⊃ B �������	��
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�� B �� A �	
� B

B � ��������� A
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�� ����� ������ ����� � ���� ����������� � ����	�� � ����� ��� �����	�
���� ��	�
	��� ����� ���	� ����
��� �	��� 	������		 ! �����������" #�
��� � !���� �� ����� 	�$�� �	���"%
&���
����� ������ ��������� ���������� ����	 � � ���� ��	�� �� ����

�� !" '�� ���� ����		���� ������	��� � ���� ��	�� ������������ ����	�
	����� ��� 
����� � ������������ � �������� ("

A B A ∧B A ∨B A → B

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

A ¬A
� �

� �

������� 	� ������ �
����
 ��� �������� �������

)� �� ������� ���	� �������� ������	�" * ���� ��	��A∧B ����		��
���� ��� � ���� ��	�� A � B ����		 " * ���� ��	�� A ∨B ����		�� ����
!��� � ��	� �� � ���� ��	��A � B ����		�" * ���� ��	�� A → B ���	�
� ���	����		�� ���
��+ ���� A ����		�� � B ���	�" #���	��� ¬A ����		� �
��� � ������ ��� ���
��� ����� A ���	�"
,� ���! ������ ����$� ����� �������� � � ���� ����������" * �����

����� 	� �
�	� ��	��	�� ��
��� 	��� �
������ ������� � ���� ��	�� -����
2× 2 = 5� �� 2× 2 = 4- � -���� 2× 2 = 5� �� 3× 3 = 1- ����		 ��" .,��		�
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��� x ���
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��� �� 2� ���
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�

�x ���
��� �� 4� → �x ���
��� �� 2�
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���������� �������
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�
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�

��� ���������� .� �
 ������� ������������	
��� ����	� �� ���
�
���
���"

• /����� �����
$
�������� ��������� ���� ,������
• 0��
 A 1 �����
$
�������� ,������ �� ¬A 1 �����
$
��������
,������

• 0��
 A 
 B 1 �����
$
�������� ,������ �� (A ∧ B)� (A ∨ B) 

(A → B) 1 �����
$
�������� ,������

2�#�� �	* ������� ���" ,����� ������� �
�
������� ���#������ ��%
�����	�� ���������
 ���������
 ������ -�
�
�������- ����� ��	������%
��" ���� ���
 �� �� ��3��
�
 ����� ������������������ �������� � ���%
��� 
 ������ ,������� �� (�
 �
 �������� ���
 �� ��#� �����������

!���� ,����� ϕ ����#
� n �����
$
������� �������� p1, p2, . . . ,
pn� 0��
 �������
�� ������ (�
 �������� 
��
�������� ������
� �� 
�

��� �� �� ����
$�� ��#�� ���
��
�� 
��
�������� ������
� ,����� � $�%
���� )��
� ������� ,����� ����*� �������� ,���$
� �� n �'��������
��#��� 
� ����� ��#�� �
�
���� ������
�� 
 �� 4�����
� ,���$
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� � � ������ 	
� ����� B 
�	 {0, 1}� ������� ϕ �����	 �	�����
��
 	��
�� Bn → B� ����
 �	�����
��� �������	 	���
 �������� 	�
����� n
������
����

������� ������	��� ������� (p∧ (q∧¬r))�  �� ��	���� � 
����	�
����
���!�
 � ��"�� p � q ��	����� � r ����� #��� 	����$� %&�

p q r ¬r (q ∧ ¬r) (p ∧ (q ∧ ¬r))
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0

������� �� ������ �
����
 ��� (p ∧ (q ∧ ¬r))�

'
��	���
 ������� �������	 ��"�!
���
 ������ � ���	����
 ��������
������ ��	����
 �
�������� �	 ������ �( !��	
)� ����
 ������� #��	����

��� ��
( ���!
���( �(���*�( � ��( �
�
�
���(& �������	������������

������� ������� ((p ∧ q) → p) ����
	�� 	��	���"�
) #+	� ����� ����
�
��	� ������
�� ���	���� 	����$�&�  �� ������
	 	���) ��"�!
���) �����,
�� ���-���$�� �	�
���
��) ��
��
	 �
���
 �� ��(�

������ .� ��� ������� ���������
�� ��������
�� �� �����
����

� ���� 	������ ��� ���������

/�
 ������� �������	 ��������
�
���� 
��� ��� ��	���� ��� ����(
� 	
( �
 ���!
���( �
�
�
���( #���"��� �������� 
��� ��� �����	 ���� �
	� �
 ���
�� ����$��&� '�����
�� ������� (p ∧ (p → q)) ��	���� ��0
��� p = q = �� � ��	��� +������
�	�� ������
 (p ∧ q)�
������	��� ������� ((p∧q)∨q)�  �� ��	����� 
��� �
�
�
���� q ��	���

��� � ������ 
��� �
�
�
���� q ������ 1�	
��� �� �����	� !	� ��� +����
���
�	�� ������
 q� �� 	�	 
�	 ��������� 	������	, ��� ���
���	 ��

�
�
�
���
 � ��	��� �����	 ����$�� �	 ���( ��"��
�	�� #	���B×B → B&�
� 	� ��
�� ��� ������� q �����	 ����$�� ����"� ��"��
�	�� 2� �
 ���
�
����*�	 �� +	� �������� � ���
� �!�	�	 +	� ������� +������
�	�����
3���*
� 
��� 
�	 ������ �
�
�
���( p1, . . . , pn� ���
���*�) ��
 �
�
�
��
��
 �
��	���) ������� ϕ #�� ��������� 
*� ����
�	� �
�
�
���
&� �����
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�������� ��� 	�
��� ϕ ������ 	������ �� n �
��������� ��������� �� ���
��������� �� �� ���� �
�������� ����������� �� ������
�� �
���������
 ��� �������� �����
�� ���� �
���
��� �������! 	���" 	�
��#

� ϕ � ψ $���������� ����� � ����� ������ ����� 	�
��� ((ϕ →
ψ) ∧ (ψ → ϕ)) ������� ���������!% &������� ���
������ (p ↔ q) ��
((p → q) ∧ (q → p))� ����� ���������� ����
������ �' $�������������
	�
�� � ���� ��������!% (�� �������� ����� $�������������!"

������� )*� �������

(p ∧ q) ↔ (q ∧ p);

((p ∧ q) ∧ r) ↔ (p ∧ (q ∧ r));

(p ∨ q) ↔ (q ∨ p);

((p ∨ q) ∨ r) ↔ (p ∨ (q ∨ r));

(p ∧ (q ∨ r)) ↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r));

(p ∨ (q ∧ r)) ↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));

¬(p ∧ q) ↔ (¬p ∨ ¬q);
¬(p ∨ q) ↔ (¬p ∧ ¬q);

(p ∨ (p ∧ q)) ↔ p;

(p ∧ (p ∨ q)) ↔ p;

(p → q) ↔ (¬q → ¬p);
p ↔ ¬¬p

�	��
��� �	����������

��	�
���������  �
��� ����
� $������������� ��
����� �����#
���������� � ��������������� ���+������ � ���+������%  
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��� ���
�#
��
� ���
��" ���� � �
���� ����� ������� � ������������ ����� ������
��� ��
������� ��������� � ������ $����������% �,� ���+������ ���'#
��� ����
���� ����� ��� ����%�
,�� �������� $������������� ����
����� ����
�'��������� - ����#

���� ��� � ������ �� ������� � ��������� � ������ ����� ��
�� �'�
���!���� ����
�'���������%  
���
��� $������������� ����� ��� �����#
�� 
������
��� ����� ��������� � ������ p%
.������� ��� ���!����� ����� �� ������ ���� �
���
���� ����� ���

���+������ �������� � ���+������ ���� �/� � ����� �����% 0�� ���!#
���� ������ ��
����� ������" 1���+������ ���!������� ���+������1%
,��� ������ ��� ��������� ���� ���������� ����� �� ��� �� ���

���������%
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���
���� � ��� �� 	
��� ���� �� � ����� 
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(������� )� �������* 	
���� p ↔ ¬¬p ��"������� ����	� ��������
���	
��	�� �

���������	� 
 �
���� �
�
� +� ���� ���� ���� 	
�������� ���������
���
��� ��
��"��' 	
 ��� ,� �  ��
����� ��� "������ �� � �	
�-
"���� ����� �� �� � &
����$. (
�������� �� �� �� �� �"����� 	
��
������� &
����� �  ���� ��
���� ��P ∧Q � P ∨Q �������� &
������
��� �� �$ P � Q� /�������� �� ���� 
���������� � ����.

0��� 	����� �� �� ��������� � �
������� 	
� 	
��������  ����'
&���!��� ������������' &
����� # 1�� 	
�������� �� 	���������
���� � �����!� �� ���� 	�
������$ � "���� ��������� "������� &
����
� 	���� �� ��! ��������� ��� ���"�� + ��	�
�� ���� �� �"������
	
�������� &
����� &
���� p ∧ q ∨ r ����  ��� 	������ ����� �	�
� ��� 2 �" &
��� p ∧ q � r � 	���� 	�
�!�� ∨ � �" &
��� p � q ∨ r
� 	���� 	�
�!�� ∧� 3�� ��� �������� ����� 
�"��' 
�"������ 	
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		���� ��������� "������� 0 ∧ 0 ∨ 1�
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� %��� � ��� ��������� �� ���!��� �� ��	� ���!�
 
	����#� � �����
�����# ��
��� ������� ���& �
���� ���!����� ��� � � ����������
&�� �� ���� �� ������ �������� '��� ������ 	�������� (��� � ��
�������#� �����#�
� ���
)� *�� ������ � !
	� ����� ����#� ����
���
'� ����� ����
�� ���!������ �	��������� �

+� ������ �	����#�� � ��	��!����� ,�� � (������� �) ����
�	���"
���!&��� �� ������ ���!��� ����
� - ,�� ��	�#��� !��#$�� � ��������
��� ������ ��� (� ���
� ���	# � ����� � �������������)� ����	.����
���� �� ����� 	���� � ���������

/ 	��#��$� �� !
	� ��
����# ���!��� ��� ��� ��!� � � ���� ����
(�������� ����� �������# ���0������ ��.� ������ � 
������� ����	��
	������ � ���
 ���������������)� ��!� ���� �� ���������

��� �����	 
�
�	� 
�����

1������������� ���� ������ �������������#��� ������ (∧� ∨� →� ¬) ����
�� � ��	
�&� �����"

������� 23 (������� ������ ������)� ��	�
 	���� ������
 n �����

����� ����� 	��� ��������  ��� ����������������� ��������

��	�
��������� ���& �� � �������# ,�� �� ������ �
��#� ������
��� !
��� �
����� ϕ(p, q, r) ��	��� ��!���� 4�

p q r ϕ(p, q, r)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r)∨
∨(¬p ∧ q ∧ r)∨
∨(p ∧ q ∧ r)

������� �� ���	�� ������� � �������� 	� �������



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

� ������� �	�
 ��� 	���� 	 ��������� � ������ ����� � ��� 	������
���� ������ ������ �	����� ������ 1�� ������� ��� �� !����� �"#
��� �$ ����%& ���%���� ���� 	����� �� � �	���
�%& 	����& ��"���� �
	������� �& ��$ !������ ��"��� ������� ��	�������

'	��� ��� ����������� ��	������ ��������� ��� �!��� ������% �	
�!�%� ��	��� ��������%&�� �

(�� ������ ��������� ���� �	�
 	������
��� ��$�����) ������% � �����
���	�
��� ��������� ����� *���� ��������) ��	����� ��$%����	� ��#
�������� ��� ��������� ����������� �������	�� ��$%����	� ����$���
#
��� �� !���� ���������� � ��$ !������� ������
��� ������ ��$%��#
��	� ��$ !���� �� !����� � ����� 	����� � �"�%� �� !�� �&����
n ��������� ���� n � ��	�� ��������%&�� � ��	�� �� !���� ����� ��	��
	��� 	 ��������� � ��"�� �����
	� �� ���� ������� ������� ��������	� ��
	��	�� �������� � +��	��� ��$ !���� � �, ��"�� $������
 ���#�����

�	���� ��"��� �������� ���� p ∧ ¬p� �� 2n ��	�� ������ ������ �	����
�	�������

-����� ����$�� �������	�
��� ��������� ����� ������ ����	�����#
�� 	���� �� !���! �������	�
� .�"�%� ��$ !�� 	�	���� �$ ������#
���� 	�����,��%& ��$ !������� /������ 01 ��"�� �����
 �	����
 ��)

������� 02� ������ ����
� ������� ����	 ��	� 
������ �����

���� ����������� 
 �������	�
��� ��������� ����� � 	���� ��������

����������� 
 �������	�
��� ��������� �����

��	�
��������� 3����� ��	�
 �����"����� �"� ���$���� ������
��	�
 ���������� ������� ���� ���
� ��� �"��� 	���� 	 ���,� ����	��

���&���4�� ��$ !���

5�"�� ��"� ����	�����
 �����! ¬ϕ � ��$ !������� ������
���
������ � $���� ��	���
$����
	� $������ (� 5������� ����% ���	�� ����#
����� �����
� �

����4� ������� ����������� ������
��� ����% �� �������� ����% � �"#
��� �� !��� ���� ��$ !���� �	�������	
 �	� ��������%�� �3�������

���������! ���
�� ������ ��$� 	�%	�� ���6 �	��� ��������� ���������� �
�, ��������� �&���� � ���� �� !���!� �� 7�� �� !���� �	���� ��"��
� �, ��"�� �%���	��
��

8������� ��� ��� ���$����
	��� ������% 01 �% ������	
 ��$ ������#
���� 9�� � �� ��������
��� �� � ��� �%��"���	� ����$ ��$ !���! �



��� �����	 
�
�	� 
����� ��

���������	

(p → q) ↔ (¬p ∨ q)


����������� �� ����� �� ������� ����� ����������� � ����������� ���
���

(p ∨ q) ↔ ¬(¬p ∧ ¬q),
��� ����� ����������� � ����������� ��� ���

(p ∧ q) ↔ ¬(¬p ∨ ¬q)

��� ��������������� �������� �� �������  � �������! �" ����� ��������
� ����������������� #�� �����$�� ������� ��$��� ∧,¬� � ���%� ������� ��$&
��� ∨,¬ $��$���$ �������� 
'� ����������� ��� ����(���� (�� � �" ����&
)� ��%�� ������� ���*� �*���* +*�������

������ ,� ��	
���� ��� �����
 �����	 ¬,→ ����
� ��	
�
��� 	
	
�
���
�� ��� ��� ������	���� 

- ��� ��� ��������$ ������� ����$� .������ ��$��� ∧,∨,→ �������
/ � �� �(�� ������� ���(���	 ���� ��� ���������� �������� �� ����$ �"
���������$� �����%�)�$ ����� *�������� ��$���� �������� 
#�� �����$��
��� ��� ��$��� 0��"���$�� ������*0��
1 �������� �� �� ��$���� ������(�����$ (�����$ ��������������

��$������ 2���$ �*���� +*����$ ��%�� ����� ��� ��$���� 3��������
��%�� ���������� ��$��* (p ������ q)� ��������*� ���������������

(p ������ q) ↔ ¬(p ∧ q)


�������	 (p ������ q) ��%��� ��4 ���� p � q ��������� 5���� ��6 ����&
%����$ ��������� 
p ������ p�� ����� (��� ��%�� ������� �����������
� ������ ��� �� ������ � ����)� ���*� +*������ 
7������� � ��+����&
�� ����(������ �"����� ������ *����$ ���������� "���4� ������� � ����
*����%������	 �������(�� ���4�� ����� �"�� 8&39 ������$�� ����������
���*� ����*��*� ���������� ��"��� �� �"������
 �*��$ ���������$ �����$ ������� ��$��� / ���%���� �� ���*�� 2�

���������$ � ��������� 1 
�����*� ��%�� �(���� 0&����� ��$�����
�����)�� +*����� �� �*�$ ���*�������� '������������� � ���� �������
�*���� +*����� ������$��$ ���������� � ���++��������� � �����
��(���� �� ���*�� 2� 8��$ ������������ �*���� +*����� ��� ��������

������4�$�$ ���%������ ������������ � ��������� ����� ���� ���������
� :;<= �� ���������� ����������� 8����� 8������(�� >����������



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

������� ������� ��	
�	��� ������ 	����� ������		�� � ��	���	�
�� 1 �������� ��������		� ������������ ��� ��	
�	��� 	��� ������	�
	���� �����	� ��� ��������		� ��� ��� �� 	�!� �����!�	�� �1 ����	��
"��� ��	� 0 # ��$�� ��	
�	��� ������������� ��	�$�	��

������� ��������� ����� ���� ��	���� �� ��%��� 2 ���� �	�"� "��
0⊕0 = 0 0⊕1 = 1⊕0 = 1  1⊕1 = 0�� &�	� "�� %�� ��������'��� ��	���
��$	� �������� ���%� ���$�	� �� ��%��� 2� ��� "�� ��%�� ������������
������ ���	��� ��� ��������'��� ��	����� (� ���� ��������		� ���
��%�� "��	�� � ��	��� ����  ����%�� ��	���� � ���	���� ��� 	� ����� 
� ��$	� �������������

������� )* �� ���	���� +�����	��� ��	
�	 ����� ��
��	 �����
������ ���������	���	 ��
�� ����������

��	�
��������� ,�'�������	� ������� ���	��� ���%��� � ����
���� )- ��� ��� ��	
�	��� ���� ��	�$�	� �����	� # �������	�
�%	�� � %�
�	��� ��$	� "���� 	� ������� �����"��� p+ q + pq��
��%� ������ ������� "�� �����	 	� 	�$	�. ������		�� ��	���� �	��
"�	� 0  1 ��� "�� xn ��$	� ����	�� 	� x�

/���� ��$	� ������� "�� ���	���� ������� $� ������� �������
0�	��1 � ��		� 22

n

� 2 ����� %��� ������ 0�	��� ��$�� ��	����
����� � %��� �	�"�	1 � ��$%�1 � 2n ��"�� ������ ���� Bn � �	���"��	
��$�� ����"��� � 	� ����"��� ����1 � 2n ��	����� �3�	���� ���	� 2n 
������ "�� ��$%�1 ��	�� ����"��� � 	� ����"��� ����� � n ������	�
	���� (������ ������ ���	���� 	��  ��� ����� 0�	��� ���%������
���	���� �� �%	����		�� ��������

�
4�� ������������ ��������	�� ������ 0�	�� � ��"����� ������ 

���	���� ������. � ����� ���"�� 	���� ������� 0�	��1 �������� ����
	�1 ����5 �6�� �	�"� "�� ����� ������ 0�	��� ���%���������� � �%�
������� 0�	��1 � 	����� #� ����������� � �%� 0������ �%� �����
��� ���$�� 0�	�� 	������� (�%��	�� ������� ������� � ���� �����
����!�1 	�����  ��� ����!� ��"�	�� ��"���	�� ������ ������ �����
�����$%�	�.

������� )7 ������1 (������ ����� ������ ��
��� 	��	���	 ����
��� ����� � ����
� ������ 
���� �� �� ����� ���	 ����
�� �� � �����

�� �	�� ����!"�� #���������� 
������#$

• ���������� ��
���%
• ��
���� ������	!"�� ���%
• ��
���� ������	!"�� ������%



��� ������	
�	 ��������
�� ��

• �������� ���	
���
• ��������������� ���	
���

����	
�� f ���������� ���� �� ��������� �������� �� 	����� �� ����
�� ���������� ���	
�� f ������	
� ��� 
������� ���� f(0, . . . , 0) = 0
��������������� f(1, . . . , 1) = 1!� ���	
�� f ���
���� ���� �� �����
����� �����"������ � 	������ ��� ������ ������� �� ����� ���
��� ����������� #	���
� ���	
�� f �������� �����������
����� ����
f(1− p1, . . . , 1− pn) = 1− f(p1, . . . , pn)�!

���������	
���� �������
����� ����� ���
���
��	 �
������ � ��

�� ������
�� �

��� ������	
�	 ��������
��

��������� ��� ���������
� �� �������� ����������������  ������� ��!
������ ��� ��
� ����
��	� �
�
�
����� "������
��	� ��� ��
 ����������
����� ������� �� �
�������� ��#��� $������$� ����%� $������ ����!
�� ������
 ��
�� ����� ���������
���� ������
� � ����� �
 ��
�������
� ������  ������� 
& ���������� � ���� '�� ������ �
(�
� ��� ������
!
��
 ��"������� ���	������ �$%!� ) ���� ����
 �� �
�
������ �������
� ������� ������ ����� ������
��	� � ����
�&� �
������ �������
����
������� � ������� *������	 ���
����
�� ��� ��	��	 ���������	 ��������
� ������
��� ������������+�
,����� #� �� #���  ������ A,B,C� ��
���%�
  ������ ��������

	������ ��"������� ���	������-
*.+ A → (B → A)/
*0+ (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))/
*1+ *A ∧B) → A/
*2+ *A ∧B) → B/
*3+ A → (B → (A ∧ B))/
*4+ A → (A ∨B)/
*5+ B → (A ∨ B)/
*6+ (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C))/
*7+ ¬A → (A → B)/
*.8+ (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A)/
*..+ A ∨ ¬A�

,�� �����	�� �� ��

� ��
� ���������� $��
� ������$/ �� ������ ��
��
����� ������� ��������
 �����
���
 �������� ���
�		 ����	%�
 � �
&
#���� �� ���������������
  �������



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

����������	
 ������
 �	��� ���������� �	���	���� �������� ���
���� �� �����������	
 ������
 ������ �������� !"# $�� ������ �����
%�� ���&���' ��	�����" �� (��
&� A � (A → B) (��
&�& B#

������� � ���������� �	���	���� ��	����� ������� ���������
���'����' (��
&�) �*�� �� �����	+ ���' ����
 ��� ���&����� ��
����	�&,�+ �� �����& ����� ������#
-�� ���
�� �	��� �� �.
 ����� (��
&� �������� ����	
 ��&��


�+�
	 �/") ����� 0 �+�
	 �1")  ��������� ���&����� �� ��&+ ����	�&,�+
�� �����& ����� ������"2

(p → (q → p)),

(p → (q → p)) → ((p → q) → (p → p)),

((p → q) → (p → p)).

3������4����'�� (��
&� A ��	����� ��������� � ���������� �	�
���	����) ��� 	
��
��� ���������� �	���	����) ���� �&,����&�� �	�
���) � ������
 ��������� (��
&� ���A# 5��� �	��� ��	�6� �	����

(��
&�	 A# �- ����4��� 
�*�� 7	�� 7	 � �� ���7���') ���7	 (��
&�A
7	� ��������� 0 ��� ��'���%�� (��
&�	 
�*�� ������ �	�����&�'#"
8� 
	 &*� 9�������) � ���������� �	���	���� �	������� ��� ���

����9�� � ���'�� ���# :7	��� ;�� &����*����� ��7��6� � ��� ����2
�����&6 � ���*�&6# <��.
 � �������2

������� /= �� ������������ >-"� ���� 	
��
�� ������
�� ������

������� 
�	� 	��	������

��	�
��������� <����*�� ��������') ��� ��� ����
	 0 �������
9��# ?�� ���
�� �������
 ;�� ��� �
�� ������� ����
	 �������) �+�
	
����
" 0 ��� ������# - ���
 ��&�� (��
&�

(A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

�9�� A,B,C 0 �������	� (��
&�	" 
�9� 7	 7	�' ��*���@ ?�� ;��9� ���
�	�� A → (B → C) ���*� 7	�' ��������)  ���6����� (A → B) →
(A → C) 0 ��*�	
# A��7	 ���6����� 7	�� ��*�	
) (��
&� A → B
���*� 7	�' ��������)  (��
&� A → C 0 ��*���# 3�������� ������)
��� A ������)  C ��*�# 5��
 �7���
) 
	 ���
) ��� A) (A → B) �
(A → (B → C)) ������	# :��6� ����&��) ��� B � (B → C) ������	) � ���
��
& C ������ 0 ������������# B����) �% (��
&� �� 7	��� ��*���#
8����������' �����  ! ��*� �������2 ���� (��
&�	 (A → B) � A

���9� ������	) �� �� ����������6 �
����4�� (��
&� B ��*� ���9�
������# 5��
 �7���
) ��� (��
&�	) �+���,�� � �	���	 ���� �����
	"
����6��� ������9��
�# �
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	���� �������������

������������ ���� ��� ���	�� ���	�� ����� � ���	
 ���������

����� ! ��  ������
�" � ����� � ����������
�" �������

����� �� #����� � 
� � �� $������ D% $������ (D → D) "��"��"
������!�
����	�� �����% ����&"��� � ��� $����� (D → D) � �������
�� � '

���� ��
�!�
�� (D → ((D → D) → D)) → ((D → (D → D)) → (D → D))
(������� ) ��� A = D% B = (D → D)% C = D*+

)� D → ((D → D) → D) (������� �*+
,� (D → (D → D)) → (D → D) (�� � � ) �� ������� -.*+
/� D → (D → D) (������� �*+
0� (D → D) (�� , � / �� ������� -.*�

#�� ���
�% � ��� ��	� ���! �����! ��������% ��� (D → D)% �����

������! ����������
���� 1 �������� ���� 	��
�% ������� 
�������
��2�� ����	��
�� � � ���������
3��� � �����	���� ��4 ������������% �� � ���
�
� �����'� ����'

	��
�� A% � � ����� ������
 � �������"� ����� ��� ��� ������ ����'
	��
�� B ������
�% � ������
���% �� ������������ ��������	�
��A% �
����5����% �� � �������� ����	��
��A → B� 6����52�" �����% 
�� '
�����" �
���� 7�����! � �����8�� ����� ���% �� 9� ���:�� ���������

� ��" �������
�" � ���� ��
�!�
���� Γ ; 
������� �
�	���� $������ ������� �� Γ 
�� ����" ��'


��
�" ������������
��� $�����% ��	��" �� ���� : "��"��" �������!%
���
����	� Γ ��� ��������" �� ���� ��2�: �� ������� -.� ��������
�������% � ��� � ������"�� $����� �� Γ � �������� �������
�" � '
���� ��
�! ; ���

� ��� $����� % � 
� ��� �:�� �������� <������ A
�������� �� Γ% ���� ��2����� � ��� �� Γ% � ������ �
� "��"��" ������'

�! $������!� � 9�� ������ � ��=�� Γ � A� >��� Γ ����% � ���� ��?
� � �������� � �������
�� � ���� ��
�!% � ����� ∅ � A ��=� �����
� A�

����� � �� 	�	
���� ���� Γ ; �
�	���� $������ @���� Γ � A → B
���� � ����� ����% ����� Γ ∪ {A} � B�
������������ ���� ���� �:
������! :������ � � ��� �������
A���� ����� ����" ����" $���� ����� � ���
�� B� ���������'

��� ����� � ���
�� ����2���" 
� ����� ���	
 � ������ ��������
��
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��������	
� ������	������	� ���������� 
������
������ ������ � ���	�	
	����������� ��	����
	 �	��� Γ ����
����� ����������� ���� �����
 
�� ��!	� �������� ���������"� ��� �	�	��" 
�� �	���� �� Γ ��������
#������� ��	 �	���� ϕ �
������ ��
�	�	���� �	��� � �	�$�	 �	���� �	 
��� ��	����
	� �	��	���� �� ������
���	� �	���� ¬ϕ� �� �
������ �	
 
�������� %�� ����� 	��	� �	���� ���$ �������$��� ������� �	����
τ ��	�
����� ���� �����
&� �������� ���������"� ��� �	�	��" 	�� �� 
������ �	 ���$ ���� ��	����
	 {τ} �	
�����	� '�
�	�	��� ( )�	 �	�����
	�������� �	�	��" �� 
��	������

*�	����
	 �	��� Γ ����
����� 	������������ ���� �� ���	 	��	
�� 
����	 
�
	����� �	���� A � ¬A� + )�	� ����� �� ���	 
�
	����� 
		!��

�� �	����� ,+ ��	��
�	� ����� Γ ����
����� ��	�������������

������� -. ,�	������	��$ ���������� 
������
����� 
�	��� �	�����
������ ���������� ��������� ����
 ��	�����������

��	�
��������� + ���	� ����� ���$ �	
�����	� ��	����
	 Γ ��	 
��
	����
	� '�� ��� 	�	 �	
�����	� �����
&� �������� ���������"� ���
�	�	��" 
�� �	���� �� Γ �������� / ���	� ��	�	��� �� Γ 
�
	�����
���	�	��� �	���� B � �� 	��������� *	��� �� ��� !��$0

1����
������ ��	 ���� *� �� 
������ ��	 
����� 
�
	����� �	����
������� ��� 
��" ��������" ���������" ,�
������ ��
�	�	������ /���
�� 
��
	 � ����	�$�	 !	��� 	!��� �
��������� ���� Γ � A � ��� ���	�	��"
��������" ���������" 
�� �	���� �� Γ �������� �	 � �	���� A ����� 
�� ��� )��" ��������" ���������"� ,2�� � ���$3�� )�	 ����	 �	����
�����
�������� �	 �	���	���& 
�
	�� A �� Γ��

+ ��3�� ������� )�	 ���
	��� � �	�� ��	 �� 
��	���&��� ��!	��
�������� ���������" ��� Γ �	���� !��$ ������� 	!� �	���� B � ¬B�
��	� ���������� ��
	��	��	� �

*� ����
��� )�	 �
�������� ���	� �	��	� ��	���� 	 �	������	���
���������� 
������
����� �	��	�$� �� ���	 �	����$�	 �	��	 
�
�����
��	 
����� ��	���� �
������ ��
�	�	����� ���� A ( ��	����� �	 ��	�� 
��
	 {¬A} ��	��
	����
	 ,�� ���	 
�
	����� A � ¬A�� �	�	� ���	
�����	�
������� ¬A 
����� �	���� �	)�	� A 
����� ��������

������� -4 ,�	��	�� ���������� 
������
����� 
�	��� �	����� �����
��	����������� ��������� ����������

%	�������$��
	 �	��	 ����� 
 !	��� �	���" ��!����"� �������� 
 5�6�
7���� 
���	� ����	��
	����
	� ��	����
	 �	��� �	
�����	� 1��&��

����	 ������� ��	 
����� ��
�	�	��� �
������ ��	���	�� + ���	� ����� ����
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��� ��

ϕ � ���������	
 �� �������� {¬ϕ} �����������
 ������� �� ¬ϕ ��������	
������������
 ������� � ¬¬ϕ
 � �� ������ ��	��	 �������� ��������	 � ϕ�

����� ����
 ������� � ������� �� ������ ������������ ����� ����� ����
������ ����������

�������  ! "������� ������������ ��	 ���������	 ������������#�
����� Γ � ��	
����	 	����� ����	� �	����	� �	���	
����	 �	�	�	�	

�	������	� �	��� � ��� ��	
����	 Γ �	������	�

��	�
��������� ��� �� �����
 �������������$ ��������$�� ������
�����������
 � ����� �����������	 �� ����������% ���� �����$�����$
��&$ �������� ����� ������� �

��� �����	
�� ������� � ���������
���

'���(� � �������� )���$ M � ��������� �������� ��������
 � R � *��
������ ����&���� �� �(�
 �� ���$ ����������� ��������� �����������	
M ×M � +����� 〈x, y〉 ∈ R �� *���� �����$ R(x, y)� ,��������� �������

∀x ∃y R(x, y).

-�� ������� ������� ��������� �������� *�������� ����&���	 R "��	
�%*��� �������� x ∈ M ����(��	 �������
 ��.��	/���	 � ��� � ����&����
R# � ���� *��$ ������� ��� ����� '�������
 ����M ���$ �������� ���
�����$��. ����� N
 � R � ����&���� 0������ ���$&�0 "������� �������
R
���$ �������� ���. ��� 〈x, y〉
 ��	 ������. x < y#
 �� ��� ������� ������
��� 1 ��	 ����&���	 0������ *��$&�0 "�� ��� � ��������# ��� �������
�����

+����� � ���
 *���� �� ������� �������

∃y R(x, y)

��	 ������� ��������M � ��	 ������� *�������� ����&���	R �� �(�
 ��
����� ������
 ���� �� ��������
 ������ �������� ���������� x� '�������

���� M = N � R(x, y) ���$ x > y
 �� ��� ������� *���� �������� ��� x = 3
� ����� ��� x = 0� 2�	 �����. M � R ��� ����(� ��������� ��������
�������� x � ��� ����� �������	�� ��������� ����������� ��������M �

)�����(� � ������$��� ����������	�� )���$M � �������� ���������
3������� Mk ������� �� ���. ������������$������ 〈m1, . . . ,mk〉 ����� k

�����������. �� ��������� ��������M � '����(� k������	� ������� ��
��������M �%*�� ���*������Mk �M "�������(���� �� ��(�Mk#� 4����
����� 0������	 k ���������� 0������	 ����������� k 0������	 ���������
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k� � ���� ���	
��� �	���� k� �������	�� ����� ��������� �� ���� ��	��
	��� ��� ��	
��� ��	��� �����	��� ���	�	��� ��������� ��� ��	
���
���� �����	��� � ���	�	��� ��� ��� �����	�����

�� ���� k�������� �	�
����� 	� �	������� M �!��� �������	��
Mk � �	������� B = "���#� $�
�� ����
�� ����� ����		%� 	� 	�
���%�
	����� 〈m1, . . . ,mk〉 �	�������M � ���	%� 	� �����&	%� 	������ '�����
��� ��� � ������������ �	������� ��� 	������ ��� �	 ����	�	� �% ����(���
� ���	� ��	� 	�(	�� ������������ ����� k�����	%�� ����
����� 	� M �
����	��������� �	������� Mk� )���� � ����
����� ��
�� ��������!�
����	% �����	�	���& �(���� �����	���� � ��

*% ����� ����������& ��
�� ��	
��� � ����
��% ����	�	���� 	��&�
*	�������M0 ��	�+����	�	� �������� ���	����		�! ������������&	���&
���	% 0�� '�+���� ��	
��� M 0 → M �����������!��� � +����	���� �	��
������ M � � 	��&����	%� ����
���� ��	� ��� , ����		%� � ���	%��

-�������		�� (�� � �����% ����� ������& 	� ���� ��	
��� � ����
��%�
� ��� 	�(�	�� ��� 	��� 
���%� 	� %��!� �������������� � �	�
����

���� ��������� . 
�(����� �������� ���	� �����& ����& �!�%�  	�
��
.��	� ��/&� (�� 
������ ������� ������	� ����	�	���&� 
����� ����
������� �� �
��&
��� �����	���� �	 ����� ����(��&�� � ������� '��
� ���&	%� 	��� ����
��	%� � ��	
���	��&	%� ��������� ��� 
������
� 
���%� �
� �	� 	���������&	�� (����� 	� %������ ������������ �%
����� 	� %���& ������	���

0������� ��������& �� ��1�2 (�� ��
�� ������ ��		�� ���	���%� (��
��
�� �	��������� ��		�� ���	���% � 
���� ������ �������� ����		��
�� ��		�� �	�����������

3�
����� 	�
���%� 	��� ��������� 	� %����%� ��
���
���� ��	��

�������� 0	� ���	� 	�(�	% ��� ��� 	�(�	�� +����	��� �	�������� 	�

����� �������	% ��	
��� � ����
��%4 ��%(	� � ��
�� 
�(����� ���
���& �!� ����	�
�� ��
�% x, y, z, u, v, w � �	��
����� . 
����� ������
����� �����& ����&�� 
�	�(	�� (���� �����		%�� ��
 (�� �(��	��� 	����
� �����		%� 	�� ������� *% ������������ (�� �����		%� ����(	% ��
���� ��	
���	��&	%� � ����
��	%� �������� ���	���% ��	�(� �%����
����	�����

0������� ��	���� ��	� ��		�� ���	���%� $���� 	� %������ ������
�������&	���& �����		%��  ����%�� �
���
 � �������� ���	���%� 
����!
���	� �������& �� �����!1�� �������2

• 5	�����	�� �����		�� ���& ����
• 3�	
���	��&	%� ������ ����	�	���� 0 ���& ����
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��� ��

• ���� t1, . . . , tk � ���	
� � f � �����������
� ��	��� �����������
k > 0� �� f(t1, . . . , tk) ���� ���	�

� �������� 	���� �
�� �� �
������ �����������
� ��	���
 �������
����� 0 ������
� ����� ���
�� � �����������! � �������� "������ ��
��"�� �
 ����� ��# ���$���� ������ ������ ���� %�� �������� � ���"��		�#
�� ��
�� &�!�
���� A � ���������
� ��	��� ����������� k� � t1, . . . , tk � ���	
� ��

�
������� A(t1, . . . , tk) �'������� �����	��
 ��	���
� (��	� ��"�� � ���
���������
� ��	��� ����������� 0 �'������� ���	����� ��	�����
)��	��
 �������� �� ����	 �������	*

• +��	����� ��	��� ���� ��	����
• ���� ϕ � ��	���� �� ¬ϕ � ��	����
• ���� ϕ � ψ � ��	��
� �� �
������� (ϕ ∧ ψ)� (ϕ ∨ ψ)� (ϕ → ψ)
����� ���� ��� ��	���	��

• ���� ϕ ���� ��	���� � ξ � ���������� ����	������ �� �
�������
∀ξ ϕ � ∃ξ ϕ ���� ��� ��	���	��

�� 	��"�# ���'��# � ��"������ �#���� ���	����
� ���������
� ��	���
=� ���
���	
� 	���������� ,� �������� �	���� = (t1, t2) ��$�� (t1 = t2)�
-���� ������� ��	��
 � ������ ��"������ �������� ����������� -���

"�� ����� ��	��
 ���
�� � ��	����� ��	���� ��	���� ������ ��"�����
�
� ��� ��	���	� ����� ��	���� ��	���� � ������ ��"��������
.�$ ����� /�� $�" � ����������� ����	�	������ ������ ��"�����
�

,���� ���������� ��������� ��"������ σ� 0���
 ������ ������������ 
��"�����
 σ� ����#���	�*

• ������� ��������� �������� 	��������M � ���
���	�� �������� ���
�����������1

• ��� �����"� ����������"� ��	���� ��"�����
 σ ������� �������� �
����������� /�	 '����	 ��"�	������ �������2��
� �� 	��������M
���� 	
 ��� "�������� 0�	����
	 ���������
	 ��	����	 ��������
� ������������ ���� �� ���� �!1

• ��� �����"� ������������"� ��	���� ��"�����
 σ ������� ����
�� ����������� /�"� '���� ��"�	����� � ��"�	����	� � ���'����
�	� �� M �� '��������� ��� 0�	����
# �����������
# ��	�����
���� ������� %��	��� 	��������M � � ��	� �����������	
�!�

���� ��"������ ��� '��� � ���� ��	��� ���������� �� ����� �2 ���������
����� �
���� � ��	������ �������������� � �����
# ��	��� ���������
���������������� ��� ���������� %��	����� 	��������M �
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����� �������� 
��	����� �
��������� � �����	�� ����
�����

���	����� ������ ���������		�� �	���
�� ������� � 
��� ��� ����
��
�	�� ��������	�� 
�����  ����	
��� � �������! � 	� ����� "�	�#���
	��	�� 
������� $��
� ����� ���
�� ≤ (x, y) �� �����#�� ��%�� x ≤ y�

&�
���� �������  ��"��
��	�
��� �	��
��������	�
��� ���	������
	�
��! ����� ���� ����
�	� "������� '��( 
��	������ )�������� ����
����	�� �	��
��������	�
�� ����
�����
� ���*

∀x ∀y(((x ≤ y) ∧ (y ≤ x)) → (x = y)).

+	���� � 
��	����� ������ ���������		�� �	���
�� ���
�� 
����� ≤
������� 
���� <, ���%�( ���	�#� ��� 	���

���	����� ������ ����� ���	� �������� ������	���� -��	� 
�������
���  ������ ����	
���! �	� ����� �����
�	�( "�	�#��	��	�( 
���� ×
 ������( �� �����#�� ����
����� ����� �	��������!� ��	
��	��  	���
��
�	�( "�	�#��	��	�( 
����! 1 � ��	���
�	�( "�	�#��	��	�( 
���
�� inv(x) �� ����.�	��� /���� ��
���� ������ ����� ����
�����
� 
 �
�
�������	��� �%� ���	����� �
���.	�
��*

∀x ∀y ∀z(((x× y)× z) = (x× (y × z))),

∀x (((x× 1) = x) ∧ ((1× x) = x)),

∀x (((x× inv(x)) = 1) ∧ ((inv(x)× x) = 1)).

0
� 	� ������� �����#�� ����.�	�� � 
��	������ ������
� �
������
���� ���	��� 
�.�
�����	�� � ������
��� ��
��	�� ��
���� ���*

∀x ∃y (((x× y) = 1) ∧ ((y × x) = 1)).

���	����� ������ �	���
�� 
������� ��� �����
�	�� ��������	�� 
���
���* �� ���	����	�
�� � �� ����	
���� &�
���� ������ �	���
�� ����
	� ����
����� � ���� "���� '��( 
��	������

1������� �
	��	�� '������	�	�
��� 
������.�� ���	�����

 2! ∀x P (x) ≡ ∃x P (x)

 3! ∃x P (x) ≡ ∀x P (x)
 4! ∀x∀y P (x, y) ≡ ∀y∀x P (x, y)
 5! ∃x∃y P (x, y) ≡ ∃y∃x P (x, y)
 6! ∀x (P (x) ∧Q(x)) ≡ ∀x P (x) ∧ ∀x Q(x))
 7! ∃x (P (x) ∨Q(x)) ≡ ∃x P (x) ∨ ∃x Q(x))
 8! ∀x (P (x) ∨Q(y)) ≡ ∀x P (x) ∨Q(y)
 9! ∃x (P (x) ∧Q(y)) ≡ ∃x P (x) ∧Q(y)
 :! ∃y∀x P (x, y) ⇒ ∀x∃y P (x, y) ≡ 1
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�� ����

����� #$�� ������ ��
���"����� ����� �� "����
��������� ����

���� ��������� ������� ��� ������ %%�&
'��(�� ������ ��������� �������
� ��
������������� ������� #�����

��

��� �� �
�)�
�� ������� ��(�� �������� ����

���� �������&� *������

� ����� ��������
�!� ���(��� ������� ∀x ∃y A(x, y) 
� ����� �����������
� ������� ∃y A(x, y) � (A(x) ∧ ∀xB(x, x)) ���!� ���
����

�� ��������
x� +�� ��� �������� ��� ��������
��,

• '���������� ����� ����!��� ��� �����-�� � 
��� �
�����
�� �����
��

���

• '���������� ������
�� ������� ����!��� ��������� ���� ������
-�� � 
�	 �������

• '�������� ������� ¬ϕ �� (�� )�� � ������� ϕ�
• '���������� ������ (ϕ∧ψ)� (ϕ∨ψ) � (ϕ → ψ) ����!��� ��� �����
����� ������� ϕ� � ���(� ��� ��������� ������� ψ�

• '���������� ������ ∀ξ ϕ � ∃ξ ϕ ����!��� ��� ��������� �������
ϕ� ����� ������

�� ξ�

'�������� �
���� 
�����!� ��	
	���� ���������� �������� .����
���� )�� ������� ��(�� ����� ��
������

� �������� x � ������������
#� ������ �����& ���
��� ∀x� /�� ������� � ���� ���)��� ��
� � �� (�
������

�� ����� ��	
	���� �������� ���(��
��� *��"��
�� ���(��
��
������
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���
���!-�� ���"��
�� ���(��
���
 ����� �� ����� ���������� ��
���� �������� ����

�� � ��

�� �
�

����������� ��� ��

�� �
�)�
��� �����������  ��
�)���� ���-� �)������
)�� ���� �
�����
�� ������

�� �������
� �������� �
�)�
��� � �����
��������� )�� ������

��� 
� ����!-���� ������������ 
� ����!� 
� ���
��

���� ��������
����� ����� ���������
� ���
����� � 
�������� �
����������� ���� ����


������ �����	� 
����	� ���"��(�
��� ������� ������ � ������������ ��(�
��� �
�����
�� ������

�� 
�������� �����
� �
�(������ ����!-�����

�������� �
������������ 1��� �����
� "���� 
������� ��������� �����

����	� ��� ��

�� ���
���



�� ����� ��� ��	
��	�
���� ������

��������� �	�
���	� �������� ���	� t ��� ��		�� ���	�� π� �������
�� �
��� ����	����� [t](π)�

• ��� ������		�� �	� 
�� ��������	��
• ���� t ������� ��	���	��� �	
������	��  
	����	���	�� ����!
���"� �� [t](π) 	� ������ �� π � ��	� �	���	�# $��� ��	���	�� ���
��		�� �	����������� �	����	���  �	����������� � ������ ��	!
���	��� ������������� 	�������� $����	� 	�������"�

• ���� t ����� �� f(t1, . . . , tm)� %�� f &  
	����	���	��
����� ���	�	���� m� � t1, . . . , tm & ������ �� [t](π) ����
[f ]([t1](π), . . . , [tm](π))� %�� [f ] ����  
	����� ��������
#'�� ���!
��
 f  	�(�� �	������������ � [ti](π) ���� �	���	�� ����� ti ���
���	�� π�

)����� ���	� ���������� �������� 
��	�� ϕ ��� ��		�� ���	�� π 
��		�� �	������������ ������� ����	������� [ϕ](π) � ����� ���� ��	� �
��� �*  ����� ��
���  ���
�� 	�������� ��������� � ����� & ���

���� +�� ��������	�� ����� �	�
���	�,

• -	���	�� ������	��  ���
�� A(t1, . . . , tm) ������������ ���

[A]([t1](π), . . . , [tm](π)),

%�� [A] & ��������� ��������
#'�� ��������	��
 �����
 A 
�������������� �	������������ ����  ���
�� ����������� �����
	
������	�� ��������	�� ������ �� �. �	���	�� 	� ������ �� ���	!
�� � ���� �	���	�� $��%� �������

• [¬ϕ](π) ������������ ���¬[ϕ(π)]� %�� ¬ ��	������� ��� �������� B�
��
%��� �������  ���
�� ¬ϕ ����		� ��� ���	�� π ��%�� � ������
��%��� ��%��  ���
�� ϕ ���	� ��� $��� ���	���

• [ϕ∧ψ](π) ������������ ��� [ϕ](π)∧ [ψ](π)� %�� ∧  ����� ����� ��	�!
������ ��� �������� B� ���
%��� �������  ���
�� (ϕ∧ψ) ����		�
��� ���	�� π ��%�� � ������ ��%��� ��%�� ���  ���
��ϕ � ψ ����		�
��� $��� ���	���" /	���%��	�� ������� [ϕ∨ψ](π) ������������ ���
[ϕ](π) ∨ [ψ](π)� � [ϕ → ψ](π) & ��� [ϕ](π) → [ψ](π)�

• 0���
�� ∀ξ ϕ ����		� 	� ���	�� π ��%�� � ������ ��%��� ��%��  ��!
�
�� ϕ ����		� 	� �#��� ���	�� π′� ������� �������� � π �#�
�
����� �	���	�� ������		�� ξ ��������  ���	�� π′ ����� ���� �#!
���"� ��
%��� ������� ���� ����	����� ����� π + (ξ �→ m) ���	�
�
��� ������� �	���	�� ������		�� ξ ��	�m� � ������	�� ������		��
���	���#� �� �� �	���	��� ��� �  ���	�� π� ��

[∀ξ ϕ](π) =
∧

m∈M
[ϕ](π + (ξ �→ m)).
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• ������� ∃ξ ϕ �
����� �� ������ π ����� � ��� �� ������ ����� !��"
���� ϕ �
����� �� ��������� ������ π′� ������� 
�������� 
 π �
����
����� #��	���� ���������� ξ �������� � ������ π′ ��$�� �� ��"
���� %������ 
�������

[∀ξ ϕ](π) =
∨

m∈M
[ϕ](π + (ξ �→ m)).

�� ������ 	�
�� 
���� �
����	��� ��#�������� ������� �
������
�
�� &��� � ���� �# �� 	����� �
�������

'������� 	�� � ���& ��
�����& ������& #��	���� ���������� ξ � ������
π �� ������ ����� (�� ��#������ ����� ����#�� ���������� �� ��
�������
!������� ����� �����$�����) �
�� ��� ������ π1 � π2 ������� �������"
��� #��	���� �
�� ���������� !������ ϕ� �� [ϕ](π1) = [ϕ](π2)� %������

������� �
�����
� !������ ����������
� #��	������ �� �����������

������� ��#�����
� ��������	� �
�� ��� �� ����� ����������� '�����"
��� !������ ��#����� ���$� 
��������� *�� �� ����#���� �
�����
� 
#�������� !������ ����������
� ������ ������������� �� �� #���
�� ��
#��	���� ���������&��

��� �����	
�� ���	����

+�
� !��
������� ��������� 
�������� σ � �� ������������� 
 ��
������
M � ,� &���� ��������� ������� ���������� �
 ����- � !������ ������

�������� � ������ �������������� k"��
����� ����������

������ k ���������& x1, . . . , xk� .�

������ ����#��� ��� !������
ϕ� �
� ��������� ������� 
����$��
� � 
��
�� x1, . . . , xk� /
�����
� 0���
!������ #���
�� ��� �� �� #��	���� ���������&x1, . . . , xk� 1�� 
���� ��#"
������ �����$���� Mk → B = 2���3� �� �
� ��������� k" ��
���� ���"
����� �� M � 4������� 	�� 0��� �������� �������
� !������� ϕ� �
� ���"
������� ������� ��$�� ����	�� ����� 
��
���� ��#�����
�����������
�5
��� 	�� ���������� ���� 
��
�� ���������& ���� �� �������� 6������"

����-�� �� ������$�
��� ���$�
���Mk ����
�� �
�����
�� ����#���&
����������� ���$� ��#����� ����#������

7	������� 	�� ����
�	����� ���������� � ��#��
� ���& ����#���& ���"
$�
�� ������
� ����#������



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

������� �������	� 
��	��� �����
���� �������������� 
����� S
� ����
���� �	�������� 
����� 	���
��� �=�� ��

���	�� ���	�	�
����� ���� 
������	�� � �� 
�� ��
���! ��"	� ����	������ 	!� N�
������ S "��� �"�#�� ��� ������� �	�"�����! ������ ������ 
 �����
S 
��	�$��� �� 
���� %&''(%%)* + ��
���������� ,��� 	���
��� ���	�
�	��	��
! ��� 
������� ��������

-��� �	��	���.  �� �����
���� �	����� /"��� ���0�/ ��	�#�� �
���� ���	�	�����. �
���	! �� ��.  �� ���
����� ��! ���! � 
������	 �
�	��
���	��� � 
���� ��. �� ��	����
! ��	�����

¬∃y(x = S(y))


 ���
������ ��	���	�� x�
1$0 �	�$ ��	�#��� � ���� 
������	 ����
���� �	����� /"��� "����

2 �� 2 �	� ���� ��� � ����� ������	�3 y = S(S(x))�
4���� ����#���.  �� � ���� 
������	 ������	� �� �� � ���� ����

�� ��"�	 ��	�#���5 �	�������3 �
!��� ��	�#���� �	����� "��� ��	��
����
! "
������	��� ��	����� ���#�����. ��	�#�� "�� ��������. 
��
��"����� � 
������	 ���
����� 0�

��� �����	
��� � ��	�
�	��

��

���	�� 
������	�. ���$�� ��� ����
���5 �������������5 
�����
�� + 
����� � ������� ���� �"� ��. �� "��� ��
��� x + y ��
��
+(x, y) � ����� � ����
���� �	�������� 
����� 	���
���� ��

���	��
���	�	����� ���� 
������	�. ��
���� ����	�� !��!�
! ����
��� N
����	�����5  �
�. � 
�����. ������� � 	���
��� ���	�	��	���
!

�����	���� �"	�#���

��	�#��� 
 ����$�� ��	��� ���� 
������	� �	������ ��#�����
!
����������	
��� � ��	��� � ������� 
��� ����� ������ 	���� ���
����
����$� ����
��� ���� ��#�����
! ����������	
���� 6 ��5 ���
�	�"�� 	�

��#��� � �	���� ����7 ���#����
!.  �� �� �� �
!�� ����
���.
����	� ����� ���
��� 
������. !��!�
! �	����� 
����

8�! �� ��� �� �
������� �	����� ��
�� �������� �	�
��5 �	�����
����

• 9	����� x ≤ y !��!�
! �	����� 
���� � 
���� ��. �� �����
#���
��� ��� ∃z (x+ z = y)�

• 9	������ x = 0 � x = 1 !��!��
! �	����� 
����� � 
���� ��.
x = 0 ����� � ������ �����. ����� x ≤ y ��! ��"��� y �� ���� �����



��� �����	
��� � ��	�
�	�� ��

x+x = x�� � x = 1 ����� 	 ��
��� ����� ����� x ��������
��� �����
��	������� �	�
� ��
	���� �� ��
�� ������ ����� �����
���������
��� ��� y · 1 = y ��	 
���� y��

•  ���!� �
� 
����� "	��	��������� �	�
� c ����	��� x = c ��
���#
�� ��	"���	����	�� �$���	��� ����� ���	���� ����� 	� ��
�����
�	�
� ��	�	%��

• &�
���� ����� ��!�� ���
����	�' ��
	 �( ��� �������	
	 ��� �����#
�� ����	��� ��
����� ��	"���	����	� �� � ��
������� ��� �����
	���
������� � "����
�) ��� ��
	 �( �� �)��	
 � �	������� ��#
���
��� ��� ������ ����� �����	�� �� �(�����!�� ��� "����
��

• &���	��� x|y ��	�
� x ��
����� ��
	��
�� �	�
� y� ����	��� ��	"#
���	��� �"����
� ∃z (xz = y)��

• &���	��� *x + ������� �	�
�* ��	"���	����  ����� ��
� �	�
�
������ ��
	 ��� ��
	��� �� 1 	 
���� ��� ��
	��
� ����� 1 	
	
������ �	�
�� ,�� ����� �� ���	�(������ � �	�� "����
(�

• -����%		 �������� 	 ������� ��	 ��
��		 ��	"���	��( �� ��� ��(�#

� ��� ��.)�����(� ����	���( *q ���� ������� ��	 ��
��		 a �� b* 	
*r ���� ������� ��	 ��
��		 a �� b* ��	"���	��(� $���	��� ����(�
	� �	) ���	�(������ "����
�� ∃r ((a = bq + r) ∧ (r < b)) ���� �(
��� �����	
	 	���
������	� ��	"���	������� ����	���� (r < b) ��
�����.� ����
����

• ,��� ��	��� ����� �����
����' �
� ����	) ����	����� 	) ������#

��	� �� ��!����� ��� ��
����� ������ "����
��� $���	��� ����#
���� *�(�� ��	��
��	� ��!	� ��
	��
�� *�(�� ��	�����	� ��!	�
�����(� *�(�� ���	��� �����(�	* ��� ��������� � /��� �������		�

• &���	��� *�(�� �������� �����	* ��
����� ��	"���	����	� �)���
/�� 	 �� ���
� ����	��� ��� � ����(��!	) ��	����)��  ����� ��
�
/�� �������� ����� ����"����
	������ ���' 
���� ��
	��
� 
	��
����� ��	�	%� 
	�� �.����

&��
����� 	� ���	) ���������	� ���	��� �
� �������� �����	 	 ����!�
�
� �������� 
����� �������� �	�
�� -����� ��� �
� �������� ����.��	 ���
�� ���)��	� 	 ����
�� �( �����
	 � ����	%� ��� ��� ���������� ��!���
������ �� �����	���
0�� ��	��
�� 	������() ������� �����(���� ��	"���	������ �������(

�� ����������	 *���	�����	�* ������() �������� 	 ���
�������
��������
-�	� ���)��	� � 1.��
� ���� ���(������ β#"���%	� 1.��
�� ������ 	�#

���� � ��	�� *2���	� "����
��() �	����� 3. ���	��
 4�5��

	�� 	�#
�����(� ��� ����� ��	�	 ������� 	���� ���������
���� ������	� *6�� ��
���(������ /�� ��	��7��



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

� ��������	 ����
����	 ���� ������ ����������������� � � �������
����� � �� ����� �� ������ ��� ������������ �������� ������ ������ 
!�"������� ������ ����������� ������������ ���� ����������� ����
��� � �������� ������#

0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
Λ 0 1 00 01 10 11 000 001 . . .

$�� ������������ �������� ���# ����� �������� ������ �����������%&�� ����
�� n� ���� �������� n + 1 � �������� ������ � ������� �����% �����'� 
(������� ���% ������������� ������ ����� Λ� ����� 15 ) ����� 0000 � � � 
*����� ���� �������� �� ���"��������� ����������� �����������	 ��
�������	 �����	� ��� � ���� ���"��������� �����������%&�	 ��������
��� �� N 

• +������� ,����� x ������� �� ����	 �����, ���"������ � ���
����� ��� ����	��� � ����� �� ������������� �������� x + 1 ����
������� ������ ������� -��� � ������. ���"������ 

• +������� ,����� x � y ��%� ���������% �����, ���"������ �
��� ����� /�� ��������� ��� �������� ������� ������ c� ��� �������
c − 1 ≤ x, y < 2c − 1 -����� ����� ��������� �������%� ������
������ �����������%� ����� ����� �����. 

• +������� ,����� z �������� ���������'��� ���� x � y, -���&� ���
����� z ���������� ������������ y ������ � ����� x. ���"��
����� � ��� ����� ��� ���� �������� ���# �������� ����� y′

�� ����	 ������ ��%&�� �� �� ������ ��� � ����� y� ��� /��
(z + 1) = (x+ 1)(y′ + 1) + (y − y′) -�������� �� y′ + 1 ������������
�� ����������% ������ � ���������� y − y′ ������� ���� �� �����
����� y. 

• +������� ,����� x �������� ������ ����� y, ���"������ � ���
� ����� /�� ��������� ��� ��&������� ����� t� ��� ������ y ����
���������'�� x � t 

• *� �� ���� ����� ��� ���������� ,x ���� ����' ����� y ,x ���� ����
����� ����� y, -��������� ��������� ��� �������� ����� u � v� ���
������	 y ���� ���������'�� u� x � v0 ���������'�� ���	 ���� �����
��� ����� ���������'�% ���	. 

+�������� ����������� �� �������� ���� � �����	� � ����
� ��� �� ��
�����������# ���������� ������ ��� �������� �������� ����������	 �����
���� ���������� ����� ����������	 ����� � �������� ����� 



��� �����	
���� �����	��� 	��������
�� ��

������ �� ��	�� 
������� ��� ���� x �
������ �������� ���� 4� ����
����� �������� ������
��� �������� ���	���
�U � ������� �����	� ���
�� x  �������� ���� �
����
��� 
���� ������� u ∈ U ��� ��
�� 1� ���
������ �� 4  u/4 ���	� �������	� U � ������ ���� 
���� ������� ����
	���
� U �� � � ��� u1, u2� � ��
��	���� x ∈ U �� S(x, u1, u2)�  �� S !
����������� ��� �������� ��������

������ "� ��������	 
�� ��������� �������� �x ���� n��� �� ���

���� ������� 
����� ��������
���

��� �����	
���� �����	��� 	��������
��

#� 
���� ��� ��	�� �������� 
��������� ��������$ �
����
� %�����
�� ����	��� ���� ������� ��	�� ������
��� ��
����������

&���'� � ���� � ������� (���� � ������ �����	� �
�������� ����
���� ��
����
� )=*  �
�������� �����+� ���	��� )+*� ,�������� �'
���������+�� �������� ������� �
������ +���� ����� � ��
����
� 
���	��� �������������� ����������� �������� -����
������ ��� ����
���� x > y �� �
������ 
��������

(���� ���
���� � ���� ����� ���	��� +���� ���� �������� ���
�������� ����	������� ���� �� ��������� �� ���+�������$� .�� ��
����� ���� � 
��$ ���������$� 
$����$ 
 /������� �� �' �������� ��
��	�� ��������� &� �� ���� x > y �������� �� x < y�  ������ ���
�
����
� �� �
������ 
��������

0��������  �
���� ���� ������
��� �� ����+ ����� �
����
�� ���
/������ ϕ ��������� � ������ ����� �� �+���� π� �� ��� ����� 
�� �+���� π′� 
 ������� ������� 
��$ ���������$ ������ ����� )(�������
�� ��1���� ��� 
 ����� ����+ ����2��*

%/��������� ����� �$���� ������� ������� ��� �����	����� (����
������ ��������� � ������ σ  ���������+� ���� � ������� ������
��� ������� �
������ ���	���
� M � 3����� ����������� ������	���
α : M → M ����
����� ������������� ���������+� ��� 
�� /���+
 ��������� 
$����� 
 ���������+�� ������
� ����������� α� (�
���� k�������� ������� P ����
����� ����
���� ����������� α� ���

P (α(m1), . . . , α(mk)) ⇔ P (m1, . . . ,mk)

��� ����$ ��������
 m1, . . . ,mk ∈ M � 4���� ���� ������� k��������
/���+� f ����
����� ����
���� ����������� α� ���

f(α(m1), . . . , α(mk)) = α(f(m1, . . . ,mk)).
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���
������ �����

��� ��������	
� ������� ��	���	�� ��������	
� �������
�� ���
������ ������ ����� 
 ����

������� ��� ��������	 
������� 
 ������ �������������	 ������

��
 ������������ �� �
��������
�

��	�
��������� �������� ������������  ���� !������"	� �"��
�#
	���$ �����%��	
� ������	��

����� π & 	������� ���	�� �� ���� �����%�	
�� ������� � �������#
���
� ���� 
	�
�
�	'� ������		'� 	������'�  ����	�' 	��
����� (����
α ◦ π ����	"
� ���	��� ������ ����"
���� ���
 � �	"�	
) �%��� ����#
��		�� ��
��	
�� �����%�	
� α* ����
�
 �����
� α ◦ π(ξ) = α(π(ξ)) ���
�)��� ������		�� ξ�

����'� +� �����
� � ���� "���' 
	����
�� �� �������	
) ���� t ��#
���� ���� �����%��	
�, �	"�	
� ���� t ��
 ���	�� α ◦ π ����"����
��
��	�	
�� α � �	"�	
) ���� t ��
 ���	�� π,

[t](α ◦ π) = α([t](π)).

-�� ������		'.  �� �"��
�	��  +� 
	����

 
��������� �����"
�����
���. ��	��
� 
	��������

 ��	��
����	� α�

/����� 
	����
�� �� �������	
) ������'ϕ ����� ������ ���� �����#
%��	
�,

[ϕ](α ◦ π) = [ϕ](π).

0' 	� ����� �'�
�'���  �� ��������* ��%�� �
+�� "�� ��
�	� ��	�#
�	"	���� α 
������������ ���� �' ���
��� ���"� ��	������ !1 ����
����� ���
 � ��	�� �����	' 
������
�� ������� ����#�� ��2���� �� ��
�#
	� ��	��	"	���� ��������� ����� �����������)�
� ��� ��2��� � ������
�����	' 
������
���$ �

/����� �� ��������� ������ 	��'��
����� �����#�� ����
���
����2��
� �������
�� 
	��������

� ��	��
����	� �������� 
	������#
)�
� 	� ����
�� 	������"
�� 1�� 	�������� ��
�����,

• (Z,=, <) 3
�	��� �����%
� ���	���� 
 ��	�+�	
� ������� 4	#
��������
�, ���'� "
��� 5��'��
�'� ����
��, x = 0� 6������#
�
��, x �→ x+ 1�

• (Q,=, <,+) 3
�	��� �����%
� ���	����� ��	�+�	
� ������ 

�����
) ���%�	
�� 4	��������
�, ��
�	��	'� "
��� 5��'�#
�
�'� ����
��, x = 1� 6�������
��, x �→ 2x�



��� �����	
���� �����	��� 	��������
�� ��

�������� ��	 
�	���� �	��	���� �������� ��������x = 0� ��	��
�	�	� 	������� ��	 ���
�	 ����	����� ��
�� �	�	 ����� ���
����
������ �	 � ������ ��� ��� � ��	� 
� ��� ������ 	��
�����
� ���
�����!�� ��
�	� "	��!��  ��#�

• (R,=, <, 0, 1) $���� �� 
	������ ����
��	� �	���	� � �	
���� 0
� 1� %�����������& ���
��������� ��
��� '���������� ��������&
x = 1/2� �(��	�	�)���  �	���	��	�	 �	��
��� R� 
	����*+��
0 � 1� 	 � 1/2� �	
��	��� ����	�#

• (R,=,+, 0, 1) $���� �� 
	������ ����
��	� 
�	����� �	
���� 0
� 1� %�����������& ���
��������� ��
��� ,�	��
��� ��������
x = γ ������� ��� ����	����� γ � �������� ��� ������	����
�� γ�

- 
��	� ����� �������	
�� ��� ����	����� γ 	������� '����
�����	
�� ��� ������	����� γ 
��� �� �� �	�	� ��	 ��� �*"��
�� � ������	����� γ1 � γ2 
 +�
�� �� ���	�	�)���� �����	���
+�� γ1 � γ2� �- 
��	� ����� ��

�	���� R ��� "�
�	��	���	�
����	�	� ��	
���
��	 �� Q� -���	�� 1, γ1 ����	 �����
���
� �	�	� �� �	�	 �	�	���� �	 "���
� .����� ��	��	"	
�� 
�	��
�� � ����� �	 ��	��� �	��
�� /�0#� $������ �	 �� 
��	� 
 ����
�	���� 1, γ2� 1	� ���
� ���	�	+�� "���
�� �	
�� ���	 �� "��2�
Q������� 	�����	�� �����	��+�� 1 � 1 � γ1 � γ2�#

• (C,=,+,×, 0, 1) - 
���� � ��	��� �������� ����
���� 	�������

�	���� �  �	����� � ����� �	
���� 0 � 1� %�����������&
�	�����
�� ��
��� 1������� x = γ� ��� γ 3 ��	�	�	� �	�����
	�
��
�	� ������� ��� ����	����� γ � �������� ��� ������	����
�� γ�

- 
��	� ����� �
�� γ ������	���	� �	 		 �	��� "��� ����"���
���
��� ��� ���
�������� - ����	� 
� ��� ��

�	���� �	�	�
��� �� Q[x] �������	� 
������ 	"��+�*+��
� � 0 � �	��� γ4 �	
�����	�	���* 	 ����� 
����� "	��!� 1 � �	�	� ����� �� �	�
�	��� γ′� - ����"�� �	��������
�� ��	 
 +�
�� �� ���	�	�)��� C

�� Q� �����	��+�� γ � γ′�
- 
� ��� ���
�����	�	 γ �� �
�	��� �� ���	� )���& ��� �*�

"�� ���
������� γ1, γ2 ∈ C 
 +�
�� �� ���	�	�)��� �	��C ��
Q� �	�	��� �����	��� γ1 � γ2�

,������� ��	 ��� �	��R ���
�	C ���	� ��

 ����� � ��	�	����
��� ��� ��	 �	�� � ����� ����������� ���	�	�)���	�� �,�	!��
�� �	����� �������	& �	�	�������� ��
�� 
 �� ��������� �	��	�
� �*"	� ���	�	�)��� 
	������ �	���	�� 1	
�	��� ���	�	�)���



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

��������� 	� 
���� ��� ����	���	�� ����� �	 �����	 ���� ������
����		�
��
�� ���
 ������ ������� x = γ �����
 �����  ������ ������

����� γ  ������������� ������

������ !� ��������	 
�� ������� y = x+1 ��������� � ���������

����� (Z,=, f)	 �� f � ���������� ������� x �→ (x+ 2)�

������ "� ��������	 
�� ������� x = 2 ��������� � ���������

����� ������������� 
���� � ���������� ��������� � �x ���� y��

��� ������	
�	 ��	������� ���	�
�����	 �������

#�����	� ���������	$ ��������� ������� ��� �������� � 	��������
�� 	����� ����	�% ��������$ �	����		�% ����
�
� � ��
�&�' 	������
��% ����� ������ �	� ��
�
 ���� ��	����		��� ������ ()*+, -)./.,��
0�$��� 
� %��
 ��1�� �	�����	�' ������ ��� 2��
�� ������� ��������
0����������'&�� �����	� 	��������� ��
�������� ����������
3���� 2������	� 	�������� ��	����� σ� 4��
��� ϕ ���$ ��	�����

����
��	�� � ����
����
� 	��������� � !����
���"� ��� �	� ��		� �
�'��$ 	��������� ��	����� σ 	� �'��$ ���	���
5�&��	��
�� 2��
��� � ����� ��������� ���'� �� �� ����� ���

�������� � ����� ���������	$� 6���� 	
 ����  2��
���	�� �����7
��� ����� �'��' ��������'  �
���� �%���&% � 	�8 ��������	���	�%
����
�		�% ��������� ��������	�� 2��
��� ��	�����σ� �������� ���
&��	��
�� 2��
���� � ��
�
 ����� ����� ���� 	�������� 	����������
��	����� σ  	�������� ���	�� ��� ���� 2������	� �	���	� 	����
	�% ����
�		�%�� 9���� ������ � ���������		�% 2��
�� ���	�� ��		�$
� ���	�$� � �	���	� ���$ 2��
��� ������������ � ��
�&�' ����� ��
�		��� ��� �������% ������� �� ���� �� ��
 �� ������
� ��� � �����
���������	$�
:�	��	�� ����'�  ����� ��&��	��
�� 2��
���� 	� ����'&��� �����

	�
 ������
 ��������	���	�% ��������$� ;���
��� 2��
���

∀xA(x) → ∃yA(y)
��&��	��
� ������ ��&�����		�� ��� 	������ �'��$ 	���������
	������� <���� ��
��� ��&��	��
�% 2��
�� ��� �����
 ������ ϕ  
��������	�� 2��
����7

∃y ∀xB(x, y) → ∀x ∃y B(x, y), ¬∀x¬ϕ → ∃xϕ.



���� ����	
� � ������ ���	�� ��

������ ���	�
� ���� 
��	����	����� ��� ���	�
� �� �����������
��
������	�� ��	���� ���	���	� ���� ����
��� 
���
��� 	�����
����
���
�	���������
�� � ����
�����	����
�� � ���� ��	��� R� T � A 
������	�
(=, <) � ����� ����
��� ��	����

R ∧ T ∧ A → ∃x ∀y ((y < x) ∨ (y = x)).

�����������
��  ��� ��	���� �������� ��� ��� �!��� ������� ���	"��#
������ ����
��� ����� �������$��  ������� ��� ��� ��� �� ������������

%�� ��	���� ϕ � ψ &
 ��	����	��� ��� ���' ������!�
" ���������	


����� �
�� � �!��� ����	�	���(�� � �� �!��� �(����� �� ����	�� �
�����
���� �� ���� �
����� � �	���"� )�� ��	�������� 	����
����� ������* ��	#
���� ϕ ↔ ψ ������������ +��
�� ��������� ϕ ↔ ψ �
�� 
��	������ ��"
((ϕ → ψ) ∧ (ψ → ϕ))�

�����������
�� �!��� ��	���� ϕ �������� 	����
����� �����������#

�� �, �������� - ��	����� ����	�" �������
"� �
�� 
���� �ϕ �	���
���
������	� �
������
�� �� �
�� ��	����	���

%���
������� � �����������
�� ���"��� - ���������
��� .�	���� ��#
������
" ����������� �
�� ��� �
����� � ������	�� ����	�	���(�� �� ����#
��	�� �(����� ��������� ��	���� ϕ ����������� ����� � ������ ������ ��#
��� ��	���� ¬ϕ �� "��"��
" �����������

/���� �	���	���� "��"��
" �� ��	���� ������������ ��
������� ���
��#
���� � ��, �
� �������� ����	� �������� ��	�������� 0��"  ��� �	�(�


���� ���� �� �	������ ���������� &����	�� 
��$��� �����'� ���	�����#

�� �� ����� �	�
��� ����	��� �	���	��� "��"��
" �� ��	���� �������#
����� %�" ������������ ��	��� � ����� 
����� ������ ����	���� �� 
�#
��
����� &���	��� /,	��'1 �� �
�� ������ ��" ����� ��	��������� ���

��
��	���� ���	���	� �
�� 
������	� 
���	�� ������ ������
���� �	������#
��� 
������� �� ������ �� 
���
��� 
�����
" � �	���	�� ������������
��
&�  ��� 
����� ������	� ��������'� /��� ����� 
���� 
����� 
 ������
�#
���� �	����������

���� ����	
� � ������ ���	��

2���	����
" � ��$�� ������* ����� ��
���� � �	����� ������ ��� �����
����� �������� �
� ������������ ��	���� ������	�� 
������	� σ3 4
��#

������ �
���������� �
� 
���� ��
��� (1) # (11) �
��
����" ��
���������
&	����� 5'� �� ������ ���
�� ���� A� B � C ����	� ���� ���
����"�� �	�#
��������� ��	���� 
������	� σ� 6��	��� � ������� �
��
����" ��
����#
����� ��	����	���� ��� ��
��  ���� �� 
���� ����
�� �!��� ��
���� 
��#
��� �!��� �	�����(��������� ���������� &�� �
�� �!��! ��	����� ����	�"



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

��������	
 �� ���������������� ���������� ������� ����������������
��������� �� ������ 	������� σ�� � 	���� ����� ������� ����� ����
���������� � �	��	����� ��	���������  ������� ��� �� ������ ������ �
�������� 	������	���!"�! ������ �� �	�� ������� ����� �������

#���� 	���� $� ��	�� ���
��� ��� ������ ������ ����� ��	���� ��
�����% �	�� ����������	
 ��&� 	������ ��	��� (1)'(11)� ���&�
 (��� �
��� � ����	��� A� B� C ����������� ������ 	������� σ� � � ����	���
������ ������ �	���������� )*+,- .*/0/-� �� �	� ��������� ������
(���� ��	����� 	����
�� ���������������� ����������� � 	���� �����
�	�� ����
'�� ��������� ��������	
 	 �������� �� � ������ ��� ��$��
�	������	
 ������ ��� ������ ������ �� �	�� ����
 ��������� ����� 	�(

��� ���������������
 ��������
�

1�� ��(�!����� 	���� ���������� ��� ����������� 2 �	�� 	��� ��'
&�� ��	��� � ����� ������ ��� ������ � 	��	�� ��������� �� �������
������!"��	
 	 ��������� (���� ��	�� 	�(
 ��� ��������� (����� 3����
�(����� ��� ��$�� ��	���� � ������ ������� ���$�!"�� �����������
	��	� ���������

�	������� ��� ����
���� ��	���� �	��	����
 ��	���������� 4 ��	 (�'
�� ��� ���� ��	��� ��
 ���5!����� � ���5!�����% ���� �������� ��� ��
��� 	������  ������� �� A ∧ B 	�������� B�� � ����� 2 ��� �� ��$'
�� ��������  ������� ��	���� (A → (B → (A ∧ B))) �������� ��� ��

����������	��� (A∧B) ���� �������� A � B�� 6������ �	��("��	�� � 	�'
"�	�������
 � �������� 	��	�� ���������� ���5!����� � ���5!������
� ��	���� ��
 ��� ��$� (���� ����$���� 7������ 	��� ��	��� (����
������

∀xA(x) → A(t),

��� A 2 ������	���� ���������� 	����� ��&�� 	�������� � t 2 ���	���'
��� ��������
 ��� ���("� �!(�� ����  8	�� A ���� ��
 �	�� x� �� ���
���$�� (��� ���� � ��
 ��&��� ���������� t� 9�$�� 	������ � ���% ��
:(�	�������� ���5!�����: �	�� A(x) �������� ���� �� �� ��������

6������� ����! ��	���� ���� ����� �� ������ ��
 ������	����� ����'
������� 	������ A� �� ��
 �!(�� ������ ϕ� �!(�� ��������� ξ � �!(���
���� t� 8	��	������ 	������� ��� �	�� ϕ 2 �!(�
 ������� � t 2 �!(��
���� �� ������

∀ξ ϕ → ϕ(t/ξ),

��� ϕ(t/ξ) �(�������� �������� ���	������� t ���	�� �	�� ���$����� ��'
������� ξ � ������ ϕ� 
��
��	
 ��	������  ;���	� ϕ(t/ξ) ��$�� ������
��� :�� �� �� ���	�� �	�:��



���� ����	
� � ������ ���	�� ��

� �������	
� �� �� ��� ������� ����	���� ���	 ������� ϕ 	���� �	�

A(x) ∧ ∃xB(x, x),

�� ����������� ����� f(y) ������ x ���� ��������� �������	�

A(f(y)) ∧ ∃f(y)B(f(y), f(y)),

������ �� ����
����� ��������� � ���	 �������	�� f(y) ������ �����	 A
	 B� �� �����	��� �������	�

A(f(y)) ∧ ∃xB(f(y), f(y)),

�������  ��� 	 ����� ��������� �� 	���� ������ �� ��� ������ ������� ���
������

�������� � ������ ������ �� ������ ����� ��� ����������� f(y) ����
�	!� ������ ����"� �����"� � �����	� ���������� x� �� ���	 ��  ��	�
�������	�� ���������
 �	����� ���	�� 	 ����	� ������� �� ���� ���� ���#
������� ���������	��

$�� �����"� �������� � ������� ��������	� �"� ������� �	
����%
���	��
��
�� � ��"� �������������������� �����	��	� 	��	�	���� ��#
�������� � ������� ��&������� � �����	�� �� ������
��� � ������� ���#
���	� ����	����"� ��������� '�"�� ������� ��� (�� ���������	� �����
����������	������ 	�����	���)

• �
��� � �����	� ���������� � ���� ��������*
• ��������� � �����	� ���������� � ������� ϕ ����
��� � ������#
���	 � �����	��	 � ������� ¬ϕ*

• ��������� � �����	� �
��� ���������� � ���� 	& ������ ϕ 	 ψ
����
��� ���������	 � �����	��	 � (ϕ ∧ ψ)� (ϕ ∨ ψ) 	 (ϕ → ψ)*

• ���������� ξ �� 	���� �������� � �����	� � ������� ∀ξ ϕ 	 ∃ξ ϕ*
��������� � �����	� �������� ��������� � ϕ ����
��� ������#
���	 � �����	��	 � (�	 ��� ��������

+����	��� (�� ���������	� � 	�����	���� ���������	�� ����������
������� � ��&���� ,� �� �	�	�� ��� ��������� % (�� ����������� 	��#

�	� ��������� � �����	� � ��������

- �����	� ����������� �� ����
�	��� ���������	 .� ��� �	��� �����	�
����� � ���������/ ��&���
� ���������� ����	���� ���������� x 	����
���� ��������� 	 ��	 ���&���� � �����	� � ������� A(x) ∧ ∃x B(x, x)�

0����� ����� �����	 �������� � ���&����� ��!� 	 ��	����� ��� ���	�#
���	 ����
��� �������

∀ξ ϕ → ϕ(t/ξ),



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

��� ϕ(t/ξ) ���� ���	
���� ��������� t ����� ���� ��������� ��������
��������� ξ� ����� ���� ����� ���������� ��� ��������� �
��	�
���� �������
������
�� f(y) ����� x �  ��	
	 ∀z B(x, z)� �� �
	���� !� �
�

�� ��
���� � ��"�� ���	�#���$  ��	
	 ∀z B(f(y), z)� %����� �������
���  ��	
	 ∀y B(x, y)� ����� �
������� � ∀z B(x, z) 
�"� ������
�������� ��������� � �
��� ����� �� �� ����
� ���������� x �
��� ���������	 ��&���� � ��������� f(y) ����� x ��'�  ��	
	
∀y B(f(y), y))� � ���� f(y) �������� �
� ��&� ������� � &
���� ����
����� ������� � y� %��� ��
���� ����� �������� ��������� ��	�
����(
��� )�� ��������� ��'�  ��	
	� �����	� ����� �� �� ����
� ����
�� ���
��
������  ��	
� ���� ∀ξ ϕ → ϕ(t/ξ), � ���� �������� �

����

���������� � ����� �� ��
����� &���������*∀x ∃y A(x, y) → ∃yA(y, y)�
�)��	 ��� ����'��� ������� ��' ��	 ���	 ������������ �  ��

��
�� �����
��� ������ ��		������ ��������� ����� ����� ��������
��� +� &	��� ������� �� ��������� ����� t ����� ��������� ξ ���
������� ��
� � ��#���� �����	�
��� ������ ���� ��&���� ��������
��������� ξ �� ���� t ������� ���������� �� t �� ������� � &
���� ����
����� ����'��� ��������
,
����� ����� � )�� �����
����� ��������� �� ����� ���������

�������� ���������� ����� ������
��� �� ���� � �������� ��&� ���
�������� ��������� ���������� �� ����� t �� ������
� �� ��������
����'���� ��������
��
� ���� )��� ������
���� �� ���� � ��	
������ ��� ����"��

��� ����� ����� �����
���� ���������*  ��	
�
!-.$ ∀ξ ϕ → ϕ(t/ξ)

� ����������� ��  ��	
�
!-/$ ϕ(t/ξ) → ∃ξ ϕ

&	�	� �������� �����
���� ���������� ��
� 	�������� � ��� ���������
���������
0�� ������� �
	���� ���� ��������� ������ ��������* ���������

��� &������ ������
��� �������	 !�
� 
�&� ���� &�� ���������$�
�������� ��������� ��������� ����� ��&� ������ �������� !� �����
�� ������ �  ��	
�$�
������ �
��	��� ��  ��	
� ∀ξ ϕ → ϕ � ϕ → ∃ξ ϕ &	�	� ��������

�����
���� ��������� !�
� 
�&�  ��	
� ϕ � ��������� ξ$�
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� � ������ ���	�� ��

����� �� ��	 
�� ��
������� ����	� � ������� ������� ���
����
������ ������� ��
 ����	����������
 ����	� �
 ��������� ��������
�	��� ��������� ������	
�� ��� �����
 �� �������! � ���	 ����	���
	
"�� � �	����# ���	��� ∀ξ ϕ ��
 �� ������ � ���	��� ∃ξ ϕ ��
 �� ��������$
%�"��	� 	� ��
��	 � ��&
 ������
��
 ��� ������� ������� ��'���
	�

��������� �	�
����� � �� "��	 ���
�
�
��
 ������
��! ��
������ ���
�
'��
�&
���

(��� �
�
	
���! ξ �
 !��!
��! ����	
���	 ���	��� ψ� �� ������� )
��
��*�� ��'�
&��� ���
 �
�
+���#

ψ → ϕ

ψ → ∀ξ ϕ
ϕ → ψ

∃ξ ϕ → ψ

,�  �����	� ��� ���!��! ���'� �� �
��� �� ����	 �' ������$ ���	���
������
��! �� �����
�������
	� ������� �' �
�+�
*� -����
����
��� ���
����!
��! � ���
�
�
��
 ������ � ����
�����
������� ���	��� � �����*
����! ���	��� ���� !��!
��! ����	�*� ���� ������
��! �' ��
������+
�� ����	� �' ������ ������ �����&
 ���� ����� ������� ./� �
�
�� ���
�������� ��� ����+ �������$�

%�!���	 ����������* �	��� "��+ ������� %
���
  ������� ��� 
��� �'ψ
��
��
� ϕ� �����	 � ϕ 
��� ����	
�� ξ� ����� � �
� � ψ� �� "�� �'����
�� ���
���	��� ϕ ������� ��� ��
+ '���
��!+ ����	
��� ξ� 
��� ����� ���	���
ψ ��������

0�����'�! �
���
 ������� )
���*��� �
 � ���������� �������	�������
���� �����	
��

ϕ

∀ξ ϕ �123$

�
��� � ������
��� ��
������ ������	� ���	��� ��
�+� �� �
���� �� ���
����	� � ���	��� ���'�$� 4 ��	�	 �
�
� ��'�	�	 ���������� ������	��
���	��� ψ �
' ����	
���� ������	
�� ����	�� � �����* �	
��� A� B � C
��������
�� '�	����
 ���	���$� 5�' ������	� ���	��� ϕ� �� ������	�
� ���	��� ψ → ϕ �������� ϕ → (ψ → ϕ) !��!
��! ������� �
* � ���

����	�*$� 6
�
�� �� ������� )
���*�� ������	 ψ → ∀ξ ϕ � ���	
�!
	
������� ./  "��* ���	��
 �  ���	��
 ψ�

%������ �123$ ��� 1232789:;8<:=3 > �����
��
$ �����?���
� ���������
��� ������ �������
��*# 	� ���'���
	 ��
��� ���
���
��
ϕ �� ����
�����* �
�
	
���* ξ� ����
 �
 � '�����
	� ��� 	� ���'��� ∀ξ ϕ� �� �
ξ ���� ����'������	�



�� ����� ��� 	�
���
������ �����

������ ����	
� ������� ����� ���
�� ������������ ��
�� ��������ψ �
������
����		 ∃ξ ϕ� �� �����	�� ����� ����� ξ ����������� ������� ��� 	
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 !	��� ����� ����� ��������	�	���
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'�%	����!� ��������� ��� �� &���	������� ����&���	���� &	������
���	� ������� ��&����� �� 	!�& ������ ��������� � �! �&� �������
!������� 	 ���������! ����
 ����������" (�)����� ������	 �& 	!�&��%
�� ���	�� ��&� ��� ���� ���� �� ���	���� � �������� )�� ���	��� �&�� ��
&����� 	 ��� �����	���� ������ ��������� ������� �� ��� ������ �� ����%
������ )�� �������" *���������� ��� ���� 	������� � ��� ���	�������
	�!�&� ������ ��&�������� ���	��� ����� 	 ����	����	����� ������ �� 	��
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����� �&	����� 	��	�"� 0���� ��� )�� ���� ���� 	�������� � �������
������ ��������"

1��� �� ������	��� ����� 	 &	�����
 �������� �� ��� ���� � �����%
&���	����� ��� 		�&�%	�	�&� ���������� ���&� ���� &������� ���� &��
�������
 ��������! ���������! 	 ������ �� ��� � 	����� 	 ������ �����
����� 	 �����" �



���� �����	
����
� ���������� ������� ��

���� �����	
����
� ���������� �������

������ �� 	
����� ��
 ������� ���������� ��
�������� � �
�
������ ����
� ���������� ����������� �
 ���� �� ������� �����
���� ��������������� ��
��������� �  �
� ��!	��� �� ��
�� ���	�
�
������ ���
�
�
� !���
����
 �������� � �
��������� 
"
!��������
�� � "�	�� ������������� ����������	
�� ������ �
	����#�� ���
�������� �
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� �������� ��
�����
 N ����������� ���
����

-�
�����
 A ⊂ Nk ��!������� ����������	
�� ���� ��#������� �����
���������� �
����� α � ����������� x1, . . . , xk �
�
��� ��
 ���	�������� �
���	��#�� ������. 〈n1, . . . , nk〉 ∈ A �
�	� � �
���
 �
�	� �
�	� �
����� α
������� ��� !�������� ��������
� x1 = n1� � � xk = nk�

������� //� �����
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�
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� P � �
������ ����
� ���������� k1, . . . , kN � 2�	�� �������
��
 ��
	�
� ��������
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	�
� 1 k2� '�� ����
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����������	 
���� ������ �������� ����������� ��������� ���������
���� ������������ �� ������ ������ ���������� !����� ��������� ������ "
��������� ����� ��� �2��3� 
���� � ���������� #���� $��� ����

(p = 7) ⇒ ((s′1 = s1) ∧ (s′2 = s3) ∧ (s′3 = s3) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 8)).

%�� ������ � ��������� ���������� ����
�� �� ��5���	 
��� �� ���� 
��� ���

� ������ #���� ��� ������������� $���� &�� ��� ���$�� ��������	

((p = 3) ∧ (s5 = 0))⇒((s′1 = s1) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 17))

�
((p = 3) ∧ (s5 �= 0))⇒((s′1 = s1) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 33)).

'��� � ( ��#����� ����������� � ���� $�� ��� p = 0 ��#��� ������ ������
�� ���� $�� ���������� �� ������ �� )��� ��������� ���� *��$����� � p′

����(��� ������ 0�

���� �#��*��� �������$����� ������ )��� ��#��� ��������� �����

*��� ��������� +���(��� ������� ������, ��� *������� � ���� ������ ���
���� $�� �� ������� ���������	��
���	
 )����� ������� ��$������� � ���
������� ���������� *����$������� � ������ � � ������� ������ )�� ������
���� 
�������� � ���� $�� *���� ����� ��� #� �������� ���������� $����
��������� �� ���������� - ��� ������� .�� ������� ����$��� ����������
��������� ����������� $����.�
/�� �������� � ���� �� ���(��� ����������� ��*�������� β�

������� 0(����� 1�� $�� ������� � �����
����� �� %�� ��#��� k ����� ����� ����� ������ #���)�� ����� ���

����������� $���� b� ��� ������� ������ k $����� ������������������
b+ 1, 2b+ 1, 3b+ 1, . . . ������� �*����� �������
%���*���������� 2�#�� �# �� ������� �������� ���� �* 3��� $���� #����

��������� �� ��*������ �� ���� $���� lb ��� 0 < l < k4 �*�� b ������� k!�
�� ������������ $�� �� #���� ��������� $���� b� �� ��� $���� ��)�� ���
���������������� �*����� ������ � b� 2���� ����*����

����� �� %�� ��#�� ������������������ x0, x1, . . . , xn ����������� $��
��� ����� ����� ����� $���� a � b� $�� xi ���� ������� �� ������� a
�� b(i+ 1) + 1�
%���*���������� 5������� ������� �� ������ �������� b(i+1)+1 ����

�� �*��� �*����� �������� &� ����� ������ #���)���	� ����(��� ��������
*������� .��������� �������� �# ��������.� /�� ������� ����������� $��
���� ����� ������������� $���� d1, . . . , dk �*����� ������� �� ��� �������
������ u �� ��� ����� ����$����� ��#�� *������� ��#�� ��������� 1 �����
����� ����� ��#���� #���� d1d2 . . . dk &��������� ��� ������� �� di ��*�����
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����
� ���������� ������� ��

������� �� 0 �� di − 1�	 
�� ������ ���� u = 0, 1, . . . , d1d2 . . . dk − 1 ���
������� ������ ������ �������� ���� ��� ���� u′ � u′′ ���� ����������
�������� �� �� �������� ������ �� ��� di� ��� ���������� � ��� ��������
���������	 
� ���� ���� ������ ��� ������ ������� ��������� � �����
��������� ��� ������	 !���� " ��������	

#�� ���� ����������� ��� ���������������� ����������� ����
����� ������������ ����� ������ a� b � n ��������� ���� $ ���� �����
�������������	 %���� �������� ������ &������ ����� �������� '(�����'

∃〈x0, . . . , xn〉(∀i ≤ n)[. . . xi . . . ]

�������� �� ����� ��� �� ������� ���(���������� (������� ��� ���
�������� ������� �� �������� ������������������ �� (�����

∃a ∃b ∃n (∀i ≤ n)[. . . �������� �� ������ a �� b(i+ 1) + 1� . . . ].

)� ����� ���������� ������� �� ������ a �� b(i + 1) + 1 ��� β(a, b, i)
������� � �������� '�����(���*��'�	

+�����,���� � ���&����� P � �������� ����� ���������� k1, . . . , kN �
���������� �� (���*�� f � ����� �������� ����������� ���� f(x) = y ���-
��,������� ����� ���� .�&�� n � ����� ���� a1, b1, a2, b2, . . . , aN , bN , a, b�
���

• β(a1, b1, 0), . . . , β(aN , bN , 0) ���� ��������� �������� �������� ���
�������� ������� ����� x� �������� ����� 0�/ β(a, b, 0) ���� ����
������ �������� �������� ��0����� ������� �� ���� 1/

• �� �����&� i �� 0 �� n− 1 ����� �����

1234(β(a1, b1, i), . . . , β(aN , bN , i), β(a, b, i),

β(a1, b1, i+ 1), . . . , β(aN , bN , i+ 1), β(a, b, i+ 1)),

�� ���� ������ ������� ������������� ���&�����/
• β(a2, b2, n) = y ��������� �������� ���������� k2 � ���*� ������
���� ����� y� � β(a, b, n) = 0 ��������� ��0����� ������ � ����
*� ��������� ����� 0� ��� �� ��.�� ��&����0������ �������������
��������� ��.����	

5���� ���(���������� ��������� ��� ��.���� � �������� ����� �����
������� (���*�� ��������	 �

+�������� ������� 67� �� ��������� ��� ������ ��������� �� ���
.��� %�����&� (���*�� ���(�������	 
������� ����� %�����&�� �����
�������� ��� &��(�� ���� ��������� (���*�� ������� ���(����������
����������	
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