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1. УЧЕБНЫЙ ПЛАН ДИСЦИПЛИНЫ 

 

Курс        4        ,    Форма обучения                  заочная        . 

Общий объем учебных часов на дисциплину            108  часов.      

Аудиторные занятия  ______12 часов,  

 в том числе: 

лекции                                     12  часов,         

Самостоятельная работа        96  часов,          

 в том числе: 

контрольная работа               12  часов, 

работа с учебной литературой и подготовка к экзамену ___84 часа. 

Зачет                                         4   курс. 
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2. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ДИСЦИПЛИНЕ 

 

2.1. Предмет дисциплины 

До середины ХХ века при решении прикладных задач приходилось (и это 

было допустимо) ограничиваться известными классическими примерами, до-

пускающими простейшее, аналитическое представление с однозначным реше-

нием. Сегодняшний уровень развития техники требует более точного, более 

глубокого анализа как реальности, так и создаваемых человеком систем. Широ-

кая компьютеризация предоставляет такую возможность, однако процедура по-

лучения качественных, достоверных результатов оказывается не столь испы-

танной, не столь очевидной и простой, как в случае однозначного аналитиче-

ского решения.  

Преодоление этой проблемы потребовало объединения усилий приклад-

ников и математиков в новом научном направлении – математическом модели-

ровании, соединившем в себе, с одной стороны, грамотность описания изучае-

мого явления и постановки задачи исследований, а с другой стороны, строгость 

математических методов, обеспечивающих достоверность результатов.  

 

2.2. Цель и задачи дисциплины 

2.2.1. Цель преподавания дисциплины 

Целью дисциплины является формирование у студентов знаний методиче-

ских основ разработки и применения моделей процессов и систем в авиацион-

ной технике. 

2.2.2. Задачи изучения дисциплины (минимально необходимый комплекс 

знаний и умений) 

2.2.2.1. Иметь представление: 

– о классификации моделей; 

– о методике разработки моделей в научных и инженерных исследованиях; 

– о методике применения моделей в научных и инженерных исследовани-

ях; 

– о методах оценки адекватности моделей поведению изучаемого объекта; 

– о математических методах, применяемых в моделировании; 

– о методах планирования вычислительного эксперимента; 

– о задачах идентификации и оптимизации. 

2.2.2.2. Знать: 

– основные понятия теории моделирования; 

– основные типы моделей процессов и систем; 

– основные требования, предъявляемые к разработке математических мо-

делей. 

2.2.2.3. Уметь: 

– составлять математическое описание математических моделей; 
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– проводить вычислительный эксперимент на детерминированной матема-

тической модели; 

– проводить вычислительный эксперимент на математической модели слу-

чайного процесса. 

2.2.2.4. Иметь опыт составления математического описания для простей-

ших математических моделей объектов авиационной техники, составления 

плана вычислительного эксперимента, проведения вычислительного экспери-

мента на простейшей математической модели случайного процесса. 

 

2.3. Перечень базовых (формирующих) дисциплин 

Требования к входным знаниям студента, необходимым для изучения дис-

циплины: 

– по дисциплине философия – знать роль науки в развитии цивилизации, 

соотношение науки и техники, объективной реальности и субъективного вос-

приятия; 

– по дисциплине высшая математика – знать и уметь применять методы 

следующих разделов: линейная алгебра, математический анализ, дифференци-

альные уравнения, теория вероятностей и математическая статистика; 

– по дисциплине физика – знать фундаментальные физические законы, опи-

сывающие процессы и явления в природе, и понимать их место; 

– по дисциплине метрология, стандартизация и сертификация – знать меж-

дународную систему единиц физических величин; физические основы и мето-

ды измерений, методы оценки погрешностей измерения; 

– по дисциплинам теоретическая механика, аэромеханика и динамика по-

лета – знать основные понятия и модели. 

 

2.4. Перечень формируемых дисциплин 

Дисциплины, для которых данная дисциплина является предшествующей: 

– технологические процессы ТО ЛА и АД; 

– конструкция и прочность ЛА; 

– конструкция и прочность АД; 

– конкретная техника; 

– конструкция и ТО ЛА; 

– конструкция и ТО АД; 

– основы теории эксплуатации авиационной техники. 

 

3. ЭЛЕКТРОННЫЕ СРЕДСТВА ИНФОРМАЦИИ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

 

База электронной информотеки МГТУ ГА – электронный учебно-

методический комплекс (ЭУМК) – содержит всю информацию, необходимую 

для изучения дисциплины: 

– рабочую программу дисциплины; 

– пособие к изучению дисциплины; 
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– учебное пособие; 

– слайды для лекционного материала; 

– контрольные вопросы по дисциплине (для подготовки к экзамену). 

 

4. ЭЛЕКТРОННЫЙ АДРЕС КАФЕДРЫ ДЛЯ КОНСУЛЬТАЦИЙ 

 

akpla-study@yandex.ru 

 

5. РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА 
 

№  Н а и м е н о в а н и е, 

  А в т о р и з д а т е л ь с т в о, 

п/п  г о д    и з д а н и я 

1. Основная литература: 

1 Кубланов М.С. 

Шифр библиотеки 

МГТУ ГА 

517.8 

К88 

Математическое моделирование. Методология и 

методы разработки математических моделей ме-

ханических систем и процессов: Учебное пособие. 

Часть I. Издание четвертое. – М.: МГТУ ГА, 2013. 

– 108 с. 

2. Учебно-методическая литература: 

2 Кубланов М.С. Моделирование систем и процессов: пособие по 

изучению дисциплины и выполнению контроль-

ной работы. – М.: МГТУ ГА, 2013. – 32 с. 

3. Дополнительная литература 

3 Кубланов М.С. 

Шифр библиотеки 

МГТУ ГА 

517.8 

К88 

Математическое моделирование. Методология и 

методы разработки математических моделей ме-

ханических систем и процессов: Учебное пособие. 

Часть II. Издание четвертое. – М.: МГТУ ГА, 

2013. – 124 с. 

4 Лебедев А.Н. Моделирование в научно-технических исследова-

ниях. – М.: Радио и связь, 1989. – 224 с. 

5 Вентцель Е.С. Теория вероятностей. – М.: Наука, 1964. – 576 с. 

6 Савченко А.А. Введение в математическую статистику с приме-

нением в гражданской авиации. – Киев: МИИГА, 

1975. – 132 с. 

7 Савченко А.А. Методические указания и контрольные задания 

по специальным разделам теории вероятностей. – 

М.: МИИГА, 1982. – 44 с. 

8 Савченко А.А. Многомерный статистический анализ для инже-

неров гражданской авиации. – М.: МИИГА, 1976. 

– 112 с. 
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6. УЧЕБНАЯ ПРОГРАММА ДИСЦИПЛИНЫ 

 

Раздел 1. Модели и моделирование. 

Тема 1. Введение. 

Научная абстракция. Сходство объектов. 

Тема 2. Понятие моделирования. 

Понятия оригинала и модели. Примеры моделей. Понятие моделирования. 

Процесс моделирования и необходимая последовательность этапов этого про-

цесса. Причины, вынуждающие применять моделирование. 

Тема 3. Классификация моделей. 

Два аспекта отношения модели к оригиналу. Классификация моделей по 

особенностям выражения свойств оригинала и особенностям функционирова-

ния модели. Классификация моделей по основаниям для преобразования 

свойств модели в свойства оригинала. Пример: маятник. 

Методические указания к изучению раздела 

Литература: [1, введение, разделы 1.1 – 1.2]. 

Центральные вопросы раздела. Понятия оригинала и модели. Понятие мо-

делирования. Два аспекта отношения модели к оригиналу. Модели логические, 

материальные, условные, аналогичные, математические. 

Контрольные вопросы (первая цифра нумерации указывает номер раздела 

по основному учебному пособию): 

1.1. Модель и оригинал. 

1.2. Что такое модель? 

1.3. Что такое моделирование? 

1.4. Для чего необходим этап постановки задачи в процессе моделирования? 

1.5. На какие условия следует обратить внимание при выборе модели? 

2.1. По каким аспектам классифицируются модели? 

2.2. Что такое логические модели и как они подразделяются? 

2.3. Что такое материальные модели и как они подразделяются? 

2.4. Что такое условные модели? 

2.5. Что такое аналогичные модели? 

2.6. Какие бывают виды математических моделей? 

2.7. На чем основаны математические модели? 

Раздел 2. Математическое моделирование. 

Тема 4. Математические модели и их виды. 

Математическое описание. Виды математического описания. Полнота ма-

тематического описания. Виды математических моделей. Понятие "математи-

ческая модель в узком смысле" - подобная детерминированная математическая 

модель. Понятие "имитационная модель" - стохастическая математическая мо-

дель. 
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Тема 5. Адекватность математической модели. 

Вычислительный эксперимент. Понятие о планировании вычислительного 

эксперимента. Достоверность результата. Пример. Понятие об адекватности 

математической модели. Статистическая основа проверки адекватности. Необ-

ходимые данные для проверки адекватности. Факторы, которые необходимо 

учитывать при проверке адекватности. Примеры. Точность и погрешность. Аб-

солютная и приведенная погрешности. Понятие грубой, случайной и система-

тической погрешности. Причины возникновения погрешности при математиче-

ском моделировании. Оценка погрешности. 

Тема 6. Понятие об обратных задачах: задачи идентификации и оптимиза-

ции. 

Задача идентификации при построении математической модели. Методы 

решения задач идентификации. Понятие об обратных задачах. Задача оптими-

зации. 

Тема 7. Алгоритм научных исследований с помощью моделирования. 

Строгость процесса математического моделирования. Алгоритм научных 

исследований с помощью математического моделирования. Процессы построе-

ния математической модели и ее идентификации. Примеры. 

Методические указания к изучению раздела 

Литература: [1, разделы 2.1 – 2.5]. 

Центральные вопросы раздела. Математическое описание. Полнота мате-

матического описания. Вычислительный эксперимент. Понятие адекватности 

математической модели. Необходимые данные для проверки адекватности. По-

нятие об обратных задачах. Задачи идентификации и оптимизации. Строгость 

процесса математического моделирования. Процессы построения математиче-

ской модели и ее идентификации. 

Контрольные вопросы: 

3.1. Какие бывают виды математического описания? 

3.2. Что входит в математическое описание? 

3.3. Что такое математическая модель в узком смысле? 

3.4. Что такое имитационная модель?  

4.1. Что такое вычислительный эксперимент? 

4.2. Что такое планирование вычислительного эксперимента и для чего оно 

применяется? 

4.3. Может ли вычислительный эксперимент включать в себя неоднократные 

расчеты? 

4.4. Что такое адекватность математической модели? 

4.5. Что надо сравнивать для оценки адекватности математической модели? 

4.6. Что необходимо иметь для оценки адекватности математической модели? 

4.7. Почему проверку адекватности необходимо проводить с применением ма-

тематической статистики? 

4.8. Какой математический аппарат используется для оценки адекватности ма-

тематической модели? 
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4.9. Чем определяется точность моделирования? 

4.10. Причины погрешности математического моделирования.  

4.11. Что такое грубая, случайная и систематическая погрешности? 

5.1. Что такое обратные задачи? 

5.2. Что такое задача идентификации? 

5.3. Какой метод лежит в основе решения задачи идентификации?  

6.1. Почему применение математического моделирования требует выполнения 

определенных этапов? 

6.2. В чем состоит цель этапа изучения оригинала? 

6.3. В чем состоит суть этапа феноменологического описания оригинала? 

6.4. Какой этап необходим после составления математического описания? 

6.5. Для чего проводится контрольный эксперимент? 

6.6. Что необходимо делать, если получена неудовлетворительная оценка адек-

ватности? 

6.7. Каким этапом завершается процесс построения математической модели? 

6.8. Какой этап предшествует проведению эксперимента на построенной модели? 

6.9. Чем завершается алгоритм научных исследований? 

Раздел 3. Методы математического моделирования. 

Тема 8. Проблемы построения моделей. 

Сложные и простые математические модели. Построение математической 

модели как компромисс между простотой и адекватностью. Проблемы постро-

ения математических моделей. "Многокритериальность", "проклятие размерно-

сти". Проблема адекватности. Методы математического моделирования. Ран-

жирование, агрегирование. Методы экспертных оценок и их обработка. Теория 

катастроф. Методы последовательных приближений, проб и ошибок, перебора. 

Многомерный статистический анализ: дисперсионный, корреляционный, ре-

грессионный и факторный. 

Тема 9. Подобие и анализ размерностей. 

Подобие. Анализ размерностей как метод математического мо-

делирования. Степенной комплекс. Понятие о пи-теореме. Критерий подобия. 

Примеры. 

Тема 10. Алгоритм статистической оценки адекватности модели. 

Оценка адекватности математической модели как задача математической 

статистики. Случайность и закономерность рассогласования. Систематическая 

погрешность. Оценка рассогласования.  

Тема 11. Понятие о теории массового обслуживания и методе Монте-

Карло. 

Метод статистических испытаний (метод Монте-Карло) как прием для 

имитации работы системы. Единичный жребий и процедуры его реализации. 

Пример построения имитационной математической модели работы аэродрома. 

Возможность выявления новых свойств объекта при имитационном моделиро-

вании. 
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Методические указания к изучению раздела 

Литература: [1, разделы 3.1 – 3.2, 3.5; 4, раздел 5.7]. 

Центральные вопросы раздела. Проблемы построения математических мо-

делей. Подобие. Анализ размерностей. Степенной комплекс. Понятие о          

пи-теореме. Критерий подобия. Распределение ошибки. Математическая стати-

стика: генеральная совокупность и выборка. Оценка адекватности математиче-

ской модели как задача математической статистики. Применение метода 

наименьших квадратов для отыскания параметров корреляционной зависимо-

сти. Понятие о теории массового обслуживания. Метод статистических испы-

таний (метод Монте-Карло). 

Контрольные вопросы: 

7.1. Какой компромисс необходимо обеспечить при построении мате-

матической модели? 

7.2. Что понимается под многокритериальностью? 

7.3. Что понимается под "проклятием размерности"? 

7.4. С помощью каких методов решается проблема многокритериальности? 

7.5. С помощью каких методов решается проблема "проклятия размерности"? 

7.6. При решении проблемы адекватности математической модели следует 

расширять или сужать область ее применимости? Почему? 

7.7. Характеристика метода последовательных приближений. 

7.8. Характеристика метода проверки гипотез. 

8.1. Понятие подобия объектов. 

8.2. Какова особенность математических описаний подобных объектов? 

8.3. Как связаны соответствующие переменные подобных объектов? 

8.4. Что такое степенной комплекс? 

8.5. Какое место в описании законов природы занимают степенные комплексы? 

8.6. Как формулируется основной прикладной вывод пи-теоремы? 

8.7. Что такое критерий подобия? 

8.8. С точностью до какой величины может быть найдена функциональная за-

висимость при помощи пи-теоремы? 

9.1. Каков предмет науки теории вероятностей? 

9.2. Что такое случайная величина? 

9.3. Что такое закон распределения случайной величины? 

9.4. Каким законом распределения характеризуется случайная ошибка (наблю-

дений, замеров, опытов)? 

10.1. Может ли математическая модель считаться адекватной поведению ори-

гинала, если рассогласование соответствующих параметров неслучайно? 

10.2. Какой вывод о рассогласовании соответствующих параметров модели и 

оригинала можно сделать с помощью проверки статистической гипотезы о 

нормальном распределении рассогласования? 

10.3. К какому значению статистического среднего случайной величины рассо-

гласования соответствующих параметров модели и оригинала следует 

стремиться для улучшения степени адекватности? 



 11 

10.4. Какую погрешность характеризует закон распределения с нулевым мате-

матическим ожиданием? 

10.5. Какую оценку рассогласования соответствующих параметров модели и 

оригинала дает доверительный интервал для математического ожидания? 

10.6. Какие соображения кладутся в основу выбора вида экспериментальной за-

висимости? 

10.7. С помощью какого метода отыскиваются параметры экспериментальной 

зависимости? 

10.8. Какая величина служит критерием в методе наименьших квадратов? 

10.9. Уравнения какого вида дают возможность определить полиномиальную 

аппроксимацию методом наименьших квадратов? 

11.1. Для построения каких моделей применяется метод статистических испы-

таний? 

11.2. Что такое единичный жребий? 

11.3. В чем суть метода статистических испытаний? 

11.4. С помощью какого приема в имитационных моделях воспроизводится со-

бытие? 

11.5. Позволяет ли имитационное моделирование воспроизводить процесс 

функционирования оригинала? 

11.6. Можно ли с помощью имитационной модели выявить свойства оригинала, 

явно не участвовавшие в построении модели? 

11.7. Необходима ли оценка адекватности имитационной модели и почему? 

11.8. Из чего состоит математическое описание имитационных моделей? 

Раздел 4. Математические методы. 

Тема 12. Понятие о вычислительных методах. 

Методы алгебры: решение систем алгебраических уравнений - методы ис-

ключения, итерационные методы. Методы: секущих (хорд), деления отрезка 

пополам, золотого сечения, касательных (Ньютона). Методы алгебры: методы 

интерполяции (линейная, квадратичная, полиномиальная, сплайновая, пример), 

методы аппроксимации. Пример особенностей аппроксимации поляры самоле-

та.  

Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений 

(задача Коши) - разностные методы: Эйлера, Адамса, "прогноз-коррекция", 

Рунге-Кутта. Понятие о возможности контроля погрешности и изменения шага 

интегрирования.  

Тема 13. Понятие о математических методах оптимизации. 

Общая формулировка задач оптимизации. Уравнения связей, фазовые ко-

ординаты, управления, критерий оптимальности (целевая функция). Пример. 

Типы задач оптимизации.  

Методические указания к изучению раздела 

Литература: [1, разделы 4.1, 4.2, 4.5]. 
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Центральные вопросы раздела. Методы интерполяции, методы ап-

проксимации. Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Общая формулировка задач оптимизации. 

Контрольные вопросы: 

12.1. Для решения каких задач применяются итерационные методы? 

12.2. Общая характеристика итерационных методов. 

12.3. Для чего служат условия сходимости итерационного метода? 

12.4. Для чего служат методы интерполяции функций? 

12.5. Характеристика линейной интерполяции. 

12.6. Общий принцип методов аппроксимации. 

12.7. В чем принципиальное различие между понятиями интерполяции и ап-

проксимации? 

12.8. На чем основаны разностные методы интегрирования обыкновенных 

дифференциальных уравнений? 

12.9. Какой вид дифференциальных уравнений решается методом Эйлера? 

12.10. С какой целью применяется изменение шага интегрирования в процессе 

вычислений? 

12.11. Что такое краевая задача? 

12.12. Какие методы применяются для решения краевых задач? 

12.13. На чем основываются методы интегрирования дифференциальных урав-

нений с частными производными? 

13.1. Для чего служит критерий оптимальности в задаче оптимизации? 

13.2. Какому условию удовлетворяет оптимальное управление в задаче оптими-

зации? 

13.3. Каковы должны быть уравнения связей, ограничения и критерий опти-

мальности для того, чтобы задача оптимизации называлась задачей ли-

нейного программирования? 

13.4. Каковы должны быть уравнения связей, ограничения и критерий опти-

мальности для того, чтобы задача оптимизации называлась задачей нели-

нейного программирования? 

13.5. На каких математических условиях основаны "непрямые" методы реше-

ния задач вариационного исчисления? 

13.6. На каком приеме основаны "прямые" методы решения задач ва-

риационного исчисления? 

13.7. Какими методами решаются задачи оптимального управления?  

 

7. ТЕРМИНОЛОГИЯ ДИСЦИПЛИНЫ 

 

Модель 

Моделирование 

Законы и закономерности 

Математические модели 

Математическое описание модели 



 13 

Детерминированные математические модели 

Имитационные математические модели 

Адекватность 

Точность 

Непротиворечивость 

Погрешность 

Задача идентификации 

Изучение оригинала 

Феноменологическое описание 

Подобие 

Размерность 

Безразмерный степенной комплекс 

Граф 

Метод Монте-Карло 

Итерационные методы 

Разностные методы 

Критерий оптимальности 

 

8. ЛЕКЦИОННЫЕ ЗАНЯТИЯ 

 

Лекция 1. Установочная лекция (3 курс). 2 часа 

Структура дисциплины, состав занятий, контрольной работы и вид кон-

троля самостоятельной работы студентов. 

Место дисциплины в современной структуре знаний дипломированного 

специалиста в области авиационной техники. 

Лекция 2. Обзорная лекция № 1 (4 курс). 2 часа. 

Общая теория моделирования (раздел 1). 

Лекция 3. Обзорная лекция № 2 (4 курс). 2 часа. 

Методы разработки моделей (раздел 2). 

Лекция 4. Обзорная лекция № 3 (4 курс). 2 часа. 

Математические методы в моделях (раздел 3). 

Лекция 5. Обзорная лекция № 4 (4 курс). 2 часа. 

Потребительские свойства современных математических моделей (разделы 

1 – 3). 

Лекция 6. Обзорная лекция № 5 (4 курс). 2 часа. 

Современные программные продукты на основе математических моделей 

(разделы 1 – 3). 

 

9. ПРАВИЛА ВЫПОЛНЕНИЯ И ОФОРМЛЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

При выполнении контрольной работы следует строго придерживаться ука-

занных правил. Работы, выполненные с нарушениями этих правил, не подлежат 

зачету и возвращаются студенту для переработки. 
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1. Контрольную работу следует выполнять в тетради чернилами или шари-

ковой ручкой любого цвета, кроме красного, оставляя поля для замечаний 

рецензента. Допустимо оформление контрольной работы производить на ком-

пьютере, оставляя поля для замечаний рецензента. 

2. На обложке тетради должны быть четко написаны фамилия и инициалы 

студента, учебный номер зачетки (шифр), название контрольной работы, 

название дисциплины; здесь же следует указать дату отсылки работы в универ-

ситет и адрес студента. В конце работы следует проставить дату ее выполнения 

и расписаться. 

3. В работу должны быть включены все задачи контрольного задания 

строго по положенному варианту. Контрольные работы, содержащие не все 

задачи задания, а также содержащие задачи не своего варианта, не рецензиру-

ются и не подлежат зачету. 

4. Решения задач следует располагать в порядке номеров, указанных в за-

даниях, сохраняя номера задач. 

5. Перед решением каждой задачи надо выписать полностью ее условие, 

вставив числовые данные своего варианта. 

6. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно, объясняя и моти-

вируя ход решения. 

7. После получения прорецензированной работы, как зачтенной, так и не-

зачтенной, студент должен исправить все отмеченные ошибки и недочеты и 

выполнить все рекомендации. 

Если рецензент предлагает внести в решения задач те или иные исправле-

ния или дополнения и прислать их для повторной проверки, то это следует сде-

лать в кратчайший срок. 

В случае незачета работы и отсутствия прямого указания рецензента на то, 

что студент может ограничиться представлением исправленных решений от-

дельных задач, вся работа должна быть выполнена заново. 

При высылаемых исправлениях должна обязательно находиться про-

рецензированная работа с рецензией на нее. В связи с этим рекомендуется 

при выполнении контрольной работы оставлять в конце тетради несколько чи-

стых листов для всех дополнений и исправлений в соответствии с указаниями 

рецензента. Вносить исправления в сам текст работы после рецензирова-

ния запрещается! 

 

10. МЕТОДИКА ВЫБОРА ВАРИАНТА ЗАДАНИЯ 

 

Номер выполняемого студентом варианта соответствует двум последним 

цифрам номера зачетной книжки.  
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11. ЗАДАЧА № 1 

 

Раздел 2. Математическое моделирование 

Тема. Математическое описание 

 

Типовая задача. Разработка математической модели для определения ско-

рости отрыва, времени и дистанции разбега самолета Ан-2 по горизонтальной 

взлетно-посадочной полосе (ВПП) в стандартных атмосферных условиях без 

возмущений. 

 

Указание: проработать теоретический материал [1, § 2.1]. 

 

Замечание. В этом разделе приводится детальное изложение с объяснени-

ем последовательности действий всей ПРОЦЕДУРЫ разработки математиче-

ской модели. Контрольное задание этого не требует, а предлагает студенту 

лишь ЗАПОЛНИТЬ СООТВЕТСТВУЮЩИЕ РАЗДЕЛЫ математической моде-

ли продуманными ВЫПИСКАМИ из предлагаемого материала. 

 

В качестве феноменологического описания разрабатываемой модели ис-

пользуем сведения из аэродинамики и динамики полета самолетов с вспомога-

тельной хвостовой стойкой шасси и с винтовым двигателем. 

Разбег такого самолета вплоть до момента отрыва от ВПП производится 

при постоянном (стояночном) угле атаки , который однозначно определяет 

значения основных аэродинамических коэффициентов: cxa – коэффициента ло-

бового сопротивления и cya – коэффициента аэродинамической подъемной си-

лы. С их помощью можно определить соответствующие составляющие аэроди-

намической силы, действующей на самолет. Для этого достаточно умножить их 

на S – площадь крыла самолета и на 
2

V
q

2

 – скоростной напор, где  – плот-

ность атмосферы, V – воздушная скорость движения: 

S
2

V
cX

2

xaa
 

– сила лобового сопротивления (по направлению набегающего потока) и 

S
2

V
cY

2

yaa
 

– аэродинамическая подъемная сила (перпендикулярная Xa и направленная 

вверх). 

Из теории авиационных двигателей известно, что при разбеге самолета 

следует учитывать зависимость силы тяги P двигателя от скорости движения. В 

первом приближении для винтовых двигателей можно принять эту зависимость 

в виде: 
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P = P0 (1–aV–bV
2
), 

где P0 – взлетная тяга двигателя при нулевой скорости и при заданном положе-

нии РУД (рукоятки управления двигателем), a и b – коэффициенты, получае-

мые эмпирически. Здесь и далее будем полагать, что направление вектора тяги 

P совпадает с направлением движения самолета. 

Используем знания динамики полета и составим уравнения движения са-

молета в вертикальной плоскости. Поскольку в вертикальном направлении во 

время разбега вплоть до скорости отрыва не происходит заметного движения, 

то соответствующее уравнение движения вырождается в уравнение баланса 

сил: вниз действует сила тяжести mg, вверх – аэродинамическая подъемная си-

ла Ya и сила N реакции ВПП. Таким образом, уравнение принимает вид 

mg = Ya + N. 

Из этого уравнения можно определить скорость самолета в момент отрыва 

от ВПП Vотр, т.е. в момент обращения N в нуль: S
2

V
cmg

2
отр

ya
, откуда окон-

чательно можно вычислить 

Sc

mg2
V

ya
отр

. 

Составим уравнение движения самолета в продольном направлении. В 

этом направлении сила тяги двигателя P разгоняет самолет, а сила лобового со-

противления Xa и сила сопротивления трения качения колес шасси по ВПП 

F = f N = f  (mg – Ya)   стремятся его затормозить. Тогда по второму закону 

Ньютона 

 F- X -  P
dt

dV
m a

. 

Для отыскания дистанции разбега Lразб понадобится еще одно известное 

кинематическое уравнение: 

dt

dL
V . 

Таким образом, выписаны все соотношения, представляющие физическую 

взаимосвязь элементов и параметров объекта (законы движения, функцио-

нальные соотношения, функции), входящие в математическое описание моде-

ли. Однако это еще не все математическое описание и не вся модель. Необхо-

димо разработать методы вычисления требуемых от модели величин, которые 

можно было бы реализовать аналитически или с помощью ЭВМ. Для этого ис-

следуем подробнее структуру полученных дифференциальных уравнений с 

точки зрения определения времени Tразб и дистанции разбега Lразб. Из уравнения 

движения в продольном направлении следует 

S
2

V
fcfmgS

2

V
c)bVaV1(PFXP

dt

dV
m

2

ya

2

xa
2

0a
, 
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или  2
yaxa

2
20 CVBVA)fcc(S

m2

V
fg)bVaV1(

m

P

dt

dV
, 

где fg
m

P
A 0

;  a
m

P
B 0

;  )fcc(
m2

S
b

m

P
C

yaxa

0
, 

т.е. дифференциальное уравнение разрешимо в квадратурах аналитически, как 

уравнение с разделяющимися переменными: 

2CVBVA

dV
dt , 

откуда: 
отрV

0
2разб

CVBVA

dV
T = 

отр

2

2

V

0

2

2BAC4

2

2

2

2

AC4B

1

2

B

1

.AC4Bи0Спри

BAC4

BCV2
arctg

,AC4Bи0Спри

AC4BBCV2

AC4BBCV2
ln

,AC4Bи0Спри
CV2B

2

,0Спри|)BVA|(ln

.AC4Bи0Спри

BAC4

B
arctg

BAC4

BCV2
arctg

,AC4Bи0Спри

AC4BB

AC4BB
ln

AC4BBCV2

AC4BBCV2
ln

,AC4Bи0Спри
B

2

CV2B

2

,0Спри|A|ln|)BVA|(ln

2

22

отр

BAC4

2

2

2

2

2
отр

2
отр

AC4B

1

2

отр

B

1
отрB

1

2

2

 
Из кинематического дифференциального уравнения в силу полученного 

выражения для dt следует: 

2CVBVA

VdV
VdtdL , 

откуда: 
отрV

0
2разб

CVBVA

VdV
L = 

.0Спри
CVBVA

dV
CVBVAln

,0СприBVAln

отр
отр

отр

2

V

0
2C2

B
V

0

2

С2

1

V

0B

A

B

V
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.0СприBTAlnCVBVAln

,0СприATV

разб
2
отротрС2

1

разботрB

1

 

На этом завершается описание методов вычисления требуемых величин 

Vотр, Tразб и Lразб. Вместе с предыдущими соотношениями они составляют серд-

цевину математического описания модели для заданной цели. 

Для завершения математического описания к функциональным взаимосвя-

зям и методам вычисления следует добавить числовые и функциональные дан-

ные параметров объекта, которые позволят вычислить требуемые величины: 

– плотность воздуха  = 1,225 кг/м ; 

– коэффициент трения качения колес шасси по ВПП f = 0,035; 

– массу самолета m = 5250 кг; 

– площадь крыла S = 71,5 м ; 

– аэродинамические коэффициенты: cxa = 0,3; cya = 1,5; 

– взлетную тягу двигателя в стандартных атмосферных условиях при ну-

левой скорости P0 = 2000 кгс; 

– коэффициенты зависимости тяги от скорости: a = 0,002 с/м, 

b = 0,0002 с
2
/м

2
; 

– и начальные условия для интегрирования дифференциальных уравне-

ний: при t = 0: V = 0, L = 0, которые уже использованы для записи определен-

ных интегралов. 

Как нетрудно видеть, полнота математического описания модели позволя-

ет произвести расчеты и получить значения требуемых величин в заданных 

условиях. 

Кроме математического описания в математическую модель входит описа-

ние всех допущений, использованных в процессе ее построения (в том числе и 

из дисциплин аэродинамики, динамики полета ЛА и т.п., а также предположе-

ния и допущения, сделанные по тексту в процессе выбора функциональных со-

отношений и разработки методов вычисления), и алгоритмы перевода исход-

ных и выходных данных с модели на оригинал и обратно (в данном простом 

примере этот перевод осуществляется с коэффициентами подобия равными 

единице, т.е. непосредственно, если не считать правила округления в пределах 

точности измерений). 

Для результатов вычислительного эксперимента соответствующие методы 

вычисления дают следующие значения всех необходимых величин: 

Vотр = 28,0 м/с = 100,8 км/ч; 

A = 3,393 м/с
2
; B = –0,007472 1/с; C = –0,002812 1/м, 

Tразб = 12 с; Lразб = 205 м. 
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Условие задачи контрольной работы 

Напоминание: Требуется лишь ЗАПОЛНИТЬ СООТВЕТСТВУЮЩИЕ 

РАЗДЕЛЫ математической модели (обозначенные ниже ) продуманными 

ВЫПИСКАМИ из предложенного материала – все содержание предыдущих 

страниц переписывать не надо. 

Требуется составить основные элементы математической модели для 

определения скорости отрыва, времени и дистанции разбега самолета Ан-2 по 

горизонтальной взлетно-посадочной полосе (ВПП) в стандартных атмосферных 

условиях без возмущений: 

– выписать все необходимые составляющие математического описания 

модели:  

  числовые данные математической модели, 

  функциональные соотношения, на которых основана модель, 

  методы вычисления требуемых параметров; 

– перечислить лежащие в основе математической модели: 

  основные допущения и предположения (кроме ссылок на использован-

ные дисциплины привести не менее 4 конкретных предположений, использо-

ванных в вышеприведенном тексте при разработке математического описания),  

  способы перевода исходных и выходных данных с оригинала на модель 

и обратно. 

Рассчитать требуемые параметры контрольного варианта взлета. 

 

Общие данные для всех вариантов: 

– плотность воздуха  = 1,225 кг/м
3
; 

– площадь крыла S = 71,5 м
2
; 

– коэффициенты зависимости тяги от скорости: a = 0,002 с/м, 

b = 0,0002 с
2
/м

2
. 

Индивидуальные данные вариантов: 

№ m, fтр cxa cya P0, 

вар. кг    кгс 

1 4500  0, 020 0, 25 1,30 1500  

2 4625  0, 020 0, 30 1,30 2000  

3 5000  0, 020 0, 25 1,30 2000  

4 4125  0, 035 0, 25 1,30 1500  

5 5000  0, 020 0, 35 1,70 1500  

6 5000  0, 035 0, 25 1,30 1500  

7 5250  0, 035 0, 25 1,50 2000  

8 5000  0, 020 0, 30 1,70 1800  
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№ m fтр cxa cya P0 

вар. кг    кгс 

9 4500  0, 050 0, 25 1,30 1800  

10 4750  0, 050 0, 25 1,30 1500  

11 5125  0, 050 0, 25 1,30 2000  

12 5500  0, 050 0, 20 1,30 1400  

13 4500  0, 020 0, 25 1,50 1400  

14 4500  0, 020 0, 25 1,70 2000  

15 5000  0, 020 0, 25 1,50 1500  

16 5250  0, 020 0, 30 1,50 1400  

17 4000  0, 035 0, 25 1,50 1500  

18 4375  0, 035 0, 25 1,70 2000  

19 5000  0, 035 0, 25 1,50 1800  

20 5125  0, 035 0, 20 1,50 1300  

21 5500  0, 035 0, 25 1,50 1500  

22 4250  0, 050 0, 25 1,50 1500  

23 4000  0, 050 0, 25 1,50 1500  

24 5000  0, 050 0, 20 1,50 2000  

25 4500  0, 050 0, 25 1,50 1900  

26 4000  0, 020 0, 25 1,70 1500  

27 4375  0, 020 0, 25 1,30 1500  

28 4750  0, 020 0, 35 1,70 1400  

29 4500  0, 020 0, 25 1,70 1900  

30 5500  0, 020 0, 25 1,70 1500  

31 4250  0, 035 0, 25 1,70 2000  

32 5000  0, 035 0, 25 1,70 1900  

33 5000  0, 035 0, 35 1,70 2000  

34 5000  0, 035 0, 25 1,70 1500  

35 4125  0, 050 0, 35 1,70 1300  

36 4500  0, 050 0, 25 1,70 1500  

37 4875  0, 050 0, 25 1,30 1500  
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№ m fтр cxa cya P0 

вар. кг    кгс 

38 4500  0, 050 0, 25 1,70 2000  

39 4250  0, 020 0, 30 1,30 2000  

40 4625  0, 020 0, 20 1,30 1500  

41 5000  0, 020 0, 30 1,70 2000  

42 5375  0, 020 0, 30 1,30 1500  

43 5000  0, 035 0, 30 1,30 1500  

44 4500  0, 035 0, 20 1,30 2000  

45 4875  0, 035 0, 30 1,30 1500  

46 4500  0, 035 0, 30 1,30 2000  

47 4000  0, 050 0, 20 1,30 1400  

48 4375  0, 050 0, 30 1,70 2000  

49 4000  0, 050 0, 30 1,30 1800  

50 5500  0, 050 0, 30 1,30 1500  

51 4125  0, 020 0, 30 1,30 1300  

52 4500  0, 020 0, 20 1,50 2000  

53 4500  0, 020 0, 30 1,50 1500  

54 5250  0, 020 0, 30 1,50 1500  

55 4000  0, 035 0, 30 1,30 2000  

56 5000  0, 035 0, 30 1,50 1500  

57 4750  0, 035 0, 30 1,30 1400  

58 5125  0, 035 0, 30 1,50 1500  

59 4500  0, 035 0, 35 1,30 2000  

60 4250  0, 050 0, 25 1,50 1400  

61 4000  0, 050 0, 30 1,50 1900  

62 5000  0, 050 0, 30 1,50 1500  

63 4500  0, 050 0, 30 1,50 1500  

64 5000  0, 020 0, 30 1,70 1300  

65 4375  0, 020 0, 20 1,70 2000  

66 4750  0, 020 0, 30 1,30 2000  
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№ m fтр cxa cya P0 

вар. кг    кгс 

67 5125  0, 020 0, 30 1,70 2000  

68 5250  0, 020 0, 35 1,70 1400  

69 5000  0, 035 0, 30 1,70 1500  

70 4750  0, 035 0, 30 1,70 1500  

71 5000  0, 035 0, 25 1,70 2000  

72 4500  0, 035 0, 30 1,70 1900  

73 4125  0, 050 0, 30 1,30 1400  

74 5000  0, 050 0, 30 1,70 1900  

75 4875  0, 050 0, 30 1,70 1500  

76 4500  0, 050 0, 30 1,70 1400  

77 4125  0, 020 0, 20 1,30 1400  

78 5000  0, 020 0, 35 1,30 1900  

79 4875  0, 020 0, 35 1,70 2000  

80 5250  0, 020 0, 35 1,30 1500  

81 5000  0, 035 0, 35 1,30 1800  

82 5125  0, 035 0, 35 1,30 1500  

83 4250  0, 050 0, 35 1,70 1500  

84 4625  0, 050 0, 25 1,30 2000  

85 4500  0, 020 0, 35 1,30 1900  

86 4000  0, 020 0, 35 1,50 2000  

87 4375  0, 020 0, 35 1,30 1900  

88 4750  0, 020 0, 20 1,50 1800  

89 4250  0, 035 0, 35 1,50 1500  

90 5500  0, 035 0, 35 1,50 1500  

91 5000  0, 035 0, 35 1,50 1500  

92 5375  0, 035 0, 20 1,50 1900  

93 4500  0, 035 0, 35 1,50 2000  

94 4125  0, 050 0, 35 1,50 2000  

95 4500  0, 050 0, 35 1,70 2000  
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№ m fтр cxa cya P0 

вар. кг    кгс 

96 4000  0, 050 0, 35 1,50 1900  

97 4250  0, 020 0, 35 1,70 2000  

98 4625  0, 020 0, 35 1,30 2000  

99 4000  0, 050 0, 30 1,30 1300  

100 5000  0, 025 0, 30 1,60 1800  

 

12. ЗАДАЧА № 2 

 

Раздел 3. Методы математического моделирования 

Тема. Анализ размерностей как метод математического моделирования 

 

Типовая задача. Составление функциональной зависимости с помощью пи-

теоремы. 

 

Указание: проработать теоретический материал [1, § 3.2]. 

 

Анализ размерностей является мощным средством для построения матема-

тических описаний моделей природных объектов, соотношения между пара-

метрами которых по тем или иным причинам не известны. Принципиальная 

возможность этого основывается на том факте, что все основные законы при-

роды описываются степенными комплексами: 

n21 y
n

y
2

y
1 x...xx  

– произведениями n физических параметров xi с некоторыми показателями сте-

пени yi. Из аналогичных комплексов построены и размерности всех физических 

параметров, если под  понимать размерность физического параметра, а под xi 

– основные единицы размерности. Например, в СИ приняты следующие основ-

ные единицы размерности величин: длина – м, масса – кг, время – с, сила тока – 

А, температура – К, количество вещества – моль, сила света – кд. А размерно-

сти других величин, таких, например, как сила, выражаются через эти основные 

единицы размерности в виде: Н = кг м/с
2
 = кг

1
м

1
с

–2
. 

Опуская полную формулировку "пи-теоремы" (по названию греческой 

буквы  – "пи"), приведем лишь одно из ее следствий: из параметров, харак-

терных (определяющих) для исследуемого природного явления, всегда можно 

составить не менее одного безразмерного степенного комплекса (размерность 

которого равна 1). 

В теории математического моделирования применение пи-теоремы позво-

ляет составить математическое описание нового явления. С помощью опреде-

ленного по пи-теореме степенного комплекса можно найти вид характерной 
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функциональной зависимости с точностью до числового (безразмерного) коэф-

фициента. По завершении разработки полного математического описания дан-

ного явления недостающие числовые коэффициенты могут быть найдены эм-

пирически (из опыта) в процессе решения задачи идентификации. 

Пример составления зависимости с помощью пи-теоремы. 

В условиях невесомости (при этом ускорение силы тяжести несуществен-

но) рассматривается шар диаметром d в вязкой жидкости. Для очень медленно-

го равномерного движения шара в жидкости (при этом плотность жидкости и 

масса шара несущественны) требуется определить зависимость силы сопротив-

ления W от существенных параметров явления. 

Из условия задачи следует, что масса шара, ускорение силы тяжести и 

плотность жидкости не являются для данного процесса существенными пара-

метрами. Составим список других физических параметров, которые могут пре-

тендовать на существенные. Вязкость жидкости характеризуется коэффициен-

том динамической вязкости , который в СИ имеет размерность [кг/(м с)]. Су-

щественно влияние диаметра шара d и скорости движения V. Возможно влия-

ние и температуры T. Таким образом, выявлены следующие параметры, кото-

рые могут быть существенными для определения W в исследуемом явлении: 

d, , V, T. Их размерности, выраженные через основные единицы измерений: 

[d] = м, [ ] = кг/(м с), [V] = м/с, [T] = K, а размерность силы [W] = кг м/с
2
. 

Найдем вид возможных степенных комплексов , которые согласно пи-

теореме должны быть безразмерными: [ ] = 1, т.е. такие показатели степеней yi 

при существенных физических параметрах задачи, которые составляют безраз-

мерное произведение: 
54321 yyyyy

TWVd . 

Из приведенных размерностей следует: 

.)K(скгм

)K(смкгсмсмкгм

TWVd1

5432424321

5444332221

54321

yy2yyyyyyyy

yy2yyyyyyyy

yyyyy

 

Поскольку м, с, кг и K – основные единицы измерений в СИ, т.е. имеют неза-

висимые размерности (не сокращаются друг с другом), то для получения еди-

ницы суммы показателей степеней при каждой из них должны независимо об-

ращаться в нуль: 

.

0y)K(

0y2yy:)с(

0yy:)кг(

0yyyy:)м(

5

432

42

4321

 

Далее из (кг) следует: y2 = –y4, затем из (с): y3 = –y4, а из (м): y1 = –y4. Итак: 
4y01111 TWVd . 
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Отсюда ввиду произвольности y4 и безразмерности  вытекает функциональная 

зависимость: 

k
dV

W
 или W = k dV, 

где k – безразмерное число. 

Итак, искомая зависимость силы сопротивления вязкой жидкости при мед-

ленном движении шара в невесомости имеет вид   W = k dV. 

 

Условие задачи контрольной работы 

Требуется с помощью пи-теоремы составить вид функциональной зависи-

мости для математического описания модели следующего природного явления. 

В атмосфере происходит некоторое взрывное воздействие. Для контрольной 

точки, находящейся на расстоянии R от взрыва, требуется выявить вид функци-

ональной зависимости характеристики ударной волны от характеристики 

взрывного воздействия, расстояния R, температуры T и еще одного параметра 

атмосферы, ВЫБИРАЕМОГО СТУДЕНТОМ произвольно. 

Примечание 1. Ударная волна в контрольной точке в различных вариантах 

характеризуется одной из следующих величин (их размерности СТУДЕНТ 

ОПРЕДЕЛЯЕТ САМОСТОЯТЕЛЬНО): t – время прихода ударной волны; p – 

интенсивность ударной волны (разность давлений перед волной и после); V – 

скорость прохождения ударной волны.  

Примечание 2 (общие сведения, не использующиеся при решении). В таб-

лице вариантов заданий взрывное воздействие характеризуется одной из сле-

дующих величин: W – энергия; N – мощность; J – импульс силы; F – сила;        

m – изменение массы; q – скорость изменения массы; w – плотность энергии;    

n – плотность мощности; i – плотность импульса; f – плотность силы;  – изме-

нение плотности массы;  – скорость изменения плотности массы. Размерности 

этих характеристик в зависимости от вида взрыва (точечного, линейного, плос-

кого) указаны в таблице. 

Таблица вариантов заданий 

№ 

вар. 

характеристика 

ударной волны 

характеристика 

взрыва, размерность 

вид взрыва 

(для справки) 

1 t W Дж точечный 

2 p W Дж точечный 

3 V W Дж точечный 

4 t N Вт точечный 

5 p N Вт точечный 

6 V N Вт точечный 
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№ 

вар. 

характеристика 

ударной волны 

характеристика 

взрыва, размерность 

вид взрыва 

(для справки) 

7 t J Н с точечный 

8 p J Н с точечный 

9 V J Н с точечный 

10 t F Н точечный 

11 p F Н точечный 

12 V F Н точечный 

13 t m кг точечный 

14 p m кг точечный 

15 V m кг точечный 

16 t q кг/с точечный 

17 p q кг/с точечный 

18 V q кг/с точечный 

19 t w Дж/м
3
 точечный 

20 p w Дж/м
3
 точечный 

21 V w Дж/м
3
 точечный 

22 t n Вт/м
3
 точечный 

23 p n Вт/м
3
 точечный 

24 V n Вт/м
3
 точечный 

25 t i Н с/м
3
 точечный 

26 p i Н с/м
3
 точечный 

27 V i Н с/м
3
 точечный 

28 t f Н/м
3
 точечный 

29 p f Н/м
3
 точечный 

30 V f Н/м
3
 точечный 

31 t  кг/м
3
 точечный 

32 p  кг/м
3
 точечный 

33 V  кг/м
3
 точечный 

34 t  кг/(с  м
3
) точечный 

35 p  кг/(с  м
3
) точечный 
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№ 

вар. 

характеристика 

ударной волны 

характеристика 

взрыва, размерность 

вид взрыва 

(для справки) 

36 V  кг/(с  м
3
) точечный 

37 t W Дж/м линейный 

38 p W Дж/м линейный 

39 V W Дж/м линейный 

40 t N Вт/м линейный 

41 p N Вт/м линейный 

42 V N Вт/м линейный 

43 t J Н с/м линейный 

44 p J Н с/м линейный 

45 V J Н с/м линейный 

46 t F Н/м линейный 

47 p F Н/м линейный 

48 V F Н/м линейный 

49 t m кг/м линейный 

50 p m кг/м линейный 

51 V m кг/м линейный 

52 t q кг/(с м) линейный 

53 p q кг/(с м) линейный 

54 V q кг/(с м) линейный 

55 t w Дж/м
4
 линейный 

56 p w Дж/м
4
 линейный 

57 V w Дж/м
4
 линейный 

58 t n Вт/м
4
 линейный 

59 p n Вт/м
4
 линейный 

60 V n Вт/м
4
 линейный 

61 t i Н с/м
4
 линейный 

62 p i Н с/м
4
 линейный 

63 V i Н с/м
4
 линейный 

64 t f Н/м
4
 линейный 
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№ 

вар. 

характеристика 

ударной волны 

характеристика 

взрыва, размерность 

вид взрыва 

(для справки) 

65 p f Н/м
4
 линейный 

66 V f Н/м
4
 линейный 

67 t  кг/м
4
 линейный 

68 p  кг/м
4
 линейный 

69 V  кг/м
4
 линейный 

70 t  кг/(с  м
4
) линейный 

71 p  кг/(с  м
4
) линейный 

72 V  кг/(с  м
4
) линейный 

73 t W Дж/м
2
 плоский 

74 p W Дж/м
2
 плоский 

75 V W Дж/м
2
 плоский 

76 t N Вт/м
2
 плоский 

77 p N Вт/м
2
 плоский 

78 V N Вт/м
2
 плоский 

79 t J Н с/м
2
 плоский 

80 p J Н с/м
2
 плоский 

81 V J Н с/м
2
 плоский 

82 t F Н/м
2
 плоский 

83 p F Н/м
2
 плоский 

84 V F Н/м
2
 плоский 

85 t m кг/м
2
 плоский 

86 p m кг/м
2
 плоский 

87 V m кг/м
2
 плоский 

88 t q кг/(с  м
2
) плоский 

89 p q кг/(с  м
2
) плоский 

90 V q кг/(с  м
2
) плоский 

91 t w Дж/м
5
 плоский 

92 p w Дж/м
5
 плоский 

93 V w Дж/м
5
 плоский 
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№ 

вар. 

характеристика 

ударной волны 

характеристика 

взрыва, размерность 

вид взрыва 

(для справки) 

94 t n Вт/м
5
 плоский 

95 p n Вт/м
5
 плоский 

96 V n Вт/м
5
 плоский 

97 t i Н с/м
5
 плоский 

98 p i Н с/м
5
 плоский 

99 V i Н с/м
5
 плоский 

100 t f Н/м
5
 плоский 

 

13. ЗАДАЧА № 3 

 

Раздел 3. Методы математического моделирования 

Тема. Метод статистических испытаний (метод Монте-Карло) как прием для 

имитации работы системы 

 

Типовая задача. Имитация случайного процесса. 

 

Указание: проработать теоретический материал [1, § 3.5]. 

 

Построение имитационных математических моделей необходимо в тех 

случаях, когда для математического описания недостаточно аналитического 

вида зависимостей, поскольку явление подвержено влиянию случайных факто-

ров. В этом случае используются математические описания случайных вели-

чин, т.е. законы их распределения. (Законом распределения случайной величи-

ны в теории вероятностей называется функциональная зависимость  

P = P(   x) = F(x), 

где x – значение из диапазона реализации случайной величины , P – вероят-

ность того, что очередная реализация случайной величины  окажется не пре-

восходящей значения x. Законы распределения находят из статистической об-

работки результатов наблюдения за процессом). 

Случайная величина имитируется с помощью датчика случайных чисел. В 

ЭВМ датчик случайных чисел – это специальная программа, при каждом обра-

щении к которой получается случайное число, заключенное между 0 и 1. (Его 

можно получить и без ЭВМ с помощью таблицы случайных чисел). Так как ве-

роятность появления события определяется величиной, тоже заключенной 

между 0 и 1, то их отождествляют. Далее, пользуясь законами распределения 

требуемых случайных величин рассматриваемого процесса, определяют их 

имитационные значения. Многократным повторением такой процедуры имити-



 30 

руется весь случайный процесс так, как он МОГ БЫ произойти на самом деле. 

Описанный метод имитационного моделирования носит название метода стати-

стических испытаний (метода Монте-Карло). 

Пример имитации случайного процесса. 

Требуется сымитировать работу аэродрома методом Монте-Карло. Найти 

время, за которое совершат посадку и освободят ВПП 10 самолетов. Выделить 

интервалы времени, в течение которых ВПП свободна более 5 минут, т.е. когда 

вылетающий самолет может произвести взлет. Выделить номера самолетов, ко-

торым будет отказано в посадке по причине занятости ВПП. 

Интервалы времени между очередными подлетами самолетов к ВПП tС – 

случайная величина. Время, в течение которого ВПП занята совершающим по-

садку самолетом, tЗ – тоже случайная величина. Статистической обработкой 

результатов наблюдения за этими процессами получены интегральные функции 

распределения: 

 

tС, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

F1( tС) 0 0,02 0,02 0,23 0,40 0,56 0,71 0,83 0,92 0,97 1 

 

tЗ, мин 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

F2( tз) 0 0,01 0,02 0,05 0,19 0,40 0,67 0,85 0,96 0,99 1 

 

При реализации метода Монте-Карло предлагается использовать следую-

щую последовательность случайных чисел: 

0,31 0,91 0,06 0,49 0,01 0,08 0,91 0,05 0,45 0,86 0,54 0,79 0,94 0,90 0,75 0,85 0,08 

0,39 0,99 0,23. 

Для имитации работы аэродрома методом Монте-Карло построим расчет-

ную таблицу вычисления моментов подлета самолетов tС и моментов освобож-

дения ВПП tЗ. Для определения момента освобождения ВПП каждым самоле-

том tЗ следует к моменту его подлета tС прибавить время занятости ВПП tЗ, 

определенное по таблице функции распределения F2( tЗ) с помощью очередно-

го случайного числа. Момент подлета очередного самолета определится с по-

мощью прибавления к tС предыдущего самолета интервала времени подлета 

очередного tС, определенного по таблице распределения F1( tС) с помощью 

очередного случайного числа. В том случае, если на каком-то шаге tС очередно-

го самолета окажется меньше tЗ предыдущего (очередной самолет подлетел 

раньше, чем освободилась ВПП), этот подлетевший самолет не получает раз-

решения на посадку (ему предписывается уход на второй круг). Если на каком-

то шаге время подлета очередного самолета окажется tС > tЗ + 5 (очередной са-

молет подлетает к аэродрому таким образом, что свободная ВПП ему понадо-

бится не ранее, чем через 5 минут), то можно произвести взлет вылетающего 

самолета. 
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Расчетная таблица имитационного моделирования 

Подлет самолета Освобождение ВПП 

F1 tC tC F2 tЗ tЗ 

0,31 3,5 3,5 0,91 1,5 5,0 

0,06 2,2 5,7 0,49 1,1 6,8 

0,01 0,5 6,2 – посадка запрещена 

0,08 2,3 8,5 0,91 1,5 10,0 

0,05 2,1 10,6 0,45 1,0 11,6 

0,86 7,3 17,9 0,54 1,1 19,0 

0,79 6,7 24,6 0,94 1,6 26,2 

0,90 7,8 32,4 0,75 1,3 33,7 

0,85 7,2 39,6 0,08 0,6 40,2 

0,39 3,9 43,5 0,99 1,8 45,3 

 

Вывод по результатам имитации: 10 самолетов будут приняты диспетче-

ром посадки за 45,3 минуты. 4 интервала времени, когда ВПП свободна более   

5 минут, позволяют произвести взлет вылетающих самолетов в следующие пе-

риоды времени (в минутах): с 11,6 по 17,9; с 19,0 по 24,6; с 26,2 по 32,4; с 33,7 

по 39,6. Третий самолет, подлетевший на 6,2 минуте, не получил разрешения на 

посадку, т.к. ВПП оказалась занятой предыдущим самолетом до 6,8 минуты. 

 

Условие задачи контрольной работы 

Требуется сымитировать работу аэродрома методом Монте-Карло. Найти 

время, за которое совершат посадку и освободят ВПП 10 самолетов. Выделить 

интервалы времени, в течение которых ВПП свободна более 5 минут, т.е. когда 

вылетающий самолет может произвести взлет. Выделить номера самолетов, ко-

торым будет отказано в посадке по причине занятости ВПП. 

Интервалы времени между очередными подлетами самолетов к ВПП         

tС – случайная величина. Время, в течение которого ВПП занята совершаю-

щим посадку самолетом, tЗ – тоже случайная величина. Статистической обра-

боткой результатов наблюдения за этими процессами получены интегральные 

функции распределения: 

 

tС, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

F1( tС) 0 0,02 0,02 0,23 0,40 0,56 0,71 0,83 0,92 0,97 1 

 

tЗ, мин 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

F2( tз) 0 0,01 0,02 0,05 0,19 0,40 0,67 0,85 0,96 0,99 1 

 

При реализации метода Монте-Карло следует использовать последова-

тельность случайных чисел, ЧИТАЕМУЮ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО ПО СТРО-

КАМ из следующей таблицы, НАЧИНАЯ С МЕСТА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ строки с 
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номером предпоследней цифры зачетной книжки студента и столбца с номером 

последней цифры. (В таблице выделено первое случайное число для 48-го вари-

анта). Для получения случайного числа следует каждую пару цифр использо-

вать в качестве двух десятичных знаков после нуля целых. 

Таблица для формирования последовательности случайных чисел 

  последняя цифра зачетки 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

п
р

ед
п

о
сл

ед
н

я
я

 ц
и

ф
р

а
 з

а
ч

ет
к

и
 0 94 96 37 43 14 33 90 79 99 69 

1 59 31 55 23 09 93 34 22 14 35 

2 82 41 97 44 19 83 34 85 78 37 

3 44 51 82 05 89 33 64 03 38 58 

4 14 58 66 38 28 24 47 02 61 19 

5 17 98 21 00 74 05 88 18 03 62 

6 10 75 06 27 90 19 24 60 67 11 

7 69 12 39 40 81 73 02 12 53 54 

8 25 16 51 99 81 01 03 41 32 29 

9 18 30 50 40 39 30 66 89 95 37 

  62 14 64 98 06 08 59 62 82 15 

  23 94 79 03 68 49 67 73 85  

 

 

 

 


