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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Учебное пособие Гидрогазодинамика издается в соответствии с учебным 

планом подготовки бакалавров по направлению 162300 «Техническая эксплуа-

тация летательных аппаратов и двигателей», а также в соответствии с учебным 

планом подготовки бакалавров по направлению 280700 «Техносферная без-

опасность» для студентов всех форм обучения. 

Данное учебное пособие дает краткое, но завершенное и достаточно строгое 

представление о механике сплошной среды – фундаментальной основе авиа-

ции. Оно может быть полезно студентам всех форм и ступеней обучения, а 

также аспирантам всех специальностей Московского государственного техни-

ческого университета гражданской авиации (МГТУ ГА). Учитывая современ-

ные требования к фундаментальности и глубине образования, изложение мате-

риала дается на современном университетском уровне. Это позволило вклю-

чить в курс материал, который не читался ранее в МГТУ ГА, но без которого 

невозможны единое представление о науке и дальнейшее самообразование. 

В конце учебного пособия предлагается список литературы, минимально 

необходимый для более глубокого изучения механики сплошной среды. 

Современное состояние образования в области авиации характерно высокой 

плотностью общеинженерных и специальных дисциплин. Изучение их в отрыве 

друг от друга уже невозможно. Особенно остро этот вопрос сегодня стоит при 

профессиональной подготовке эксплуатационников, которые обязаны обеспе-

чивать безопасность полетов. Эксплуатационник обязан быть специалистом не 

только в области организации технического обслуживания и ремонта, но и в 

области конструкции и принципов действия отдельных систем и всего лета-

тельного аппарата (ЛА) в целом. А для этого требуется более высокий, более 

абстрактный подход, дающий единое, фундаментальное, математическое обос-

нование на первый взгляд разрозненных дисциплин. При таком подходе обес-

печивается более фундаментальное усвоение учебного материала и требуется 

меньше времени на весь период обучения. 

В основу данного курса легли лекции, читавшиеся автором в МГТУ ГА в 

рамках различных дисциплин, а в основу данного учебного пособия - ранние 

издания: Гарбузов В.М., Ермаков А.Л., Кубланов М.С., Ципенко В.Г. Аэроме-

ханика: учебник для студентов вузов. - М.: Транспорт, 2000 и Кубланов М.С. 

Аэродинамика и динамика полета: учебное пособие. - М.: МГТУ ГА, 2000. 

Следует отметить особый подход к формированию данной дисциплины. От 

канонических университетских учебников по механике сплошной среды 

(например, Седов Л.И. Механика сплошной среды) он отличается более упро-

щенным, адаптированным математическим языком. Указанные упрощения ба-

зируются в основном лишь на более широком применении гипотезы о едином 

евклидовом пространстве, т.е. на ньютонианской модели механики. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Развитие современной техники невозможно без решения сложных задач 

гидродинамики, аэродинамики, газодинамики, динамики многофазных сред и 

процессов горения, волновых процессов, упругости, пластичности и прочности 

конструкций. Современная наукоемкая авиация – именно та область техники, в 

которой требуется решение таких задач. Это теория полета, теория двигателей, 

расчет конструкций и систем на работоспособность и прочность, расчет туше-

ния пожаров и движения ЛА по земле и воде. 

Теория полета (аэродинамика и динамика полета) – наука фундаментальная 

и строгая, опирающаяся на математический аппарат. Но, как и о всякой науке, о 

ней можно говорить на кухне, опираясь лишь на интеллект соответствующего 

уровня. К сожалению, и сегодня появляются "ученые", пытающиеся на кухон-

ном уровне объяснить основные законы природы, в том числе и аэродинамики 

и динамики полета. Но когда с помощью этих объяснений пытались решить се-

рьезные задачи в авиации, это приводило к плачевным результатам: после от-

рыва от земли самолеты "вдруг" круто пикировали; при большой скорости на 

самолетах с первыми турбореактивными двигателями (ТРД) "вдруг" появлялась 

тряска, и самолет рассыпался; преодоление звукового барьера долго не дава-

лось; перегруженные самолеты не могли завершить взлет и т.п. Многие из та-

ких и других катастроф случаются и сегодня. К сожалению, в большинстве 

случаев это происходит по причине человеческого фактора, именно из-за недо-

понимания происходящего явления. 

Поэтому мы с Вами будем изучать науку на уровне высшего образования. А 

для этого придется хорошо вспомнить высшую математику, физику и теорети-

ческую механику. 

Человек очень давно хотел летать как птица – пытался это делать, но без-

успешно. И только Ньютон смог четко выделить факторы, определяющие воз-

можность полета тела тяжелее воздуха.  

Давайте повторим эти рассуждения Ньютона. С одной стороны, птицы тя-

желее воздуха, но летают! С другой стороны, по своему опыту мы знаем, что 

шарообразное тяжелое тело без посторонних внешних сил подняться в воздух 

не может. А почему простейшая модель птицы – воздушный змей взмывает в 

воздух? 

Для того чтобы змей полетел, необходимо наличие следующих факторов: 

плотность среды (на Луне змей не полетит), скорость (ветра или бегуна) и 

специальная геометрия тела (угол атаки, создаваемый специально подобран-

ными веревочками). Эти феноменологические рассуждения необходимо облечь 

в форму строгой теории (модели), с помощью которой можно было бы прово-

дить расчет полета любого ЛА в любых условиях. Ведь при создании Ил-96 ни-

кто не прыгал с прототипом его крыла с колокольни, чтобы убедиться в воз-

можности полета! 
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Не менее фундаментальными и математизированными являются и теория 

двигателей, расчет конструкций и систем на работоспособность и прочность, 

расчет тушения пожаров и движения ЛА по земле и воде. Но именно эти общие 

для них фундаментальность и математизированность и послужили в середине 

прошлого века толчком к их объединению в одну крупную науку, изучающую 

единые законы поведения трех видов фазовых состояний вещества: газа, жид-

кости, твердого тела. Это механика сплошной среды. 

Проблематика механики сплошной среды, конечно, значительно шире, чем 

это показано на схеме. Наука занимается такими явлениями, как циклоны и цу-

нами, движение грунтов, взрывное и ветровое воздействие в атмосфере, пове-

дение плазмы и сильно сжатых или очень разреженных газов, сред с магнитны-

ми и электрическими свойствами и т.д. В авиации механика сплошной среды 

решает множество задач: движение тел в воздухе, движение газов и жидкостей 

в трубах, расчет упругости, прочности, усталости, ползучести, наследственно-

сти в различных конструкциях, создание горючих смесей и определенных 

свойств их горения, взлет и посадка летательных аппаратов с воды, пожароту-

шение и распылительные работы и т.д. Все это усложняется явлениями турбу-

лентности, термочувствительности, волновыми процессами, кавитацией и т.п. 

Уверенность в правильном решении задач в данной науке основывается на 

применении строгого математического аппарата и методов вычисления. Во 

второй половине ХХ века великое множество математических методов, разра-

ботанных в рамках механики сплошной среды, обогатили прикладную матема-

тику. И это было не самоцелью фанатиков-ученых, а жизненной необходимо-

стью обеспечения безопасности и эффективности воздушного транспорта. 

 
Теория жидко-

сти (в основном  

несжимаемой, 

тяжелой): 

– гидростатика, 

– гидродинамика 

 

 
Теория газа  

(в основном 

сжимаемого,  

невесомого): 

– аэродинамика, 

– аэростатика, 

– газодинамика  
(течение газа, 

сверхзвук, горение, 

многофазные среды) 

 
Теория  

упругости и 

пластичности 
(напряженно-

деформированное 

состояние  

твердого тела) 
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1. КИНЕМАТИКА СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

 

1.1. Основные гипотезы механики сплошной среды 

 

Прежде всего займемся изучением среды. Для ее описания необходимы 

полные и непротиворечивые модели движения газообразных, жидких и твер-

дых деформируемых тел, основанные на методах теоретической механики и 

некоторых дополнительных гипотезах. Согласованная система таких моделей 

носит название механики сплошной среды. 

Все тела состоят из множества отдельных элементарных частиц, взаимодей-

ствующих сложным образом в электромагнитном и гравитационном полях. 

Существуют предположения и о других, пока неизвестных полях. Поэтому изу-

чение материальных тел как совокупности элементарных частиц требует вве-

дения дополнительных гипотез об их свойствах и взаимодействиях. Кроме того, 

для решения уравнений динамики необходимо знать начальные условия, т.е. 

координаты и скорости всех частиц, что принципиально невозможно. Однако 

для решения практических задач совсем не обязательно знать движение каждой 

частицы – достаточно определить некоторые осредненные характеристики. Та-

кой научный подход применяется на основе вероятностного описания и исполь-

зования законов распределения и называется статистическим. 

Механика сплошной среды использует другой подход – феноменологиче-

ский, основанный на эмпирических гипотезах, подтвержденных человеческим 

опытом [1]. 

 Гипотеза сплошности постулирует тело как непрерывную среду, заполня-

ющую некоторый объем, и необходима для применения математического аппа-

рата дифференциального и интегрального исчисления. 

Земную атмосферу по отношению к самолету можно считать сплошной 

средой, так как расстояния между частицами среды много меньше характерного 

размера самолета. На Луне это не так. 

 Гипотезу непрерывности метрического пространства вводят для опреде-

ления координат и расстояний. 

 Следующая гипотеза предполагает возможность введения единой для всех 

точек пространства декартовой системы координат.  

Такие пространства называются евклидовыми, а построенная на их основе 

механика – ньютонианской. Напомним, что в декартовой системе координат 

каждая точка пространства имеет свои действительные координаты, а в евкли-

довом пространстве результат двойного дифференцирования не зависит от по-

рядка дифференцирования. Эта гипотеза совместно с предыдущей позволяет 

применять аппарат аналитической геометрии. 

На самом деле в существующей на сегодня механике сплошной среды эта 

гипотеза ослаблена до возможности введения декартовой системы координат 

лишь отдельно в каждой точке пространства (как плоская система координат 

в точке, расположенной на сфере). Это, однако, требует введения специального 
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метрического тензора g, описывающего "близость" такого пространства к ев-

клидовому. В данном пособии такое усложнение опущено. 

 В механике сплошной среды постулируется абсолютность времени для 

всех систем отсчета, т.е. не учитываются эффекты теории относительности. 

Эти гипотезы естественны с точки зрения человеческого опыта и вполне 

оправданы при исследовании явлений, происходящих в не слишком больших и 

не слишком малых объемах с небольшими скоростями – в макромире. Исходя 

из них, строятся все последующие положения и выводы теории – строится ма-

тематическая модель механики сплошной среды. 

 

1.2. Переменные Эйлера и Лагранжа 

 

С точки зрения, предложенной Лагранжем, объектом изучения являются ха-

рактеристики отдельной частицы среды. Описание движения по Лагранжу пред-

ставляет собой задание закона движения, т.е. координат положения рассматрива-

емой частицы x, y, z как функций времени t и ее начальных координат a, b, c: 

 x = x(a, b, c, t);  y = y(a, b, c, t);  z = z(a, b, c, t), (1.1) 

или в векторной форме: r = r(a, b, c, t), 

где r – радиус-вектор положения рассматриваемой частицы в выбранной си-

стеме координат. t, a, b, c называются переменными Лагранжа. 

В силу гипотезы о непрерывности метрического пространства мы обязаны 

предполагать непрерывность и дифференцируемость функций (1.1). В некото-

рых случаях движение среды не удается в полной мере описывать такими 

функциями. Например, разбрызгивание жидкости или образование каверн ("по-

лостей") должно описываться с помощью функций (1.1), терпящих разрыв. Од-

нако следует оговориться, что разрыва среды в перечисленных примерах не 

наблюдается, так как между частицами жидкости, ранее близкими, а позднее 

существенно удаленными, появляется среда с другими характеристиками – воз-

дух или пар. Общая среда остается сплошной. 

В переменных Лагранжа скорость каждой отдельной частицы с неизмен-

ными начальными координатами a, b, c определяется вектором частной произ-

водной от радиус-вектора по времени 

 
t

r
V , с координатами: 

t

z
V;

t

y
V;

t

x
V

zyx
. (1.2) 

Здесь весьма важно не забывать, что эти производные вычисляются для 

определенной частицы сплошной среды – для фиксированных значений a, b, c – 

поэтому и берутся частные производные по одной переменной t из четырех пе-

ременных Лагранжа t, a, b, c. 

С точкой зрения Лагранжа связаны все привычные представления об из-

вестных физических законах, относящихся, как правило, к движению частиц. 
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С точки зрения, предложенной Эйлером, следует рассматривать характери-

стики среды в отдельных точках пространства, т.е. как скалярные и вектор-

ные поля, в виде функций F = F(x, y, z, t) = F(r, t), задающих изменение пара-

метра в выбранной точке пространства с течением времени (в общем случае для 

разных частиц). Переменные t, x, y, z называются переменными Эйлера. 

В переменных Эйлера скорость задается как поле вектора в каждой точке 

пространства, а поскольку координаты x, y, z меняются вместе со временем t, 

производная берется полная 

 
td

d
=)t,(=

r
rVV   

или по координатам: .
td

zd
t,z,y,xV;

td

yd
t,z,y,xV;

td

xd
t,z,y,xV

zyx
 (1.3) 

Точка зрения Лагранжа полезна при выводах некоторых фундаментальных 

положений и будет оговариваться специально. 

Переход от аргументов - переменных Лагранжа к аргументам - переменным 

Эйлера осуществляется решением уравнений (1.1) в каждый момент времени 

относительно переменных Лагранжа: 

 a = a(x, y, z, t);  b = b(x, y, z, t);  c = c(x, y, z, t). (1.4) 

Это означает, что любую величину, заданную в переменных Лагранжа F = F(a, 

b, c, t), можно выразить через переменные Эйлера простой подстановкой урав-

нений (1.5). Однако следует заметить, что (1.5) можно получить из (1.1) только 

в том случае, если переменные Лагранжа и переменные Эйлера в каждый фик-

сированный момент времени t являются взаимнооднозначными функциями. С 

математической точки зрения это возможно только тогда, когда Якобиан пре-

образования (1.1) не обращается в ноль 

 0

c

z

b

z

a

z
c

y

b

y

a

y
c

x

b

x

a

x

.  

Физическая интерпретация такого условия заключается в том, что образованная 

из частиц среды замкнутая поверхность переходит в замкнутую поверхность, а 

замкнутая линия – в замкнутую линию. Переходы конечного объема в линию 

или в точку, а также замкнутой линии в разомкнутую невозможны. Обычные 

физические представления о движении среды этому не противоречат. 

Для того чтобы осуществить обратный переход, перейти от аргументов - 

переменных Эйлера к аргументам - переменным Лагранжа, необходимо разре-

шить дифференциальные уравнения (1.3) относительно x, y, z. Появляющиеся 
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при этом произвольные постоянные определяются по значениям переменных 

Эйлера x, y, z в определенный момент времени (например, в начальный, чему 

соответствуют переменные Лагранжа a, b, c). 

 

1.3. Деформация и скорость деформации 

 

Рассмотрим перемещение беско-

нечно малой деформируемой частицы 

среды за время t (рис. 1). Очевидно, 

что бесконечно малый радиус-вектор в 

частице  = {dx, dy, dz} сместится и 

деформируется    + (V' – V) t. 

Скорость можно разложить в ряд Тей-

лора с точностью до малых первого 

порядка по  

 zd
z

yd
y

xd
x

d
r

'
0000

VVV
Vρ

V
VV , (1.5) 

где производные берутся в центре частицы O. Каждую производную скорости 

можно представить в виде суммы двух слагаемых, например 

2121

yxyxx e
x

V

y

V

2

1

x

V

y

V

2

1

y

V
, 

где использованы обозначения: 

 

,e
z

V
,e

z

V

y

V

2

1
,e

x

V

z

V

2

1

,e
z

V

y

V

2

1
,e

y

V
,e

x

V

y

V

2

1
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x

V

z

V

2

1
,e

x

V

y

V
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1
,e

x

V

33
z

32

yz
31

zx

23

yz
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y
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yx

13
zx

12

yx
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x

 (1.6) 

.0,
z

V

y

V

2

1
,

x

V

z

V

2

1

,
z

V

y

V

2

1
,0,

x

V

y

V

2

1

,
x

V

z

V

2

1
,

x

V

y

V

2

1
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3332

yz
31

zx

23

yz
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yx

13
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A  

O  t 

t+ t 

V t 

V t 

 
Рис. 1 
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Элементы eij и ij являются компонентами некоторых матриц (в декартовой 

системе координат) и представляют в общем случае тензоры. 

Введем функцию, равную половине суммы произведений всех элементов eij 

на соответствующие составляющие вектора  

ydzdexdzdexdydeydzdexdzdexdydezdeydexde
2

1
323121231312

2

33

2

22

2

11
 

.ydzde2xdzde2xdyde2zdeydexde
2

1
323121

2

33

2

22

2

11
 

Тогда в (1.5) можно усмотреть присутствие слагаемого вида grad , так как, 

например, zdexdeyde
y

322122ygrad . В выражениях ij при i  j 

можно заметить (1.11) "смежную" координату вектора ротора скорости 

k2

1
rotV  при i  k  j, например, 1

yz
23

2

1

z

V

y

V

2

1
rotV . Это значит, 

что в (1.5) будет присутствовать слагаемое вида ρrotV
2

1
. Отсюда получаем 

 ρrotVgradVV
2

1
' , (1.7) 

t
2

1
t+ ' ρrotVgradρρρρ . 

Смысл слагаемых в правой части уравнения (1.7) становится ясным из срав-

нения с известной из теоретической механики формулой Эйлера V' = V +    

для скорости произвольной точки твердого тела. Последнее слагаемое в обеих 

этих формулах описывает вращение точки A вокруг O (рис. 1). grad  в форму-

ле Эйлера для твердого тела отсутствует, так как отражает деформацию среды. 

Зависимость  от координат изменяющегося вектора  непосредственно указы-

вает на это. 

Можно установить и смысл отдельных составляющих тензора eij. Если рас-

смотреть случай, когда  направлено строго по оси одной из координат, напри-

мер, по x (т.е.  = idx), а перемещения точки O и поворота частицы нет (рис. 1: 

V t = V = 0,  || ' || V' и V' по сути означает скорость смещения точки А в 

направлении  = idx), то в (1.7) обнулятся все члены, кроме одного V' = e11dx, 

имеющего смысл скорости удлинения элемента dx. Таким образом, диагональ-

ные компоненты eii задают скорости относительного удлинения элементов 

деформируемой среды вдоль осей координат. 

Если ввести тензор с компонентами 

 ij  eij t, (1.8) 
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то его компоненты ii будут задавать относительные удлинения по осям коор-

динат, а ij при i  j – скашивание прямых углов при чистой деформации сре-

ды (без перемещения и вращения). Тензор с компонентами eij называют тензо-

ром скоростей деформации, ij – тензором деформации, а ij – тензором вра-

щения.  

В итоге из уравнения (1.7) следует, что скорость любой точки частицы сре-

ды состоит из трех составляющих: поступательной, вращательной и скорости 

чистой деформации. Так формулируется теорема Коши-Гельмгольца.  

 

1.4. Термины механики сплошной среды 

 

Введенные в 1.2 фундаментальные понятия закона движения (1.1) и скоро-

сти (1.2) позволяют построить понятийный аппарат механики сплошной среды. 

Если поле вектора скорости сплошной среды V = V(r) не зависит от време-

ни в каждой точке пространства, то движение называется стационарным или 

установившимся. В общем случае V = V(r, t), и движение называется нестаци-

онарным или неустановившимся. 

Уравнения (1.1), задающие положение точки в пространстве в каждый мо-

мент времени, можно рассматривать как траекторию ее движения в перемен-

ных Лагранжа. В переменных Эйлера траектория задается уравнениями (1.3) 

или (1.4) – дифференциальными уравнениями, требующими своего решения. 

Необходимые для отыскания частного решения произвольные постоянные 

определяются по значениям переменных Эйлера x, y, z в определенный момент 

времени (например, в начальный, чему соответствуют переменные Лагранжа a, 

b, c, которые "индивидуализируют" избранную частицу среды). 

Линиями тока в механике сплошной среды называются линии, которые в 

каждый фиксированный момент времени имеют в каждой своей точке каса-

тельные, совпадающие с вектором скорости. Таким образом, частицы жидко-

сти, попавшие на линию тока, не имеют составляющей скорости поперек нее и 

не могут ее пересечь. На практике линии тока в прозрачной жидкости с взве-

шенными частицами нерастворимой краски можно зафиксировать фотографи-

рованием с маленькой выдержкой – короткие следы этих частиц, сливаясь, вы-

рисовывают линии тока. Уравнение линии тока в момент времени t запишется в 

терминах аналитической геометрии как условие коллинеарности векторов 

 
t,V

zd

t,V

yd

t,V

xd

zyx
rrr

. (1.9) 

Таким образом, линии тока в нестационарном движении все время изменяются.  

При установившемся движении (и только в этом случае!) отсутствие в урав-

нении (1.9) времени t приводит к совпадению линий тока с траекториями ча-

стиц. Понятие линии тока необходимо для получения математически строгих 

выводов, поэтому весьма важно их различать. 



 13 

Если компоненты вектора скорости не обращаются в нуль и вместе со свои-

ми первыми производными однозначны и не имеют разрывов, то решение 

уравнения (1.9) существует и единственно. В противоположном случае суще-

ствование или единственность может нарушаться, т.е. в некоторых точках про-

странства лини тока могут ветвиться или вырождаться в точку. Такие точки 

называются особыми или критическими. 

Трубчатая поверхность, образованная линиями тока, проходящими через 

некоторую замкнутую кривую, называется трубкой тока. 

Напомним некоторые математические термины [4] применительно к скоро-

сти, заданной в пространстве переменных Эйлера – полю ско-

ростей.  

Вектором S будем обозначать поверхность с указанным 

направлением нормали n, выражающимся через единичные 

векторы осей координат: n = cos(n,x)i + cos(n,y)j + cos(n,z)k, 

а скаляром S – только площадь этой поверхности (рис. 2). 

Потоком скорости через поверхность S с заданным век-

тором нормали называется поверхностный интеграл 

 

     Sdz,cosVy,cosVx,cosVSdVSdd
S

zyx
S

n
SS

nnnnVSV , (1.10) 

где Vn – проекция скорости на единичный вектор нормали n поверхности S.  

Ротор скорости (вихрь) и градиент скаляра определяются известным образом 

 

zyx
VVV

zyx

kji

rotV ,  kjigrad
z

A

y

A

x

A
A , (1.11) 

(заметим, что rot grad A  0 всегда), а дивергенция скорости может быть выра-

жена через компоненты тензора скоростей деформации 

 
332211

zyx eee
z

V

y

V

x

V
divV . (1.12) 

Если выбрать в пространстве малый прямоугольный параллелепипед W со 

сторонами, параллельными осям координат, то объемный интеграл 
W

WddivV  в 

силу (1.12) и смысла компонент тензора скоростей деформации из п.1.3 может 

трактоваться как элементарное расширение частицы среды. В таком случае ди-

вергенция означает скорость расширения частицы среды. 

 
Рис. 2 
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Циркуляцией скорости по замкнутому контуру L с определенным направле-

нием обхода называется криволинейный интеграл 

 zdVydVxdVd
z

L L
yx

rV . (1.13) 

Известные теоремы векторных полей [4] применимы и к полю скоростей. 

Теорема Стокса 

 
S

n
SS

z
L L

yx
SdSddzdVydVxdVd rotVnrotVSrotVrV  (1.14) 

справедлива при ориентации обхода контура L и нормали к натянутой на него 

поверхности S по правилу правого винта, а теорема Остроградского-Гаусса 

 

WW

zyx

S
zyx

S
n

SS

WddivWd
z

V

y

V

x

V

S)]dz,cos(V+)y,cos(V+)x,cos(V[SdVSdd

V

nnnVnSV

 (1.15) 

– при условии, что замкнутая поверхность S ограничивает объем W. 

Полную производную по времени от скаляра A(r, t), заданного в перемен-

ных Эйлера, можно определить по известной [4] формуле 

 

.A
t

A
V

z

A
V

y

A
V

x

A

t

A
td

zd

z

A

td

yd

y

A

td

xd

x

A

t

A

td

Ad

zyx
gradV

 (1.16) 

Производную Wdt,f
td

d

W

r  от интеграла по произвольному подвижному 

объему W, где от t зависит не только подынтегральная функция, но и объем, 

вычислим с помощью определения производной 

.
t

Wdtt,f

limWd
t

t,f

t

Wdtt,fWdt,ftt,f

lim

t

Wdt,fWdtt,f

limWdt,f
td

d

W'W

0t
W

W'WW

0t

W'W

0t
W

r
r

rrr

rr

r

 

В последнем пределе W'–W образуется сдвигом элементарных площадок dS 

поверхности S, ограничивающей W, на расстояние VndS. Кроме того, при 

t  0 значение функции f(r,t+ t)  f(r,t) и деформированная поверхность 
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S   S, поэтому предел принимает значение 
SS

n
S

SdfSdfVdf nVSV  (срав-

ните с (1.10)) или 
WS

Wdfdivdf VSV  по теореме Остроградского-Гаусса 

(1.15). Откуда в силу уравнения (1.16)  

 

.Wddivf
td

fd
Wdfdivf

t

f

Wdfdiv
t

f
Wdt,f

td

d

WW

WW

VgradVV

Vr

 (1.17) 

Вектор rot V  0 тоже можно рассматривать как поле вектора ротора скоро-

сти rot V(r, t) – вихревое поле. Непосредственной проверкой легко убедиться, 

что div rot V = 0. Отсюда по теореме Остроградского-Гаусса следует, что поток 

ротора скорости сквозь любую замкнутую поверхность равен нулю 

 0d
S

SrotV . (1.18) 

В вихревом поле по аналогии с полем скоростей выделяют вихревую линию 

 
zyx

)(

zd

)(

yd

)(

xd

rotVrotVrotV
 (1.19) 

и вихревую трубку. Так как через боковую поверхность вихревой трубки по 

определению нет потока ротора скорости, то из (1.18) вытекает постоянство та-

кого потока через любое ее поперечное сечение (первая кинематическая тео-

рема Гельмгольца о вихрях). Эта величина называется интенсивностью вихре-

вой трубки. Согласно теореме Стокса (1.14) она равна циркуляции скорости по 

контуру, образующему вихревую трубку 

  dd
LS

rVSrotV . (1.20) 

Отсюда можно сделать вывод: внутри объема сплошной среды вихревые 

трубки (а также вихревые линии) не могут ни начинаться, ни заканчиваться 

(вторая кинематическая теорема Гельмгольца о вихрях). 

 

1.5. Уравнение неразрывности 

 

Как известно, плотность вещества вводится предельным переходом: 

W

m
lim

0W
, где в механике сплошной среды следует понимать под m массу 

вещества, заключенную в объеме W. Посмотрим, как будет выглядеть закон 
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сохранения массы 0
td

md
 для произвольного подвижного объема сплошной 

среды, для которого 
W

Wdm . Из (1.17) следует 

Wddiv
td

d
Wddiv

t
Wd

dt

d

td

md
0

WWW

VV , 

или в силу произвольности объема W 

 0div
td

d
div

t
VV . (1.21) 

Это уравнение носит название уравнения неразрывности (непрерывности 

Рассмотрим частные случаи уравнения неразрывности. Так, для стацио-

нарного (установившегося) движения сплошной среды из (1.21) с помощью 

(1.5) следует  

 div( V) = V grad  + divV = 0, (1.22) 

а если, кроме того, среда несжимаемая ( (x, y, z) = const, в общем случае неод-

нородная), то 

 divV = 0. (1.23) 

Т.е. по теореме Остроградского-Гаусса (1.15) несжимаемый установивший-

ся поток скорости (1.10) сквозь любую замкнутую поверхность равен нулю. Так 

как через боковую поверхность  трубки тока по определению нет потока скоро-

сти, то поток через любое ее поперечное сечение одинаков 

  Q d
S

SV  (1.24) 

и численно равен объемному расходу жидкости. Отсюда можно сделать вывод: 

внутри объема несжимаемой сплошной среды трубки тока (а также линии тока) 

не могут ни начинаться, ни заканчиваться. 

 

1.6. Безвихревое и вихревое движение 

 

Движение сплошной среды в некоторой области называется безвихревым, 

если в ней rot V = 0, и вихревым, если rot V  0 хотя бы в части этой области.  

Из теоремы Стокса (1.14) для безвихревого движения следует равенство ну-

лю циркуляции скорости по любому замкнутому контуру. Т.е. в безвихревом 

движении невозможны замкнутые линии тока (вдоль которых циркуляция не 

обращается в нуль). 
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Свойства безвихревого движения рассмотрим, исходя из его определения, 

записанного в проекциях 

0
y

V

x

V

x

V

z

V

z

V

y

V
xyzxyzrotV . 

Из математики [4] известно, что это  необходимое и достаточное условие суще-

ствования некоторой функции (r, t), называемой потенциалом скорости, про-

изводными которой являются компоненты вектора скорости 

 gradVт.е.,
z

V,
y

V,
x

V
zyx

. (1.25) 

Иными словами, существование потенциала скорости и равенство нулю ро-

тора скорости – условия эквивалентные. Поэтому безвихревое движение назы-

вают также потенциальным, а скалярную функцию потенциала изучают вместо 

вектора скорости. 

Подстановка потенциала в уравнение неразрывности для несжимаемой сре-

ды дает уравнение Лапласа 

 0
zyx

div
2

2

2

2

2

2

grad  (1.26) 

для гармонической функции , где  – символ оператора Лапласа. Из свойств 

гармонической функции, хорошо известной в математике [4], вытекают след-

ствия для потенциального движения сплошной среды: 

а) внутри сплошной среды не может быть экстремальных значений потен-

циала скорости; 

б) внутри сплошной среды не может быть максимальных значений скорости; 

в) скорость сплошной среды равна нулю во всех точках объема, ограничен-

ного замкнутой поверхностью, во всех точках которой потенциал постоянен; 

г) в односвязанном объеме сплошной среды, ограниченном твердыми стен-

ками, не может существовать потенциальное (безвихревое) движение. 

Рассмотрим примеры потенциальных движений. 

1.   const. В этом случае все компоненты скорости согласно (1.25) обра-

щаются в нуль, т.е. движения нет. 

2.   ax. В этом случае только одна составляющая скорости отлична от ну-

ля a
x

V
x

 и определяет поступательное движение вдоль оси x. 

3. 
r4

q
. На каждой концентрической сфере радиусом r потенциал при-

нимает постоянное значение – такие поверхности называются эквипотенциаль-
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ными. Поэтому вектор скорости V = grad , нормальный к эквипотенциальной 

поверхности, направлен всегда по лучу, исходящему (для q > 0) из начала коор-

динат, а его абсолютная величина одинакова во всех точках сферы. Через лю-

бую сферу S радиусом r проходит поток вектора скорости 

q
r4

q
r4

r
r4r4SdVd

2

222

SS

gradSV , 

не зависящий от радиуса. Таким образом, V  0 

при r   и V   при r  0, а q можно назвать 

расходом. Если q > 0, то такое движение называет-

ся источником, если q < 0, то – стоком (рис. 3).  

Заметим, что проведенные рассуждения спра-

ведливы и при зависимости q от времени. При 

этом очевидно, что изменение поля скорости во 

всем пространстве, вызванное изменением расхода, происходит мгновенно. В 

реальности распространение возмущений происходит всегда с конечной скоро-

стью, поэтому такое потенциальное движение следует рассматривать лишь как 

идеализированную модель. 

4.   с , где  – полярный угол в цилиндрической системе координат (по-

лярный радиус r и высота z). В этом случае по правилам дифференцирования в 

цилиндрических координатах 

0
z

V,
r

c

r

1
V,0

r
V

zr
, 

т.е. линии тока имеют вид горизонтальных концентриче-

ских окружностей, а скорость растет от нулевой при r   

до бесконечной при r  0 (рис. 4). На расстоянии r = 1 аб-

солютная величина скорости равна c. Ввиду особенности 

при r = 0 движение можно считать потенциальным только 

вне некоторого ядра в виде цилиндра или нити. Поэтому 

циркуляция по любому контуру, охватывающему ось z, не 

равна нулю 

c2rd
r

–
d

2

0L

rV . 

С вихревым движением тесно связана циркуляция вектора скорости (1.20), с 

помощью которой можно измерять интенсивность вихревой трубки. Однако 

наличие ненулевого вектора rot V не связано ни с вихревой трубкой, ни с ка-

ким-либо объемом. Векторное поле вихря определено в каждой точке про-

странства и характеризует вращательное движение любой сколь угодно ма-

лой частицы среды.  

  

 
Рис. 3 

 

r

1
~V  

Рис. 4 
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Этот факт иллюстрируется рис. 5, на 

котором крайние точки бесконечно малой 

частицы среды имеют разные скорости в 

предположении наличия ненулевой вели-

чины 
y

V
x . Если центр этой частицы по-

коится, а все другие частные производ-

ные скорости равны нулю, то очевидно, 

что rot V  0 характеризует именно вра-

щение бесконечно малой частицы среды. В безвихревом движении такого вра-

щения нет, и каждая частица среды совершает лишь поступательное движение. 

Вообще говоря, в реальной природе вихревое движение возникает благодаря 

наличию границ (свободной поверхности, твердых стенок или твердых тел), а 

также явлению вязкости. 

Поучительны следующие примеры вихревых движений. 

1. Плоский сдвиг горизонтальных слоев: Vx = cz, Vy = 

= Vz = 0 (рис. 6). Скорость частиц вдоль плоскости z = 0 в 

направлении оси x пропорциональна расстоянию от этой 

плоскости z. В координатной записи с помощью (1.11) не-

трудно убедиться, что в этом случае rot V = cj, т.е. вра-

щение частиц сплошной среды происходит вокруг оси y. 

2. Вращение сплошной среды вокруг оси z, как твердо-

го тела, с угловой скоростью  (рис.7). В цилиндрической 

системе: Vr = 0, V  = r,  Vz = 0, а компоненты вихря: 

.2
V

r

Vr

r

1

,0
r

V

z

V
,0

z

VV

r

1

r
z

zrz
r

rotV

rotVrotV

 

Т.е. вихревые линии представляют собой прямые, параллельные оси z. Этот 

пример отличается от примера 4 потенциального движения (рис. 4) значением 

модуля окружной скорости V . 

3. Вихревое ядро при r = 0 примера 4 потенциального движения (заштрихо-

ванная область на рис. 4). В качестве такого идеализированного ядра может вы-

ступать изолированная вихревая нить (вихревая трубка бесконечно малого се-

чения) из частиц той же среды с интенсивностью Г = 2 с, в которой |rot V| = . 

Ясно, что практически реализовать такое течение невозможно. Это связано с 

математическими требованиями теоремы Стокса: на гладкой поверхности, 

натянутой на замкнутый контур, поле V должно быть непрерывно и дифферен-

цируемо.  

Более широкий взгляд на эти требования приводит к выводу о том, что 

наличие вихрей в реальной природе, связанное с особенностями поля скоро-

 

A 

O 

Рис. 1. 

B 

y 

x 

V(A) 

–V(A) 
 

Рис. 5 

 

 
Рис. 6 

 

V ~ r 

Рис. 7 
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стей, обуславливается многосвязанностью рассматриваемой области сплошной 

среды, т.е. существованием каких-либо границ (свободной поверхности, твер-

дых стенок, твердых тел). В рассмотренном примере ядром течения может быть 

газовая трубка или твердый стержень. 

Замечание к примеру 3 потенциального движения фиксировало внимание на 

мгновенности распространения возмущений на всю область сплошной среды. 

Выясним, как обстоит дело в вихревом движении. Пусть бесконечное про-

странство заполнено несжимаемой средой divV = 0, покоящейся в бесконечно-

сти V = 0. Пусть также задан вектор  = rot V, который отличен от нуля только 

в определенном конечном объеме W. Заметим, что div  = div rot V = 0. В силу 

несжимаемости (1.23) существует такой вектор P, что V = rot P. Тогда rot rot 

P = . Решение такого дифференциального уравнения второго порядка в мате-

матике известно [4] и может быть представлено в виде 

  ,Wd
W

4

1
лииWd

W

4

1

WW ρr

ρ
rotrotPrV

ρr

ρ
rP  (1.27) 

где r – радиус-вектор произвольной точки пространства {x, y, z}, в которой вы-

числяется скорость, по {x, y, z} ведется и дифференцирование в операторе rot, 

 – радиус-вектор текущей точки объема W.  

Из (1.27) ясно, что и в вихревом поле всякое возмущение распространяется 

мгновенно на все пространство сплошной среды.  

Рассмотрим изолированную вихревую нить. Элемент ее объема можно 

представить в виде произведения бесконечно малого поперечного сечения dS 

на элемент ее длины dl: dW = dS dl. Для каждого ее бесконечно малого попе-

речного сечения согласно (1.20) 

SS dWdW
Sd

. 

Таким образом, уравнение (1.27) с учетом правил векторного анализа [4] можно 

записать в виде 

.d
4

d

4
лии,

d

4 L
3

LL

l
ρr

ρr

ρr

l
rotrV

ρr

l
rP  

Для элемента вихревой нити l это выражение примет вид 

 l
ρr

V
2

sin

4
, (1.28) 

где  – угол между касательной к l и вектором r – , проведенным из l в те-

кущую точку пространства.  

Это выражение трактуется как составная часть скорости, которая "наводит-

ся" элементом вихря l в точке пространства. Ввиду очевидной аналогии с 

электродинамикой соотношение (1.28) характеризует вихревое влияние и полу-

чило наименование формулы Био и Савара. 
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2. ДИНАМИКА СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

 

2.1. Силы и моменты в механике сплошной среды 

 

В классической динамике приходится иметь дело с силами и моментами, 

приложенными к материальной точке или к твердому телу. В механике сплош-

ной среды  дело обстоит сложнее и приходится рассматривать силы и моменты, 

приложенные в общем случае к изменяющимся элементам среды конечного 

размера, так как понятия материальной точки не существует. Рассматривать 

случаи сосредоточенных (в точке) сил, отнесенных к бесконечно малой массе 

dm, мы не будем, так как по второму закону Ньютона F = dm a следовало бы, 

что в этой точке ускорение должно быть бесконечным. 

Силы, распределенные по объему W, называются объемными или массовы-

ми. Они обозначаются F и относятся к элементу массы m = W. Т.е. сила, 

действующая на элемент массы, равна F m = F W, следовательно, размер-

ность F совпадает с размерностью ускорения. Примерами массовых сил могут 

служить гравитационные, электромагнитные, инерционные.  

Силы, распределенные по поверхности S, называются поверхностными. По-

верхностные силы будем обозначать pS и относить к элементу поверхности S 

сплошной среды, а силой в обычном смысле будет произведение pSdS = pSndS. 

Т.е. pS имеет размерность давления. Такие силы возникают, например, на сво-

бодной поверхности среды, при взаимодействии среды с твердыми телами, а 

также внутри среды (внутренние поверхностные силы). 

Внутренние поверхностные силы необходимо рассматривать при изучении 

движения отдельных частиц среды с учетом их механического влияния друг на 

друга. Так, например, происходит при относительном движении двух соседних 

соприкасающихся частиц. Это явление может наблюдаться в любом месте 

сплошной среды, причем для бесконечно малых частиц поверхности соприкос-

новения dS можно построить любым образом. Тогда и pS, зависящую от такого 

выбора, можно определить по-разному в зависимости от dS, т.е. ориентации 

нормали этой площадки, поэтому такое взаимодействие и обозначают вектором 

pS – с индексом S. В силу третьего закона Ньютона на одну из пары соприкаса-

ющихся частиц действует сила pSdS = pSndS, на другую –pSdS = –pSndS. Таким 

образом, внутренние поверхностные силы можно рассматривать в любой точке 

пространства, занятого сплошной средой, поэтому их часто называют по-

другому силами внутренних напряжений. 

Вектор pS в общем случае не перпендикулярен к 

dS (рис. 8), поэтому различают нормальную состав-

ляющую pSn, называемую нормальным напряжением 

или нормальным давлением, и тангенциальную pS , 

называемую касательным напряжением или внут-

ренним трением: pSdS = pSnndS + pS dS. 

Рассматривая предыдущее равенство с математи-

 pSn pS 

pS  

 
Рис. 8 



 22 

ческой точки зрения, можно заметить, что pS не обычный вектор. Поэтому его 

смысл надо детально проанализировать. 

Свойство вектора pS изучим с помо-

щью представления бесконечно малой ча-

стицы в виде тетраэдра с ребрами, парал-

лельными осям координат (рис. 9). Площа-

ди граней такого тетраэдра равны: S, 

S cos(n,x), S cos(n,y), S cos(n,z). Единич-

ный вектор нормали к грани ABC выразит-

ся через единичные векторы осей коорди-

нат известным образом n = cos(n,x)i + 

cos(n,y)j + cos(n,z)k. 

Массовые силы будем считать посто-

янными во всем объеме W = hS/3 частицы, 

а внутренние поверхностные силы p1, p2, p3, pS, приложенные к соответствую-

щим граням частицы, постоянными на своих гранях с нормалями, соответ-

ственно: i, j, k, n. Это позволяет применить к частице начало Даламбера из тео-

ретической механики 

,0Sz,cosy,cosx,cos+
3

hS

td

d
321S

npnpnpp
V

F  

откуда, сократив на S и перейдя к пределу при h  0, получаем инвариантное 

к выбору площадки равенство 

 pS = p1cos(n,x) + p2cos(n,y) + p3cos(n,z). (2.1) 

Это означает, что в любой точке пространства, занятого сплошной средой, 

существует некоторый объект, компонентами которого можно рассматривать 

векторы p1, p2, p3. Иными словами, этот объект может быть представлен матри-

цей (pij) размерностью 3  3, составленной из компонент векторов p1, p2, p3,. С 

подобной ситуацией мы сталкивались в п.1.3 при рассмотрении тензоров де-

формаций и скоростей деформации. Объект с компонентами pij называется тен-

зором внутренних напряжений. 

Следует заметить, что в прикладных дисциплинах механики твердого тела 

принята особая система обозначений компонент тензора внутренних напряже-

ний, подчеркивающая их физический смысл. Так, компоненты нормального 

напряжения обозначаются , а компоненты касательного напряжения – . По-

этому в единой системе декартовых координат (и только в этом случае) можно 

применять тождественность обозначений компонент тензора внутренних 

напряжений 

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

333231

232221
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ppp

ppp

ppp
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Бесконечно малая частица с h  0 
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Рис. 9 
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Равенство (2.1) позволяет применить теорему Остроградского-Гаусса к рас-

чету поверхностных сил, приложенных к некоторому объему W сплошной сре-

ды, ограниченному замкнутой поверхностью S 

 Wd
zyx

Sdz,cosy,cosx,cosd
S W

321
321

S
S

ppp
npnpnpSp .(2.2) 

Рассмотрим на примере, как определить силу, действующую на частицу 

сплошной среды по ее поверхности pSdS = pSndS. Пусть тензор внутренних 

напряжений задается матрицей своих компонент 

351

520

104

, которая характе-

ризует изотропную среду (п. 2.3 – для изотропной среды тензор внутренних 

напряжений симметричен). Определим координаты вектора силы, приложенной 

к элементарной единичной (dS = 1) площадке dS, параллельной координатной 

плоскости YOZ, c вектором нормали i (т.е. dS = i): 

1

0

4

0

0

1

351

520

104

. Таким 

образом, вектор искомой силы может быть представлен в виде суммы нормаль-

ного напряжения (или нормального давле-

ния) pSn = pSx = 4 i и одной составляющей 

тангенциального напряжения (касательного 

напряжения или внутреннего трения) 

pS  = pSz = 1 k (рис. 10). В обозначениях ме-

ханики твердого тела: xx = 4, xz = 1. На 

рисунке схематически показаны лишь 

направления напряжений (без масштаба), 

стрелка, выходящая за границы площадки, 

обозначает силу, направленную перпенди-

кулярно ее плоскости, в отличие от стрелок, 

расположенных целиком внутри площадки, 

обозначающих касательные силы, дей-

ствующие вдоль ее плоскости. 

Кроме внешних сил на каждую частицу жидкости могут действовать и 

внешние моменты. Примером может служить момент магнитного поля Земли, 

действующий на каждый элемент стрелки компаса. Такой внешний момент, ко-

торый действует на элемент массы m, будем обозначать H. Его принято назы-

вать массовой парой (массовым моментом). Размерность H совпадает с раз-

мерностью квадрата скорости. 

Внешний момент, который действует на элемент поверхности S, будем 

обозначать Q. Он называется поверхностной парой (поверхностным момен-

том) и имеет размерность силы, деленной на длину.  
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Рис. 10 
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2.2. Уравнения движения сплошной среды 

 

В теоретической механике известно уравнение количества движения мате-

риальной точки 

FVm
td

d
, 

где F – сумма всех действующих на нее сил. Обобщим это уравнение на конеч-

ный объем сплошной среды, состоящей из частиц, как системы материальных 

точек, подверженных действию рассмотренных в п.2.1 сил 

 
S

S
W W

SdWdWd
td

d
pFV . (2.3) 

Уравнение количества движения конечного объема сплошной среды (2.3), 

являющееся аналогом второго закона Ньютона, имеет такое же фундаменталь-

ное значение для описания движения сплошной среды. Оно справедливо и для 

разрывных движений, характеризующихся разрывными функциями координат 

и времени (но не нарушениями гипотезы сплошности – п. 1.1).  

Однако решать такое интегро-дифференциальное уравнение очень сложно. 

Заменив последнее слагаемое в (2.3) с помощью (2.2), получим 

Wd
zyx

Wd
td

d

W

321

W

ppp
FV . 

Левую часть преобразуем с помощью (1.17) 

Wddiv
td

d
Wd

td

d

WW

VV
V

V . 

Подынтегральное выражение в правой части этого уравнения в свою очередь 

можно преобразовать с помощью уравнения неразрывности (1.21) 

.
td

d
div

td

d

td

d
div

td

d

td

d
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td

d V
VV

V
VVV

V
VV

V
 

Это позволит записать равенство подынтегральных выражений для элемен-

тарного объема и получить основное дифференциальное уравнение движения 

сплошной среды 

 
zyxtd

d 321
ppp

F
V

, (2.4) 

или в проекциях на оси декартовой системы координат 
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 (2.5) 

где Fx, Fy, Fz – компоненты массовой силы F. 
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Отметим, что уравнения (2.4), (2.5) получены при предположениях: 

– непрерывность и дифференцируемость векторов напряжений p1, p2, p3; 

– неразрывность среды; 

– непрерывность характеристик движения. 

Итак, для описания движения сплошной среды имеются: скалярное уравне-

ние неразрывности (1.21) и одно векторное (2.4) или четыре скалярных (2.5) 

уравнения движения. В этой системе уравнений при заданных внешних массо-

вых силах F(Fx, Fy, Fz) неизвестными функциями пространственных координат 

и времени являются: плотность , скорость V(Vx, Vy, Vz) и три вектора напря-

жений p1(p11, p21, p31), p2(p12, p22, p32), p3(p13, p23, p33) со своими девятью коорди-

натами. Так как число уравнений меньше числа неизвестных, то система неза-

мкнута. Для ее замыкания необходимо использовать дополнительные соотно-

шения между неизвестными. 

В том случае, когда существенное значение для описания движения среды 

имеет эффект вращения каждой частицы (вихревое движение п.1.6), необходи-

мо дополнить полученное выше описание уравнением момента количества 

движения. В теоретической механике уравнение момента количества движения 

материальной точки имеет вид 

MVr m
td

d
, 

где r – радиус-вектор ее положения относительно некоторой неподвижной точ-

ки O пространства, а M – сумма всех действующих на нее внешних моментов.  

Обобщим это уравнение на конечный объем сплошной среды, состоящий из 

частиц, подверженных действию рассмотренных в п.2.1 сил и моментов. Но 

прежде необходимо вспомнить, что при описании вращения каждой частицы 

существенно рассмотрение скорости движения ее точек, как суммы скорости 

поступательного движения ее центра масс V и движения относительно ее цен-

тра масс Vотн (как, например, вращение электронов вокруг ядра атома). Это зна-

чит, что левая часть уравнения примет вид (сравните с (2.3)) 

Wd
td

d
Wd

td

d
Wd

td

d
Wd

td

d

WW
тно

WW

KVrVrVr , 

где K – собственные (внутренние) моменты количества движения. Таким об-

разом, учитывая все виды сил и моментов, уравнение момента количества 

движения для конечного объема сплошной среды следует записать в виде  

 SdWdSdWdWd
td

d
Wd

td

d

SWS
S

WWW

QHprFrKVr . (2.6) 

Собственные моменты количества движения и внешние моменты стали рас-

сматриваться в механике сплошной среды только в последнее время, когда по-

явились такие ее разделы, как электрогазодинамика и магнитная гидродинами-

ка. Мы будем рассматривать классическую часть теории (ньютонианскую сре-

ду) и вторым слагаемым в левой части уравнения (2.6) будем пренебрегать, так 

же как и двумя последними в правой части 
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 SprFrVr dWdWd
td

d

S
S

WW

. (2.7) 

Для этого случая можно получить уравнение момента количества движения 

в дифференциальной форме для ньютонианской среды, если преобразовать по-

следний интеграл с помощью теоремы Остроградского-Гаусса (понимая под V 

в формуле (1.15) r pS) 

.Wd
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W
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S
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Подынтегральное выражение правой части преобразуется следующим образом 

,
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так как r = xi + yj + zk. А так как p1 = p11i + p21j + p31k, p2 = p12i + p22j + p32k, p3 = 

p13i + p23j + p33k то: 

i  p1 + j  p2 + k  p3 = i  jp21 + i  kp31 + j  ip12 + j  kp32 + k  ip13+ k  jp23 = 

= i(p32 – p23) + j(p13 – p31) + k(p21 – p12), 

учитывая, что i  i = j  j = k  k = 0. Таким образом, из (2.7) получаем 

W
122131132332

321

W

WdppppppWd
zyx

1

td

d
kji

ppp
F

V
r  

или, в силу (2.4), уравнение момента количества движения в дифференциаль-

ной форме 

 i(p32 – p23) + j(p13 – p31) + k(p21 – p12) = 0. (2.8) 

Т.е. уравнение момента количества движения в классическом случае сво-

дится к условию симметричности тензора напряжений 

p32 = p23, p13 = p31, p21 = p12. 

Однако, несмотря на три дополнительных уравнения (являющиеся след-

ствием закона сохранения момента количества движения), полученная система 

уравнений движения сплошной среды остается незамкнутой. Дополнительные 

соотношения могут дать модели конкретной среды, рассматриваемые в 2.3. 

 

2.3. Виды сплошной среды 

 

Раздел механики, посвященный построению моделей сплошной среды, 

называется реологией. Она основывается на экспериментальном изучении 

свойств сред и, как нетрудно видеть из перечня неизвестных в п.2.2, имеет це-

лью определить дополнительные соотношения для компонент тензора внутрен-

них напряжений P. 
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Экспериментальные данные показывают, что большинство сред обладает 

специфическим свойством: отсутствием или малостью касательных напряже-

ний pS , т.е. вектор pS можно считать перпендикулярным любой площадке вза-

имодействия dS и совпадающим с нормальным напряжением pSn (рис. 8). Сре-

ду, обладающую таким свойством, называют идеальной жидкостью или иде-

альным газом. 

Указанное свойство для любой площадки с нормалью n можно выразить со-

отношением, вытекающим из (2.1) 

pSn = p1i = p2j = p3k = –p, 

где –p – общее значение скалярных произведений. Величину p называют давле-

нием. Его особенность заключается в независимости от рассматриваемого 

направления взаимодействия частиц (следствием этого является закон Паска-

ля). При p > 0 среда, как показывает опыт, находится в сжатом состоянии, по-

этому и использован знак минус. Таким образом, матрица компонент тензора 

внутренних напряжений в идеальной жидкости (газе) имеет вид 

 

p00

0p0

00p

 (2.9) 

и целиком определяется скаляром p. 

Понятно, что идеальная жидкость не единственно возможная модель 

сплошной среды, позволяющая определить компоненты тензора внутренних 

напряжений. Можно, например, рассматривать компоненты тензора внутренних 

напряжений как функции компонент тензора деформации 

 pij = f( ). (2.10) 

Такая среда в общем случае называется упругой (упруго-пластической). В част-

ном случае линейности f (без свободных членов) это соотношение приобретает 

вид обобщенного закона Гука 

 
ijij

Ap . (2.11) 

Изучением таких сред, которые описываются компонентами тензора Aij , 

занимается теория упругости и пластичности. 

Особое место в механике сплошной среды занимает модель вязкой жидко-

сти (вязкого газа), предполагающая связь тензора внутренних напряжений с 

тензором скоростей деформации 

 pij = f(e ).  (2.12) 

В частном случае линейности связь представляется в виде закона Навье-

Стокса (или обобщенного закона вязкости Ньютона) 

 eB2+pp
ijijij
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где ij – элементы единичной матрицы (с единицами на главной диагонали и 

нулями на всех остальных местах), а тензорный коэффициент линейности Bij , 

содержащий 81 компоненту, описывает свойства вязкой жидкости. 

Тесно связаны с тензорами Aij  и Bij  понятия изотропии и анизотропии. 

Если свойства среды в разных направлениях одинаковы, то она называется 

изотропной, в противном случае – анизотропной. В изотропной среде указан-

ные тензоры симметричны и не зависят от выбора системы координат. Можно 

показать [1], что в этом случае все компоненты тензоров Aij  и Bij  выражают-

ся всего лишь через два независимых параметра ( 1 и 1 для Aij  и  и  для 

Bij ), называемых коэффициентами Ламе.  

В итоге закон Гука для изотропной упругой среды приобретет вид 

 
ji1ij3322111ij

2)(p , (2.14) 

а закон Навье-Стокса для вязкой изотропной жидкости (газа) 

 e2divpp
jiijijij

V . (2.15) 

В теории упругости принято рассматривать следующие характеристики ма-

териалов, связанные с коэффициентами Ламе: 

модуль Юнга 
11

11
1

23
E , 

характеризующий сопротивление материала сжатию или растяжению, 

и коэффициент Пуассона 
)(2

11

1 , 

показывающий во сколько раз уменьшается поперечное сечение образца из 

данного материала при его растяжении. Размерность 1 и 1  в СИ – [Н/м
2
]. 

В теории вязкой жидкости (вязкого газа)  называется коэффициентом 

внутреннего трения или динамическим коэффициентом вязкости. Последнее 

слагаемое в правой части (2.15) задает компоненты тензора вязких напряжений 

ij, т.е. силы внутреннего трения (касательного напряжения, вязкости,  рис. 8 в 

п.2.1). Используются также такие характеристики среды, как  – кинема-

тический коэффициент вязкости (коэффициент линейной вязкости) и 
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3

2
 – второй коэффициент вязкости (коэффициент объемной вязко-

сти). Размерность ,  и  в СИ – [Н с/м
2
], а  – [м

2
/с]. 

Нетрудно видеть, что упомянутые модели для идеальной и вязкой среды 

вводят еще одну неизвестную, которой не было в уравнениях движения – дав-

ление p. Т.е. для замыкания системы уравнений движения жидкости и газа ока-

зывается необходимым еще одно скалярное соотношение. В этом качестве чаще 

всего применяются уравнения, представляющие различные гипотезы связи 

плотности с давлением  

  = (p). (2.16) 

Жидкость и газ в этом случае называются баротропными. Заметим, что в тео-

рии упругости и пластичности нет места для давления, распространяющегося 

во всей толще среды, поэтому система уравнений движения (деформации) 

твердого тела не требует для своего замыкания уравнения баротропии. 

Некоторые виды баротропии перечислены ниже. 

1. (p) = const – случай несжимаемой жидкости или 0
td

d
. 

2. (p) = Cp, где C – постоянная, – случай изотермического процесса. 

3. (p) = 
n/1Cp , где C и n – постоянные, – случай политропного процесса, n 

называется показателем политропы. 

4. (p) = 
RT

p
 – уравнение Клапейрона-Менделеева для совершенного газа, 

где 
градкмоль

Дж
1031432,8R 3  – универсальная газовая постоянная; 

кмоль

кг
 – масса вещества в кг, численно равная молекулярному весу; T – аб-

солютная температура, которую необходимо задавать еще одним дополнитель-

ным соотношением. Для воздуха молекулярный вес принимается равным 28,95 

и удельная газовая постоянная 
градкг

Дж
05,287

R
=B , тогда уравнение баро-

тропы можно записать в виде 
BT

p
)p( . 

Сплошной средой, в которой температура не одинакова и может изменяться, 

занимается термодинамика, которую тоже можно рассматривать как часть ме-

ханики сплошной среды. При таком подходе наиболее общее описание механи-

ки и термодинамики сплошной среды будет содержать следующие уравнения, 

записываемые в зависимости от рассматриваемой задачи в интегральной или в 

дифференциальной форме (как, например, уравнение количества движения ко-

нечного объема сплошной среды (2.3) или дифференциальное уравнение дви-

жения сплошной среды (2.4) соответственно): 
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– уравнение неразрывности (закон сохранения массы); 

– уравнение импульсов (закон сохранения количества движения); 

– уравнение закона сохранения моментов количества движения; 

– уравнение закона сохранения энергии; 

– уравнение энтропии (второй закон термодинамики). 

 

 

 

3. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЖИДКОСТИ И ГАЗА 

 

Исторически так сложилось, что теория, описывающая движение жидкости 

и газа, развивалась как одна наука, а теория, описывающая состояние деформи-

рованного твердого тела, как другая. Это можно понять, так как особенность 

газов и жидкостей заключается в том, что отдельные их частицы движутся не 

только относительно друг друга, но и все вместе, и именно описание их пере-

мещения (1.3) является целью теории. Поэтому в дальнейшем мы не будем де-

лать принципиального различия между жидкостью и газом, используя и то и 

другое понятие. Целью же теории упругости и пластичности является опреде-

ление взаимного смещения частиц друг относительно друга – деформации (1.3) 

твердого тела, а скорость перемещения не играет существенной роли. 

 

3.1. Уравнения Навье-Стокса 

 

Рассмотрим наиболее общий случай жидких и газообразных тел, встречаю-

щихся на Земле, изотропную вязкую сжимаемую жидкость. Для описания ее 

движения выразим компоненты тензора внутренних напряжений pij в основном 

дифференциальном уравнении движения сплошной среды (2.5) с помощью со-

ответствующей модели (2.15). Так, последние слагаемые в уравнении по оси x 

примут вид: 

.
z

e
2

y

e
2

x

e
2

x

div

x

p

z

p

y

p

x

p 131211131211 V
 

Подставляя сюда выражения компонент тензора скоростей деформации из 

(1.6), получим с использованием оператора Лапласа (1.26) выражение: 
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V
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x

2
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x
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VVV

V
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В итоге, после деления на  и раскрытия полной производной по времени 

(1.16), получаем из (2.5) систему дифференциальных уравнений движения изо-

тропной вязкой сжимаемой жидкости: 
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  (3.1) 

или в векторном виде: 

 VVgradgradF
V

divp
1

td

d
, (3.2) 

называемых уравнениями Навье-Стокса. 

Эти уравнения вместе с уравнением неразрывности (1.21) составляют прин-

ципиально разрешимую относительно V и p систему уравнений, если заданы F, 

,  и . Однако ее решение в аналитическом виде для произвольного случая 

невозможно. Численное решение для обтекания реального крыла самолета бы-

ло впервые получено только в конце 60-х годов XX века, благодаря появлению 

мощных вычислительных машин. Но и до сих пор такое решение представляет 

собой сложную задачу вычислительной математики. 

Поскольку уравнения (3.1), (3.2) описывают движение классической жидко-

сти и газа в случае наиболее общей их модели, то их исследование позволяет 

построить практически всю гидрогазодинамику (гидродинамику, аэродинами-

ку, газодинамику). 

 

3.2. Уравнения движения вязкой несжимаемой изотропной среды 

 

Поскольку большинство известных жидкостей (не газов) являются практи-

чески несжимаемыми, постольку описание их движения представляет особый 

интерес. Из уравнений Навье-Стокса (3.1) или (3.2) легко получить уравнения 

движения вязкой несжимаемой изотропной жидкости. Для этого достаточно 

использовать уравнение неразрывности в форме уравнения несжимаемости 

(1.23): divV = 0, благодаря чему выпадает предпоследнее слагаемое, содержа-

щее : 

 VF
V

pgrad
1

td

d
, (3.3) 

или в координатной форме: 
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 (3.4) 
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Модель вязкой несжимаемой жидкости можно представить в виде: 

 e2pp
jiijij

, (3.5) 

вытекающем из закона Навье-Стокса (2.15) в силу (1.23), т.е. для несжимаемой 

жидкости понятие второго коэффициента вязкости теряет смысл. Но зато от-

крывается смысл именно второго коэффициента вязкости  – коэффициента 

объемной вязкости – сопротивление изменению объема. 

3.3. Уравнения движения идеальной среды 

 

Из сравнения выражений (2.9) и (2.13) следует, что идеальные жидкость и 

газ характеризуются как невязкие. Это же вытекает и из физической сущности 

вектора внутренних напряжений pS при отсутствии касательных составляющих 

напряжения (см. 2.1). Приведенные рассуждения позволяют очень просто полу-

чить уравнения движения идеальной жидкости из уравнений Навье-Стокса – 

достаточно опустить в них слагаемые с коэффициентами вязкости  и : 

 pgrad
1

td

d
F

V
, (3.6) 

или в координатной форме: 
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 (3.7) 

Эти уравнения называются уравнениями Эйлера. 

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в справедливости равен-

ства: 

rotVVV
VV 2grad

2

1

ttd

d
, 

что позволяет записать уравнения Эйлера в форме Громеки-Лемба: 

 pgrad
1

grad
2

1

t

2
FrotVVV

V
. (3.8) 

Составим полную систему уравнений движения идеальной жидкости в слу-

чае ее несжимаемости. В нее войдут уравнения Эйлера, и уравнение нераз-

рывности. Однако уравнение неразрывности для случая несжимаемости (посто-

янства ) распадается на два независимых уравнения: (1.23) и 0
td

d
. Таким 

образом для определения полей вектора скорости V(x, y, z, t) и давления 

p(x, y, z, t) при заданных полях вектора внешних сил F(x, y, z, t) и независящей 

от времени плотности (x, y, z) служит замкнутая система уравнений: 
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.0
td

d
0,=div

,pgrad
1

td

d

V

F
V

 (3.9) 

Заметим, что последнее уравнение служит лишь для того, чтобы задать незави-

симость плотности от времени. 

Если жидкость однородна, т.е. плотность одинакова не только во времени, 

но и в разных точках пространства:  = const, то замкнутая полная система 

уравнений движения идеальной однородной несжимаемой жидкости состоит 

из двух первых уравнений (3.9). 

Однако даже для однородной идеальной несжимаемой жидкости в общем 

случае аналитическое решение полной системы уравнений по-прежнему невоз-

можно. Только введение дополнительных предположений позволит получить 

аналитическое решение, которое можно будет физически интерпретировать. 

 

3.4. Интеграл Бернулли 

 

Рассмотрим такие предположения для идеальной жидкости. Наличие в 

уравнении Эйлера в форме Громеки-Лемба нескольких операторов grad натал-

кивает на мысль о возможности внесения под него и других членов при опреде-

ленных условиях. 

Случай А. Установившееся движение идеальной жидкости в поле по-

тенциальных внешних сил. 

Предположение 1. Движение установившееся: .0
t

V
 

Предположение 2. Внешние массовые силы допускают потенциал U, т.е. 

F = grad U. 

При этих предположениях рассмотрим проекцию уравнения Эйлера в форме 

Громеки-Лемба на произвольную линию L с текущим направлением l: 

l

2

l

U

l

p1

2l
rotVV

V
. 

Вдоль линии L можно ввести функцию давления 

l

P

l

p1
лии,

L,p

pd
L,pP , 

определенную только на данной линии, тогда предыдущее уравнение приобре-

тает удобный для анализа вид: 

l

2

UL,pP
2l

rotVV
V

. 



 34 

Правая часть этого уравнения безусловно обращается в нуль, если линия L в 

каждой своей точке имеет направление l, совпадающее с V или rot V. Такими 

линиями служат: в первом случае линии тока, совпадающие при установив-

шемся движении с траекториями частиц (см. 1.4), а во втором случае вихревые 

линии. Этот факт позволяет получить первый интеграл уравнений установив-

шегося движения идеальной жидкости в поле потенциальных внешних сил 

вдоль линии тока или вихревой линии: 

 LconstUL,pP
2

2
V

, (3.10) 

называемый интегралом Бернулли. 

Постоянную в правой части уравнения (3.10) достаточно определить в од-

ной точке линии тока (или вихревой линии) по значению левой части. Если 

кроме этого на выбранной линии (тока или вихревой) известна функция давле-

ния P(p), то по скорости и внешним силам можно однозначно определить дав-

ление в любой точке этой линии. Интеграл Бернулли имеет фундаментальное 

значение в теории идеальной жидкости и идеального газа, является основным 

уравнением в гидравлике и пневматике, поэтому иногда называется законом 

Бернулли. 

Заметим, что в частном случае потенциального (безвихревого) движения 

V rotV = 0 во всей области потенциальности, и интеграл Бернулли справедлив 

для всей этой области, а не только вдоль линий тока или вихревых линий, и 

называется интегралом Бернулли-Эйлера. 

В другом частном случае – несжимаемой жидкости интеграл Бернулли или 

интеграл Бернулли-Эйлера принимает вид: 

 
2

U+const
p 2

V
, (3.11) 

а еще и при отсутствии внешних массовых сил: 

 
2

+ppconst
2

0

V
. (3.12) 

Немаловажное прикладное значение имеет вид интеграла Бернулли и в дру-

гих частных случаях баротропной жидкости (см. 2.3). Так, для изотермическо-

го течения газа, при котором  = (p) = Cp и внешними массовыми силами 

можно пренебречь, функция давления pln
C

1

L,p

pd
L,pP  и интеграл Бер-

нулли приобретает вид: 

Lconstpln
C

1

2

2
V

. 

Для политропного течения газа  = (p) = Cp
1/n

 нетрудно получить 

p

1n

n

L,p

pd
L,pP . Тогда в отсутствии внешних массовых сил можно за-

писать интеграл Бернулли в виде: 
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p

1n

n

2

2
V

 

В случае отсутствия притока тепла извне течение называется адиабатиче-

ским, показатель политропы для совершенного газа вырождается в показатель 

адиабаты , а интеграл Бернулли для адиабатического течения сжимаемого 

совершенного газа в отсутствии внешних массовых сил принимает вид:  

 .Lconst
p

12

2
V

 (3.13) 

Уравнения (3.12) и (3.13) обычно (в прикладных науках: гидравлике и аэро-

динамике) называются уравнениями Бернулли, соответственно, для несжимае-

мой и сжимаемой сред. 

Случай Б. Потенциальное движение идеальной баротропной жидкости. 

Предположение 1. Движение потенциальное, тогда rotV = 0 и можно вве-

сти потенциал скоростей  так, что V = grad  (см. 1.6). 

Предположение 2. Жидкость баротропная, тогда  = Ф(p) (см. 2.3) и можно 

ввести потенциал давления для всего пространства, занятого жидкостью: 

Pp
1

т.е.,
pd

pP gradgrad . 

При этих предположениях уравнение Эйлера в форме Громеки-Лемба при-

обретает вид 

F
V

grad P
2t

2

, 

позволяющий сделать два вывода: 

а) так как в левой части этого уравнения находится градиент некоторой по-

тенциальной функции, то в правой части должно быть так же, т.е. массовые си-

лы должны обладать потенциалом U, так что F = grad U (т.е. для потенциаль-

ного движения идеальной жидкости условия потенциальности внешних сил и 

условие баротропности среды эквивалентны); 

б) учитывая предыдущий вывод и перенеся все слагаемые в левую часть 

уравнения, можно утверждать, что существует некоторая потенциальная функ-

ция – первый интеграл дифференциального уравнения Эйлера: 

 tfUP
2t

2
V

, (3.14) 

где f(t) – некоторая произвольная функция времени. Это выражение выполняет-

ся во всех точках области потенциального движения идеальной баротроп-

ной жидкости и называется интегралом Коши-Лагранжа. 

Неизвестную функцию f(t) можно найти по изменению значения левой ча-

сти (3.14) в какой-то одной точке пространства. Так, в частности, можно найти 

распределение давления по поверхности тела в жидкости по известным потен-

циалам  и U. 
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В частном случае установившегося потенциального движения идеальной 

баротропной жидкости интеграл Коши-Лагранжа приобретает вид: 

constUP
2

2
V

 

– интеграла Бернулли-Эйлера, в котором const одна для всей массы баротроп-

ной жидкости, в которой потенциал давления зависит только от давления. 

Рассмотрим интеграл Бернулли для несжимаемой жидкости в поле силы 

тяжести, действующей по оси z, (U = gz): 

 
A

A

2

A
2

gz
p

2
gz

p

2

VV
, (3.15) 

где g – ускорение силы тяжести, правая часть вычислена для определенной точ-

ки A выбранной линии тока, а левая – для произвольной ее точки. Разрешив это 

уравнение относительно давления в точке на линии тока: 

 
22

zzgpp
22

A
AA

VV
, (3.16) 

можно заметить, что оно распадается на две части различной физической при-

роды. Выражение pA + g(zA – z) не зависит от движения и определяется лишь 

глубиной погружения точки относительно исходной – оно называется гидро-

статическим (аэростатическим) давлением. Напротив, выражение 

22

22

A VV
 определяется только скоростью и называется динамическим давле-

нием. 

Предположим, что линия тока расположена в горизонтальной плоскости 

(z = zA) или сила тяжести пренебрежимо мала. Тогда второе слагаемое в правой 

части выражения для давления пропадает и в критической точке линии тока 

(где V = 0, см. 1.4) 

2
ppp

2

A
10

V
 

давление максимально, его называют полным давлением и обозначают p0. В 

любой другой точке линии тока давление будет меньше полного на величину 

2

2
V

, называемую скоростным напором. Разность между полным давлением и 

скоростным напором называется статическим давлением или просто давлени-

ем, оно и обозначалось через p. 

Проведенный анализ ин-

теграла Бернулли позволяет 

построить некоторые прак-

тические приложения, как 

для жидкости, так и для газа. 

Трубка Пито-Прандтля 

(рис. 11) представляет собой 

 

Рис. 11. 

манометр 

 h 
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тонкий прибор, состоящий из двух трубок, соединенных с манометром. Другой 

конец 1 одной из трубок вводится в поток прямо навстречу ему – в этой точке 

скорость равна нулю, а давление – полному. Отверстие 2 другой трубки распо-

ложено в боковой части прибора так, чтобы потока жидкости в него не было, и 

линии тока проходили бы мимо него, не искажаясь. В этой точке скорость те-

чения и статическое давление с небольшой погрешностью, вносимой присут-

ствием трубки, соответствуют скорости и давлению в этой точке течения в от-

сутствии прибора. Таким образом, манометр покажет разность между полным и 

статическим давлением, т.е. величину скоростного напора. Если известна плот-

ность жидкости, то можно вычислить скорость потока. Трубка Пито-Прандтля 

под названием приемника воздушного давления получила широкое применение 

в авиации для измерения скорости полета. 

При безотрывном течении несжимаемой жидкости по горизонтальной (в 

поле сил тяжести) трубке переменного сечения можно применить интеграл 

Бернулли для z = zA в виде: 

const
2

p 2
V

. 

В силу несжимаемости и неразрывности объемный 

расход жидкости через каждое сечение, в котором 

скорость можно считать постоянной, неизменен: 

VS = const. Таким образом, в минимальном сечении 

трубки скорость максимальна, а давление минималь-

но. Этот эффект используется в струйных насосах 

(рис. 12), когда в минимальном сечении Smin трубки I 

создается давление меньшее, чем давление в опусто-

шаемом сосуде II. 

 

3.5. Взаимодействие жидкостей и газов с обтекаемыми телами 

 

Основная задача теории жидкости и газа – определение их механического 

взаимодействия с соприкасающимися телами. Для выявления общих свойств 

такого взаимодействия рассмотрим установившееся поступательное движе-

ние произвольной сплошной среды. 

Выберем некоторый объем W таким 

образом, чтобы в нем сохранялось 

общее количество массы жидкости. 

Для этого достаточно ограничить его 

поверхностью S, состоящей из боко-

вой поверхности трубки тока 0, ее 

торцевых поверхностей на входе S1 и 

выходе S2 и поверхности 1 обтекае-

мого тела, расположенного внутри 

трубки тока (рис. 13). 

 

Рис. 12. 

Smin I 

II 

 p1, 1 

p1, 1 

n 

S1 

S2 

V1 

V2 

1 
0 

 
Рис. 13. 

p2, 2 
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В этом случае справедливы уравнение неразрывности (1.22) и уравнение 

количества движения конечного объема сплошной среды (2.3).  

В силу стационарности движения уравнение неразрывности, проинтегриро-

ванное по поверхности S, даст уравнение сохранения массы в виде условия ра-

венства входящей в трубку тока жидкости и выходящей из нее: 

 0SdVSdVSdVd
n

S
n

SS
n

S 21

SV , (3.17) 

в котором учтено условие (Vn = 0) непротекания жидкости через боковую по-

верхность трубки тока 0 и поверхность тела 1. 

Преобразуем левую часть уравнения (1.22) с помощью первого из равенств 

(1.17) и теоремы Остроградского-Гаусса (1.15) с учетом движения: 

SdVdWddivWd
td

d

S
n

SW W

VSVVVVV , 

тогда уравнение количества движения примет вид: 

SWS
n

dWdSdV
S

SpFV . 

Обозначим в этом уравнении часть последнего интеграла через –R0: 

10

S
d

0
SpR , 

что представляет собой главный вектор поверхностных сил, действующих на 

жидкость со стороны тела и боковых границ трубки тока. Соответственно R0 – 

главный вектор поверхностных сил, действующих на тело и боковые границы 

трубки тока со стороны жидкости или газа. 

Введем несколько предположений, упрощающих дальнейшие рассуждения. 

1. Внешних массовых сил нет. Тогда из условия непротекания жидкости 

через 0 и 1 следует: 

 

2121 SS
S

S
n

S
n0

dSdVSdV SpVVR . (3.18) 

2. Жидкость идеальна. Тогда в сечениях S1 и S2 напряжения pS сводятся к 

давлениям –p1 и –p2. 

3. Жидкость несжимаемая. Тогда в сечениях S1 и S2, плотность 1 = 2, и 

справедлив интеграл Бернулли в виде (3.12). 

4. Поверхности S1 и S2 расположены настолько далеко от  обтекаемого тела, 

что первоначально однородный поступательный поток на S1 выравнивает-

ся на S2 и на них плотности 1 и 2, давления p1 и p2 и модули скорости V1 и V2 

постоянны, а скорости нормальны к ним. Тогда из (3.17) и (3.18) с учетом 

направления внешних нормалей следует: 

222111
SVSV , 

2

2

2221

2

1110
SVpSVpR , 

а в интеграле Бернулли (2.25) можно использовать одну и ту же постоянную p0 

для всех линий тока: 
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2

V
pp

2

0 . 

5. Поверхности S1 = S2, т.е. за телом в жидкости нет полостей, распростра-

няющихся в бесконечность. Тогда из предыдущих соотношений следует: 

V1 = V2, V1 = V2, p1 = p2 и, следовательно, R0 = 0. 

Устремим поперечный размер трубки тока к бесконечности. Если других 

обтекаемых тел нет, то на бесконечном удалении от обтекаемого тела поток не-

возмущен и его линии тока представляют собой прямые линии. Поэтому форма 

боковой поверхности 0 стремится к цилиндрической. Но тогда часть силы R0, 

действующая на 0, направлена перпендикулярно образующим трубки тока и, 

следовательно, скорости течения жидкости. Так как вся R0 = 0, то и другая 

часть силы R0, действующая на обтекаемое тело, должна быть перпендику-

лярна скорости. Таким образом, в продольном направлении сила воздействия 

потока на тело равна нулю, т.е. сопротивление равно нулю. 

Этот вывод, противоречащий человеческому опыту, называется парадоксом 

Даламбера-Эйлера. Причина его во введенных предположениях, каждое из ко-

торых в реальных средах невыполнимо. Этот пример ярко показывает, что с 

предположениями, упрощающими постановку задачи, необходимо обращаться 

очень осторожно. 

В реальных средах сопротивление движению тела всегда существует. Глав-

ный вектор воздействия среды на тело: 

 

1

S
SdpR  (3.19) 

всегда ненулевой и направлен, в общем случае, под углом к скорости в проти-

воположную движению сторону. Только в случае строго симметричного обте-

кания симметричного тела этот вектор прямо противоположен вектору скоро-

сти. Поэтому парадокс Даламбера-Эйлера для шара вообще отрицает наличие 

какой бы то ни было силы взаимодействия со средой. 

 

3.6. Постановка задач в теории жидкости и газа 

 

Таким образом, необходимо уметь вычислять главный вектор (а также глав-

ный момент) воздействия среды на тело. Формула (3.19) дает возможность вы-

числить главный вектор по известному распределению поверхностных сил. В 

свою очередь, распределение поверхностных сил может быть найдено в резуль-

тате решения основного уравнения движения сплошной среды (2.4) или (2.5) 

совместно с уравнением неразрывности (1.21) – для непрерывного обтекания. 

Рассмотрим подробнее, какие дополнительные соотношения и условия необхо-

димо использовать для возможности решения этих дифференциальных уравне-

ний с частными производными первого порядка. 

Одним из аргументов производных в этих уравнениях является время. По-

этому необходимо задать начальные условия: значения всех параметров среды в 
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начальный момент, от которого можно производить отсчет времени. Начальные 

условия имеют вид функций, заданных во всех точках описываемой области. 

Наличие производных по пространственным координатам требует знания 

граничных условий: значения всех параметров среды на ее границе (на стенках 

сосуда, на свободной поверхности, на поверхности обтекаемых тел). Коррект-

ность задания граничных условий определяется математическими требования-

ми [4] и здесь не рассматривается. В случае неустановившегося движения гра-

ничные условия имеют вид функций не только от координат граничных точек, 

но и от времени. 

В качестве граничных условий в зависимости от постановки конкретной за-

дачи могут быть использованы следующие: 

– условия прилипания:  

 Vсреды = Vграницы, (3.20) 

которые постулируют равенство векторов скоростей движения границ среды 

(свободных поверхностей и поверхностей тел) и частиц среды, попавших на 

них; 

– условия непроникания: 

 Vn среды = Vn границы, (3.21) 

которые постулируют отсутствие движения частиц среды через границу, 

например, твердого тела, при этом движение вдоль поверхности (для идеальной 

жидкости) может присутствовать; 

– условия на свободной поверхности в общем случае задаются в виде рас-

пределения поверхностных сил: 

pS = f(x, y, z, t)|границы, 

имеющих как нормальные, так и касательные составляющие; в некоторых слу-

чаях (например, для идеальных жидкостей) эти условия сводятся к простейше-

му условию, наложенному на давление: p = p0. 

Особой разновидностью граничных условий являются условия в бесконеч-

ности, если среда простирается до бесконечности. Чаще всего в роли таких 

условий выступают нулевые (или заданные) значения скорости и заданное зна-

чение давления, как пределы соответствующих характеристик среды. 

Если система уравнений (2.4), (1.21) замкнута с помощью одной из моделей 

сплошной среды (см. 2.3), то начальных и корректных граничных условий до-

статочно для математической постановки задачи динамики жидкости и газа. 

Т.е. такая задача в принципе разрешима. Но даже для современных компьюте-

ров она требует разработки весьма сложных методов вычислительной матема-

тики. Поэтому большое значение имеют упрощения постановки задач, осно-

ванные на особенностях рассматриваемых движений, позволяющих уменьшить 

количество неизвестных. 

Установившееся движение (см. 1.4) позволяет исключить зависимость па-

раметров движения от времени и отказаться от начальных условий. 

Плоскопараллельным движением называется такое движение, в котором 

можно ввести систему декартовых координат, одна из которых оказывается не-
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существенной. Обычно в таком случае существенные координаты обозначают x 

и y. Картину такого движения можно изобразить на плоскости, что очень важно 

для понимания сути многих процессов в теории жидкости и газа. 

Если движение можно описать с помощью цилиндрической системы коор-

динат, в которой полярный угол несущественен, то оно носит название осесим-

метрического движения. 

В некоторых задачах существенной остается только одна координата, в об-

щем случае криволинейная. Такое движение называется одномерным. Если та-

кое движение еще и установившееся, то единственная производная становится 

обыкновенной, что существенно облегчает решение. 

Автомодельным движением называется такое движение, которое может 

быть описано тремя существенными независимыми аргументами: 

t

z
,

t

y
,

t

x
, 

вместо четырех координат x, y, z, t, здесь  – некоторая постоянная. Автомо-

дельные одномерные неустановившиеся движения позволяют обойтись одной 

независимой переменной вида  = x/t  и использовать обыкновенные диффе-

ренциальные уравнения. 

Уравнения механики сплошной среды являются нелинейными дифференци-

альными уравнениями. С одной стороны, нелинейность привносит в решение 

задач значительные математические трудности. С другой стороны, она связана 

с особыми физическими эффектами. Однако ряд задач можно поставить таким 

образом, чтобы они решались как линейные. В некоторых случаях это позволя-

ет на основе теории линейных дифференциальных уравнений получить даже 

аналитическое решение. 

Для упрощения задач в этом направлении применяются два приема: прин-

цип малых возмущений и линеаризация. Принцип малых возмущений предпола-

гает возможность рассматривать движение, как состоящее из двух (а иногда и 

более) налагаемых друг на друга движений. Например, малые отклонения от 

установившегося поступательного движения или малые возмущения в покоя-

щейся среде. В общем случае для этого достаточно, чтобы на определенной 

стадии можно было бы записать параметры общего движения в виде суммы: 

s = s0 + s  известной функции s0 и искомого малого добавка s . Подстановка та-

кой суммы в уравнения движения или в граничные условия позволяет произве-

сти линеаризацию – пренебрежение членами более высокого порядка малости, 

чем первый. Получающиеся в результате такой процедуры линейные задачи 

обладают замечательным свойством: их частные решения можно суммировать. 

Таким образом, используется принцип суперпозиции линейных решений. В не-

которых задачах можно проводить линеаризацию и суперпозицию в несколько 

последовательных приемов, отыскивая на каждом из них добавки (уточнения) 

все более высокого порядка. 

Но наиболее мощным методом теоретических и экспериментальных иссле-

дований в механике сплошной среды является теория подобия. Основу ее со-



 42 

ставляет -теорема (по названию греческой буквы "пи"). Она утверждает, что 

всякое физическое явление может быть описано определенным числом безраз-

мерных степенных комплексов (критериев подобия) вида: 

Cu...uu n21 m

n

m

2

m

1
, 

составленных из характерных размерных параметров ui этого явления. Здесь mi 

и C – безразмерные числа. Показатели степеней могут быть определены реше-

нием системы линейных алгебраических уравнений, исходя из соотношения 

размерностей, а C – из эксперимента. Таким образом, можно определить значе-

ния критериев подобия, характеризующих особенности течения среды, которые 

необходимо сохранять при построении подобных моделей исследуемых явле-

ний. Иначе говоря, теория размерности позволяет построить дополнительные 

соотношения между параметрами изучаемого явления, которые могут помочь 

замкнуть систему уравнений или заменить некоторые из уравнений более про-

стыми. 

Из основных физических параметров движения сплошной среды можно со-

ставить следующие критерии подобия. 

Число Маха: 

 
a

V
M , (3.22) 

характеризующее сжимаемость газа – чем больше M, тем сильнее проявляется 

сжимаемость. 

Число Рейнольдса: 

 
VlVl

Re , (3.23) 

где l – характерный линейный размер задачи, учитывает влияние вязкости сре-

ды – чем больше Re, тем слабее эффекты вязкости и тем ближе среда к идеаль-

ной. 

Число Струхаля: 

 
l

Vt
Sh , (3.24) 

где t – характерный интервал времени в задаче, является оценкой нестационар-

ности явления. 

Число Фруда: 

 
lg

V
Fr

2

, (3.25) 

характеризующее влияние силы тяжести. 

Число Эйлера: 

 
2V

p
Eu , (3.26) 

характеризующее влияние давления. 

Число Ньютона: 
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22lV

F
Ne , (3.27) 

характеризующее влияние внешних сил. 

Для некоторых задач может выявиться существенность и других критериев 

подобия. Однако и этот перечень достаточно велик. Если учесть, что в экспе-

риментах стремятся сохранить еще и геометрическое подобие по трем коорди-

натам, то становится ясно, что выдержать все критерии одновременно практи-

чески невозможно. Поэтому эксперименты никогда не носят единичный харак-

тер, а строятся с сохранением различного набора критериев подобия. 

 

3.7. Понятие о методах решения задач теории жидкости и газа 

 

 Многие фундаментальные выводы в теории жидкости и газа позволяет 

получить теория функций комплексного переменного [4]. Ее применение рас-

смотрим на примере изучения плоского установившегося безвихревого (по-

тенциального) движения несжимаемой однородной жидкости. 

Для такого движения уравнение неразрывности (1.23) принимает вид: 

0
y

V

x

V yx , или 
y

V

x

V yx . 

Уравнение линии тока (1.9) для плоского случая дает: 

yx
V

yd

V

xd
, или –Vydx + Vxdy = 0. 

Т.е. уравнение неразрывности служит для последнего уравнения условием 

существования полного дифференциала d  = 0 некоторой функции (x, y): 

 
x

V,
y

V
yx

. (3.28) 

Вдоль линии тока (x, y) = const, поэтому (x, y) называется функцией то-

ка. Заметим, что согласно (1.25) функция тока связана с потенциалом скорости 

безвихревого движения: 

 
xy

,
yx

. (3.29) 

Из дифференцирования первого из этих уравнений по y, а второго по x, сле-

дует, что функция тока удовлетворяет уравнению Лапласа  = 0, как и потен-

циал скорости. 

В теории функций комплексного переменного [4] уравнение (3.29) известно, 

как условие Коши-Римана для существования аналитической (имеющей произ-

водную) функции w(z) комплексного переменного z = x + iy  (где 1i  – 

мнимая единица): 

 w(z) = (x, y) + i (x, y), (3.30) 
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которая называется комплексным потенциалом скорости. Его производная 

определяется выражением: 

 
yx

iVV
y

i
xx

i
xdz

dw
, (3.31) 

откуда следует, что модуль производной комплексного потенциала скорости 

равен модулю скорости: 

V
2

y

2

x
VV

dz

dw
. 

Мы будем рассматривать комплексную скорость: 

 
dz

dw
iVViVV

yxyx
V , (3.32) 

где  – означает комплексно-сопряженную величину, отличающуюся знаком 

мнимой части (перед i). Нетрудно заметить, что: 

 
dz

dw

dz

dw
iVViVVVV

yxyx

2

y

2

x

2
VVV . (3.33) 

Рассмотрим несколько примеров комплексного потенциала скорости. 

1. w = Cz. Если C = C1 + iC2 и z = x + iy комплексные, 

то w = (C1 + iC2)(x + iy) = C1x – C2y + i(C2x + C1y) и линии 

тока опишутся уравнениями C2x + C1y = const, т.е. пря-

мыми. Нетрудно получить и величины компонент скоро-

сти: Vx = C1, Vy = – C2. Т.е. С = i

yx
e||iVV VV . Та-

ким образом, данный случай zw V  описывает равно-

мерное поступательное плоскопараллельное безвихревое 

движение несжимаемой жидкости (рис. 14). 

2. 
2

zln
qw , где q вещественное число. Любую ком-

плексную величину можно представить через модуль r и аргумент  в виде: z = 

r(cos  + isin ) = re
i

. Тогда выражение 

2

q
irln

2

q
iw  

дает возможность из условия  = const найти линии то-

ка:  = const, т.е. прямые лучи, исходящие из начала ко-

ординат. Так как с увеличением r при q > 0  растет, то 

по определению потенциала скорости (1.25) такое тече-

ние представляет собой источник (рис. 15), а при q < 0 

сток. Количество жидкости, протекающее через 

окружность радиуса r, определится с помощью модуля 

скорости 
r2

q

re2

q

z2

q

dz

dw
i

V  по формуле 

 

y 

x 

 
Рис. 14. 

 

y 

x 

 
Рис. 15. 
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q
r2

q
r2 , как независящая от r величина. Таким образом, q определяет рас-

ход источника или стока. 

3. zln
2

iГ
w , где Г вещественное число. В этом 

случае rln
2

iГ

2

Г
iw  и линии тока из усло-

вия  = const представляют собой окружности 

r = const. Если Г > 0, то движение по этим окружно-

стям осуществляется против часовой стрелки. Цирку-

ляция скорости по любой из таких замкнутых линий 

тока определится согласно (1.13) и (1.25): 

L

2

0L L L
yx

Гd
2

Г
dyd

y
xd

x
ydVxdVdrV , 

что позволяет считать коэффициент Г циркуляцией, а течение циркуляционным 

(круговым – рис. 16). В этом случае говорят, что в центре такого течения рас-

положен точечный вихрь. 

4. 
z

C
w , где C > 0 вещественное. В этом случае 

iyx
yx

C
sinicos

r

C
e

r

C
=w

22

i  и линии тока 

описываются уравнениями const
yx

Cy
22

, т.е. окруж-

ностями радиуса 
const2

C
, проходящими через начало коор-

динат. Такое течение называется диполем. Оно может быть 

представлено, как суперпозиция источника и стока, поме-

щенных на бесконечно малом расстоянии около начала 

координат (рис. 17). 

5.
z

CR
Czw

2

, где R и C > 0 вещественные. В си-

лу линейности уравнения Лапласа, которому удовле-

творяют и потенциал скорости, и функция тока, это те-

чение можно рассматривать, как суперпозицию посту-

пательного движения (пример 1) и диполя (пример 4) – 

обтекание диполя. Уточним вид этого течения. Так как 

комплексный потенциал y
yx

CR
ix

yx

CR
yCixCi+w

22

2

22

2

, то функ-

     

y 

x 

 
Рис. 16. 

 
Рис. 18. 

 

y 

x 

 

Рис. 17. 
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ция тока имеет вид: 
22

2

yx

R
1yC . Отсюда видно, что одна из линий то-

ка, а именно,  = 0, состоит из двух частей: координатной оси абсцисс y = 0 и 

окружности радиуса R с центром в начале координат x
2
 + y

2
 = R

2
 (рис. 18). Как 

известно, в потенциальном движении линии тока не пересекаются, поэтому 

другие линии тока  = const не могут пересечь рассмотренную. Это значит, что 

движение распадается на два изолированных течения: вне круга радиуса R и 

внутри. Так как 
2

2

yx
z

CR
CiVV

dz

dw
, то CV

zx
, 0V

zy . 

Обычно в этом случае используют обозначение V  = C. Т.е. из бесконечности в 

бесконечность жидкость движется поступательно вдоль оси х, набегая на круг 

радиуса R около центра координат. Круг можно заменить твердым телом, по-

этому данный пример интерпретируется как обтекание круглого цилиндра бес-

конечным потоком. На линии тока  = 0 частицы жидкости, выходя со скоро-

стью C из бесконечно удаленной точки x = – , y = 0, движутся строго по оси х 

с уменьшающейся скоростью. В левой особой точке x = – R, y = 0 на круге ско-

рость обращается в нуль, линия тока разветвляется на обтекающие круг сверху 

и снизу дуги. В правой особой точке x = R, y = 0 на круге скорость опять обра-

щается в нуль и дуги вновь сливаются в одну линию тока, на которой в беско-

нечно удаленной точке x = , y = 0 скорость достигает значения C. На окруж-

ности z = Re
i

 выполняется равенство Ryxz 22
 и модуль скорости: 

 

.y
R

C2
sin2C2cos12C2sin2cos1C

2sini2cos1Ce1C
dz

dw

22

2i

az

V

 (3.34) 

симметричен относительно и оси х, и оси y. Но тогда в идеальной жидкости в 

силу интеграла Бернулли при отсутствии внешних сил (3.12) симметрично и 

распределение давления. Это значит, что результирующая сила воздействия 

установившегося безвихревого (потенциального) потока идеальной не-

сжимаемой однородной жидкости на круг (цилиндр) равна нулю – еще один 

вид парадокса Даламбера-Эйлера. 

6. zln
2

iГ

z

CR
Czw

2

, где R, Г > 0 и C > 0 вещественные. Нетрудно ви-

деть, что это течение представляет  собой обтекание цилиндра радиуса R одно-

родным потоком со скоростью C в бесконечности (пример 5) с циркуляцией Г 

скорости по цилиндру (пример 4). Действительно, функция тока в этом случае 

принимает вид: 
22

22

2

yxln
2

Г

yx

R
1yC , допускающий среди ли-
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ний тока окружность радиуса R, на которой Rln
2

Г
. Из производной ком-

плексного потенциала  скорости 
z

1

2

iГ

z

CR
C

dz

dw
2

2

 найдем особые точки, в 

которых скорость обращается в нуль: 

22

2

2

1,2
CR4

4

Г

2

iГ

C2

1
z . 

Очевидно, что таких точек в общем случае две. В случае 
2

2
22

4

Г
CR4  оба 

корня мнимые и особые точки располагаются на мнимой оси. Одна из них 

находится внутри цилиндра, другая снаружи (рис. 19). В этом случае на по-

верхности цилиндра совершается чисто циркуляционное движение без точек 

торможения. В случае 
2

2
22

4

Г
CR4  оба корня комплексные и особые точки, в 

которых скорость обращается в нуль (точки торможения), располагаются на 

контуре цилиндра (рис. 20). В случае 
2

2
22

4

Г
CR4  корни совпадают, и един-

ственная особая точка, располагающаяся на мнимой оси на контуре цилиндра 

(рис. 21), совмещает в себе функции двух рассмотренных в предыдущем слу-

чае.  

 

y 

x 

  
 

y 

x 

 
Рис. 19. Рис. 20. Рис. 21. 

Из замечаний в примерах 3 и 5 о физическом смысле коэффициентов Г  и С 

следует, что рассмотренные на рис. 19 – 21 случаи соответствуют различным 

сочетаниям значений скорости набегающего потока С = V  и циркуляции Г. 

Сосредоточим свое внимание на случае рис. 20. Этот случай отличается от слу-

чая примера 5 (рис. 18) несимметрией обтекания цилиндра. Если при симмет-

ричном обтекании идеальной жидкостью кругового цилиндра "естественно" 

было ожидать нулевой силы воздействия со стороны среды, то для несиммет-

ричного остается надежда на другой результат. 

y 

x 
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Для отыскания силы воздействия по (3.19) плоского установившегося без-

вихревого (потенциального) потока идеальной несжимаемой однородной 

жидкости на цилиндр воспользуемся формулами (2.9) и (2.1) с учетом того, что 

роль поверхности тела играет окружность радиуса R, а вектор нормали к ней 

направлен внутрь: 

Rdsin;cospSdpSd
2

01

jinpR
n

. 

Выразив p из интеграла Бернулли без учета внешних массовых сил (3.12), 

будем иметь: 

Rdsin;cos
2

Rdsin;cosp
2

0

22

0
0

ji
V

jiR , 

где первый интеграл обращается в нуль в силу постоянства p0 вдоль обтекаемо-

го контура. Используя преобразования из (3.34), выразим сопряженную ком-

плексную скорость на границе тела: 

 

.cosisin
R2

Г
sinC2cosisin

R2

Г
cossin2isin2C

R

e

2

iГ
2sini2cos1C

dz

dw

2

i

az

V

(3.35) 

В этом выражении последняя скобка по модулю равна единице, поэтому, 

подставляя в полученную для силы R формулу выражение 
2

2

R2

Г
sinC2VVV , полученное из (3.33) и (3.35), и раскладывая R на 

координаты, имеем:  

 0dcosRsin
R

C
2

R4
sinC4

2
R

2

0
22

2
22

x , (3.36) 

так как все подынтегральные функции имеют вид sin
n

cos ). 

 .ГCdsinRsin
R

C
2

R4
sinC4

2
R

2

0
22

2
22

y  (3.37) 

где C = V  скорость набегающего потока в бесконечности, по направлению ко-

торой выбрана ось x. Таким образом, результирующая сила воздействия уста-

новившегося безвихревого (потенциального) потока идеальной несжимае-

мой однородной жидкости с циркуляцией на бесконечный цилиндр направ-

лена перпендикулярно скорости набегающего потока против направления 

циркуляции.  

Эта основная формула в аэродинамике носит название формулы 

Н.Е. Жуковского. Следует особо отметить, что эта формула не является допол-

нительной моделью или предположением, а доказана Жуковским в 1906 г., как 

теорема, исходя из указанной модели среды. В 1934 г. М.В. Келдыш и 

Ф.И. Франкль доказали эту теорему для сжимаемого газа при дозвуковых ско-



 49 

ростях, а в 1948 г. Л.И. Седов распространил ее и на сверхзвуковые неразрыв-

ные течения. Таким образом, сегодня можно дать такую формулировку теоре-

мы Жуковского: 

если круговой цилиндр обтекается под прямым углом к его оси 

установившимся, 

безвихревым, 

циркуляционным 

потоком  

идеального, 

баротропного 

газа,  

то на цилиндр действует сила, равная произведению плотности газа, 

скорости набегающего потока и циркуляции скорости. Направление этой 

силы определяется поворотом вектора скорости набегающего потока на 

прямой угол против направления циркуляции. 

В рассмотренном примере 6 циркуляция скорости (  > 0) направлена против 

часовой стрелки, т.е. по окружности круга течение в основном организовано 

против часовой стрелки. Это особенно очевидно из рис. 20, где течение по 

длинной нижней части линии тока, раздвоившейся после передней критической 

точки, должно быть быстрее, чем по верхней короткой. Это необходимо для со-

единения этих частей лини тока в задней критической точке. Таким образом, 

мы имеем полное право говорить о том, что течение в основном организовано 

против часовой стрелки. 

Но при меньшей скорости течения (сверху), согласно интегралу Бернулли, 

реализуется большее давление. Поэтому результирующая сила воздействия на 

цилиндр Ry направлена вниз при набегающем слева потоке, о чем свидетель-

ствует наличие множителя (–i) в формуле Жуковского. Если организовать цир-

куляцию по часовой стрелке (Г < 0), то Ry будет направлена вверх, и силу Жу-

ковского естественно будет назвать подъемной. Фундаментальный смысл тео-

ремы Н.Е. Жуковского заключается в том, что подъемная сила возникает толь-

ко за счет наличия циркуляции скорости. 

Для того же эффекта у несимметричных тел специально заботиться об этом 

не нужно: сама форма тела может создавать условия возникновения циркуля-

ции. Кроме того, наличие у реальных жидкостей и газов вязкости приводит к 

подобному эффекту при вращении круглого тела, когда небольшой слой возду-

ха или воды вокруг тела захватывается во вращение. Этот факт хорошо иллю-

стрируется известным из физики эффектом Магнуса, которым пользуются 

спортсмены: сильно закрученный при ударе мяч летит не по прямой, а по дуге 

из-за появляющейся силы Жуковского. 

Уравнение (3.36) дает еще одно подтверждение парадокса Эйлера-

Даламбера, являющееся следствием сделанных предположений. В реальных 

средах, конечно, сопротивление существует, но полученный результат свиде-

тельствует о возможности сделать его малым. Таким образом, главный век-
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тор воздействия среды на тело при реальном несимметричном обтекании всегда 

имеет две составляющие: вдоль скорости набегающего потока и поперек ее. 

Искусство прикладной аэродинамики состоит в том, чтобы управлять ими. 

Найдем выражение R = Rx – iRy при обтекании произвольного бесконеч-

ного цилиндра установившимся потоком несжимаемой идеальной жидко-

сти в отсутствии внешних массовых сил. Для этого заметим, что из (3.19) 

при векторе внутренней нормали  n = –{isin ; jcos } к контуру L цилиндра, об-

ходимого против часовой стрелки, следует:  

L

i

LL
yx

dlpeidl)sini(cospdlpiRR nR . 

Из e
–i

dl = (cos  – isin )dl = dlcos  – idlsin  = dx – idy = zd = e
–2i

dz получим: 

L

i2

L

i dzpeidlpeiR , 

а применение интеграла Бернулли (3.12) по замкнутому контуру приведет к: 

   

L

2

L

2

L

2i

L

i22

L

i2

0

yx

dz
dz

dw

2
idz

2
idze

2
idze

2
idzepi

iRR

VVV

R

 (3.38) 

где интеграл от постоянной p0 по обтекаемому замкнутому контуру равен нулю, 

а последнее равенство можно записать, если известен комплексный потенциал. 

Выражение (3.38) носит название формулы Блазиуса-Чаплыгина и позволяет 

вычислить силу воздействия потока идеальной жидкости на цилиндрическое 

тело, если известно распределение скорости на его поверхности. 

Однако есть методы, позволяющие без отыскания распределения скорости 

определить силу воздействия жидкости или газа на тело. Для этого по методу 

источников, диполей и вихрей (чаще называемому кратко методом вихрей [2]) 

предполагается, что течение вокруг тела потенциально. Ранее мы выяснили, что 

это возможно при плоском установившемся безвихревом движении несжимае-

мой однородной жидкости. Кроме того, предполагается, что тело можно заме-

нить системой источников, стоков, диполей и вихрей, расположенных внутри 

его контура, имеющих суммарный нулевой расход и обеспечивающих замкну-

тую линию тока, совпадающую с контуром тела. Такое разбиение пространства 

обеспечивает условие непроникания на контуре, т.е. те же граничные условия, 

что и при обтекании тела. В этом случае комплексный потенциал скорости 

представляет собой сумму слагаемых, содержащих логарифмическую или 

дробно-рациональную функцию (см. примеры 2 и 4), а комплексная скорость 

выражается только суммой рациональных дробей.  

 Метод конформных отображений [2, 4] позволяет использовать взаимно 

однозначное соответствие между внешностью произвольного плоского контура 

в комплексной плоскости z и внешностью круга в комплексной плоскости  в 

виде функций  = f(z) и z = f
–1

( ).  

В примере 6 был рассмотрен случай комплексного потенциала при обтека-

нии с циркуляцией круга радиуса R с центром в начале координат потоком па-
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раллельным оси X. Рассмотрим более сложный случай такого обтекания: пото-

ком под углом . Тогда суперпозиция примера 1, примера 4 (для диполя внутри 

круга радиуса R) и примера 3 дает комплексный потенциал в плоскости : 

ln
2

iГRe||
e||ln

2

iГR
w

2i
i-

2
V

V
V

V . 

Поэтому, подставив функцию  = f(z), можно получить выражение комплексно-

го потенциала для обтекания произвольного контура в плоскости z: 

zfln
2

iГ

zf

Re||
zfe||=zfln

2

iГ

zf

R
zf=zfwzw

2i
i-

2
V

V
V

V . 

Этот прием блестяще использовал Н.Е. Жуковский, заметив, что конформ-

ное преобразование 

 
1

2

1
=z   

отображает окружность единичного радиуса в плос-

кости  на отрезок вещественной оси в плоскости z. 

Он модернизировал это преобразование таким обра-

зом, чтобы получать дугообразный контур в плоско-

сти z с острой кромкой (рис. 22): 

 
2

i k

2

1
kez , (3.39) 

где k – масштабный коэффициент,  – угол изогнуто-

сти профиля. Выражение (3.39) получило название 

функции Жуковского, а такой контур (профиль Жуковского) стал использовать-

ся в качестве основы для построения профилей поперечного сечения авиацион-

ного крыла. 

Сопряженная (комплексная) скорость определяется производной 

d

dz
:

d

dw

dz

d

d

dw

dz

dw
iVV

yx
V , а последний делитель 

d

dz
 может обра-

щаться в ноль (это действительно на задней острой кромке). Во избежание этой 

математической особенности, не наблюдаемой в реальности, Н.Е. Жуковский 

предложил постулат о конечности скорости на задней кромке профиля. Для 

его соблюдения достаточно подобрать такое значение циркуляции скорости Г, 

чтобы и числитель 
d

dw
 тоже обращался в нуль. Из зависимости w( ) видно, что 

это всегда возможно единственным образом:  
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ii

2

2

VV

V
. (3.40) 

 
Рис. 22. 
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Таким образом, математика подтверждает, что в природе идеальной среды 

циркуляция скорости устанавливается "разумным" образом и обеспечивает по-

явление силы Жуковского – подъемной силы.  

 Для иллюстрации метода характеристик рассмотрим уравнения плос-

кого установившегося движения идеальной политропной жидкости без 

массовых сил. Вместо уравнений движения Эйлера (3.6) используем определе-

ние ротора скорости (1.11) для плоского случая: 

 
x

V

y

V yx . (3.41) 

Интеграл Коши-Лагранжа (3.14) с учетом модели политропного процесса 

 = Cp
1/n

 можно записать в виде: 

 const
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, (3.42) 

где введено обозначение 1nn2 nC
p

na . Уравнение неразрывности (1.21) в 

установившемся случае после несложных преобразований (деления на , заме-

ны ln( ) через a с учетом постоянства n и C, умножения на a
2
 и замены 

1n

a 2

 

через 
2
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x
 по (3.42)) получит вид: 
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Система уравнений (3.41), (3.43) относительно частных производных  ли-

нейная алгебраическая. Такая система в некоторых точках рассматриваемого 

двухмерного пространства может иметь неединственное решение. Допустим, 

что это не изолированные точки, а некоторые линии L: y = y(x), которые назо-

вем характеристиками. Вдоль этих линий: 
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что можно использовать для исключения 
x

V
x  и 

x

V
y
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Тогда условие неединственности решения этой системы сводится к равен-

ствам нулю ее определителей: 
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Из первого квадратного уравнения следуют дифференциальные уравнения 

для двух семейств характеристик: 

22

x

22

y

2

xyx

aV

aVVaVV
'y , 

которые существуют в вещественном пространстве только при 22

y

2

x
aVV . 

Эту скорость a назвали скоростью звука. Из второго уравнения, используя 

найденное y', можно получить линейные связи между 
x

V
x  и 

x

V
y

, действи-

тельные вдоль характеристик. Перейдя в этих связях от полных производных к 

дифференциалам, можно получить дополнительные соот-

ношения для приближенного вычисления конечных при-

ращений скорости Vx и Vy. Таким образом, если в каких-

то двух близких точках пространства (например, точки  на 

границе обтекаемого тела рис. 23) известны значения ско-

рости, то можно найти приближенное значение скорости в 

третьей точке ( ), находящейся на пересечении двух ха-

рактеристик различных семейств, проходящих через из-

вестные точки. Этот численный метод носит название ме-

тода характеристик. 

 Существуют и другие численные методы решения задач механики 

сплошной среды, в том числе и аэродинамики, использующие разбиение про-

странства на малые конечные фрагменты. Так, например, разностные методы 

решения дифференциальных уравнений с частными производными, применяе-

мые в механике сплошной среды под названием методов конечных разностей, 

основаны на приближенной замене производных соотношением конечных ма-

лых приращений. Преобразованные таким образом уравнения решаются, как 

алгебраические, и позволяют найти решение в виде табличных значений функ-

ций, заданных в сетке узловых точек, покрывающих все пространство среды.  

 В методах конечных элементов, в частности, в панельном методе, по-

верхность твердого тела, находящегося в жидкой или газообразной среде, заме-

няется мозаикой плоских пластин малого размера. Воздействие на каждую из 

таких пластин рассчитывается отдельно на основе других методов, но при этом 

 

 
Рис. 23. 
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учитывается их взаимное влияние (интерференция, подобная влиянию вихрей 

по формуле Био и Савара  раздел 1.6). 

 В методе дискретных вихрей и в методе дискретных особенностей вся 

область, занятая сплошной средой, разбивается на малые, но конечные участки 

– ячейки, в которых основные параметры среды считаются постоянными. В 

этом случае дифференциальные уравнения движения сплошной среды можно 

представить в виде системы алгебраических уравнений. В этой системе столько 

уравнений, сколько ячеек выбрано для разбиения, т.е. достаточно много. Со-

временные компьютеры могут в обозримое время решить подобные системы 

для сотен тысяч ячеек. В этих уравнениях, естественно, необходимо учитывать 

взаимодействие отдельных ячеек друг с другом (см. Закон Био и Савара (1.28)). 

Поэтому приходится допускать для каждой отдельной ячейки дополнительные 

особенности движения, например, приписывать ей определенную величину 

вектора ротора скорости – дискретный вихрь. Такого в природе, естественно, не 

существует, так как нарушает вторую теорему Гельмгольца (см. 1.4). Однако в 

рамках некоторого приближения рассматриваемой дискретной постановки за-

дачи к реальной непрерывной задаче сплошной среды такая процедура вполне 

оправдана. Более того, в конце XX, начале XXI века математикам удалось дока-

зать корректность такой формулировки задачи не только для схем построения 

дискретных вихрей, но и для некоторых схем других дискретных математиче-

ских особенностей (типа диполей, вихревых рамок и т.п.). 

 На определенном этапе развития авиации требования к точности резуль-

татов стали превышать возможности рассмотренных теоретических методов. 

Прежде всего, это связано с появлением летательных аппаратов сложных гео-

метрических форм, не поддающихся математической идеализации, ростом ско-

ростей движения и реальными свойствами воздуха (вязкость, сжимаемость). 

Поэтому возникла необходимость в экспериментальных методах, которые сего-

дня позволяют получить результаты с высокой точностью. 

Один из основных принципов экспериментальной аэродинамики подсказан 

природой: например, воздушный змей можно запускать не только при ветре, но 

и в штиль, если обеспечить его движение относительно воздуха. Суть принципа 

обращаемости движения состоит в предположении, что взаимодействие дви-

жущегося тела с покоящейся средой в точности такое же, как при обтекании 

средой покоящегося тела с той же относительной скоростью. Такое предполо-

жение вполне оправдано и законами механики. Этот принцип позволил создать 

целое научное направление: экспериментальные исследования в аэродинамиче-

ских трубах и гидродинамических каналах. 

Однако не следует переоценивать значение эмпирических выводов, досто-

верных только в условиях конкретного эксперимента. Для их более широкого 

использования требуются специальные научные методы: теория подобия, тео-

рия обратных задач, теория моделирования и т.п. В современной аэродинамике 

собственно экспериментальные результаты используются для корректировки 
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результатов теоретических расчетов, для идентификации (уточнения характе-

ристик) математических моделей. 

 

 

 

 

4. ЗАДАЧИ ГИДРОМЕХАНИКИ 

 

4.1. Гидростатика 

 

Гидростатика занимается изучением равновесия жидкостей и газов, т.е. со-

стоянием покоя V = 0. В этом случае уравнение неразрывности (1.21) приобре-

тает вид 0
t

. Таким образом, в общем случае в покоящейся среде плотность 

может зависеть от координат избранной точки  = (x, y, z) и не зависит от 

времени. 

Уравнения Навье-Стокса (3.2) при V = 0 сводятся к соотношению 

 p
1

0 gradF , (4.1) 

из которого следует (так как всегда rot grad А  0, и a[b a]  0): 

0p
1

p
1

p
1

p
1

p
1

gradgradgradgradgradrotgradgradFrotF , 

а это в свою очередь свидетельствует о не произвольности поля внешних сил в 

случае равновесия сплошной среды.  

Если внешние силы отсутствуют, т.е. F = 0, то grad p = 0 и давление во 

всех точках покоящейся жидкости (или газа) одинаково – закон Паскаля. 

Иногда закон Паскаля формулируют по-другому. Из (4.1) можно записать: 

grad p = F. Если умножить это выражение скалярно на dr = {dx, dy, dz}, то: 

 dp = (Fxdx + Fydy + Fzdz) (4.2) 

представляет собой основное уравнение гидростатики. 

Если поле внешних сил потенциально (F = grad U), то из (4.2) следует: 

 dp = dU, (4.3) 

а это значит, что плотность и давление при равновесии зависят только от U. 

Если в дополнение к этому среда несжимаемая, т.е.  = const, то уравнение 

(4.3) можно проинтегрировать, внеся  под знак дифференциала, тогда для раз-

личных точек среды (1) и (2) разность давлений определится как: 

p2 – p1 = (U2 – U1). 

Пусть в точке (1) произошло изменение давления на величину p1, на какую 

величину изменится давление p2 в точке (2)? Значение правой части предыду-

щего уравнения не изменится, а в левой части указанные изменения появятся: 

p2 + p2 – p1 – p1 = (U2 – U1). 
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Вычитание из одного уравнения второго даст вывод: 

p2 = p1, 

который составляет суть более широкой трактовки закона Паскаля: изменение 

давления в какой-либо одной точке несжимаемой жидкости в потенциальном 

поле внешних сил передается без изменения в любую другую. 

На этом свойстве несжимаемой жидкости в поле силы тяжести построены 

практически все гидравлические устройства и механизмы, простейшим из ко-

торых является гидравлический пресс, изучаемый в средней школе. 

Выберем систему координат так, чтобы сила тяжести была направлена 

(вниз) против оси z (вверх), тогда Fx = Fy = 0, Fz = –g, а потенциал U = –gz + 

const. Это означает по предыдущему выводу, что давление и плотность в поко-

ящейся сплошной среде будут зависеть только от координаты z (высоты, глу-

бины): p = p(z),  = (z). Если вид сплошной среды (уравнение баротропии) со-

держит кроме давления и плотности еще какую-нибудь одну характеристику, 

например Т (из уравнения Клапейрона-Менделеева для совершенного газа), то 

и эта характеристика будет функцией только z. 

Из (4.3) следует еще один вывод, справедливый для всех видов покоящейся 

жидкости (или газа) с любыми физическими свойствами: 

 
z

z
0

0

gdzpp , (4.4) 

т.е. в тяжелой сплошной среде разность давлений в точках, находящихся на 

разной глубине (высоте), равна весу столба этой среды с основанием 1 и высо-

той, равной разности высот рассматриваемых точек. Это значит, что давление 

тяжелой жидкости (или газа) на дно сосуда любой формы зависит только от 

высоты столба этой жидкости (или газа). На этом свойстве построена модель 

земной атмосферы, называемая Международной стандартной атмосферой 

(МСА). 

Определим силу, действующую на покоящееся тело, погруженное в покоя-

щуюся сплошную среду, в поле силы тяжести. Заметим, что в этом случае 

 = (z), p = p(z), F = Fzk = –gk, kFgradk gp
z

p
.  Из общего уравнения 

(3.21) с помощью теоремы Остроградского-Гаусса (1.15) (вектор n везде 

направлен наружу) получим: 
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 (4.5) 

Это есть ни что иное, как закон Архимеда. 

 

4.2. Кавитация 
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Рис. 24. 

Из интеграла Бернулли следует, что в потоке возможны области, в которых 

давление отрицательно, т.е. жидкость испытывает растягивающие усилия. Не-

которые специально обработанные жидкости удается кратковременно подвер-

гать таким усилиям, например, химически чистая вода выдерживает отрица-

тельное давление до 200 атм. Реальные жидкости, встречающиеся в природе, не 

способны воспринимать такие усилия. Более того не способны сохранять 

сплошность даже при некотором давлении pd > 0, при котором жидкость разры-

вается. Это явление, называемое кавитацией, может наблюдаться в трубопро-

воде в районе минимального его сечения, а также на поверхности тел, обтекае-

мых потоком или движущихся в жидкости. Кавитация может возникать на не-

расчетных режимах работы гребных винтов, турбин гидравлических машин и 

подводных крыльев. 

Поскольку в реальных жидкостях всегда есть растворенные газы, то именно 

они вместе с парами жидкости и пытаются заполнить образовавшуюся полость, 

называемую каверной. На начальной стадии кавитации микроскопические пу-

зырьки, заполненные паром, образуются как при закипании жидкости. Поэтому 

наименьшее значение давления pd соответствует давлению насыщенных паров 

жидкости при данной температуре. По мере дальнейшего уменьшения давления 

пузырьки могут объединяться в большие полости. 

Само по себе образование каверн в технике не страшно, страшно их неиз-

бежное исчезновение. Понятно, что случайно образовавшаяся каверна долго 

существовать не может. Чаще всего ее образование приводит к нарушению ста-

ционарности потока, поэтому следующие частицы набегающего потока прино-

сят область более высокого давления, которое "схлопывает пузырь". Ввиду 

практически нулевого давления 

внутри каверны она не может со-

противляться даже весьма малому 

давлению снаружи. Поэтому сво-

бодные поверхности жидкости, 

ограничивающие каверну, с боль-

шим ускорением устремляются 

друг к другу. Именно столкновение 

частиц жидкости с большой 

встречной скоростью и является 

самым неблагоприятным послед-

ствием кавитации. При этом стал-

кивании частиц и потере их скоро-

сти в жидкости образуется кратко-

временное повышение динамиче-

ского давления, которое может до-

стигать весьма больших величин и 

приводить к повреждению кон-

струкций (рис. 24 из Википедии). 
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Интеграл Бернулли для установившегося движения несжимаемой жидко-

сти в поле силы тяжести в виде (3.16) можно записать, считая за избранную 

точку отсчета (А) бесконечность и введя обозначение pгст = p  + g(z  – z) – 

гидростатическое давление: 

 
22

p
22

zzgpp
22

гст

22

A
AA

VVVV
.  

Отсюда следует:  1
V

V

V

p)p(2
2

2

2

гст , 

что свидетельствует о непосредственной зависимости условий возникновения 

кавитации от отношения скорости потока в определенной точке к скорости 

набегающего потока. Для случая обтекания твердого тела это отношение опре-

деляется только его формой и ориентацией. Поскольку эта величина безразмер-

ная, она очень удобна для расчетов условий обтекания, обеспечивающих кави-

тацию, и ее назвали числом кавитации: 

  = 
2

dгст

V

)pp(2
.  

 

4.3. Установившееся движение вязкой жидкости между плоскостями 

 

Рассмотрим несколько видов установившихся течений вязкой жидкости, 

для которых существуют аналитические решения. 

1) Первой из таких задач является за-

дача о движении вязкой жидкости между 

двумя параллельными плоскостями, одна 

из которых движется относительно дру-

гой в своей плоскости. Рассматривается 

установившееся прямолинейное движе-

ние без внешних воздействий и без гра-

диента давления (рис. 25). Эти предпо-

ложения позволяют записать: Vx = Vx(y), 

Vy = Vz = 0, Fx = Fy = Fz = 0, grad p = 0, 0
t

V

t

V

t

V
zyx , и уравнения дви-

жения для этого случая (3.4) дадут: 

2

x

2

2

x

2

x
yd

Vd

y

V
V0 . 

Решение этого обыкновенного дифференциального уравнения второго по-

рядка легко находится с учетом граничных условий Vx(y=0) = 0, Vx(y=h) = V: 

 
h

y
VV

x
, (4.6) 

 V 

 
Рис. 25. 
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и называется течением Куэтта. Характерным для этого вида течения является 

независимость от коэффициента вязкости и распространимость на сжимаемую 

жидкость. Это есть реализация примера 1 вихревого движения среды, рассмот-

ренного в 1.6. 

2) Видоизменим постановку предыдущей задачи таким образом, чтобы 

плоскости покоились друг относительно друга, а инициатором движения не-

сжимаемой жидкости выступал градиент давления вдоль оси x: grad p  0, 

 = const, Vy = Vz = = 0, Vx = Vx(y), Fx = Fy = Fz = 0, а также 

0
t

V

t

V

t

V
zyx . 

Тогда уравнения движения (3.4) примут вид: 

 

.
z

p1
0

,
y

p1
0

,
y

V

x

p1
0

2

x

2

  

Из последних двух уравнений следует, что p = p(x) и не зависит от других 

координат, а первое из дифференциальных уравнений сводится к виду: 

dx

dp

dy

Vd
2

x

2

. 

Так как левая часть этого уравнения может зависеть только от y, а правая – 

только от x, то обе его части могут быть только постоянными. Это значит, что 

такое дифференциальное уравнение можно разрешить относительно Vx при за-

данном 
dx

dp
 (или наоборот): 

21

2

x
CyCy

dx

dp

2

1
V . Произвольные постоян-

ные определятся из граничных условий 

Vx(y=0) = Vx(y=h) = 0: 0 = C2 и 

hCh
dx

dp

2

1
0

1

2 , или h
dx

dp

2

1
C

1
. 

Отсюда окончательно распределение 

скорости поперек слоя имеет параболи-

ческий вид (рис. 26): 

 )yh(y
dx

dp

2

1
V

x
, (4.7) 

называемый профилем Пуазейля. Такое течение называется течением Пуазейля. 

3) Усложним постановку задачи 

рассмотрением движения несжимае-

мой вязкой жидкости под действием 

постоянного продольного перепада 

 

 
Рис. 26. 

V  

 
Рис. 27. 
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давления между плоскостями, движущимися друг относительно друга с посто-

янной скоростью. В этом случае, исходя из рассуждений в предыдущих случа-

ях, можно записать: 0
t

V

t

V

t

V
zyx ,  = const, Vy = Vz = = 0, Vx = Vx(y), 

Fx = Fy = Fz = 0, const
dx

dp
. Очевидно, что формулировка задачи отличается от 

предыдущего случая только граничными условиями, поэтому общее решение 

будет таким же. Произвольные постоянные: из Vx(y=0) = 0 следует C2 = 0, из 

Vx(y=h) = V следует 
h

V
h

dx

dp

2

1
C

1
. Тогда распределение скорости поперек 

слоя: 

 
h

y
V)yh(y

dx

dp

2

1
V

x
 (4.8) 

имеет тоже параболический вид (рис. 27). 

4) А теперь представим себе, что последний рассмотренный случай должен 

иллюстрировать работу смазки между основанием и ползуном. Тогда для вы-

полнения своей задачи – поддерживания ползуна над основанием на ненулевом 

расстоянии – в слое смазки давление должно сильно вырасти по сравнению с 

атмосферным (на "входе" и на "выходе"), т.е. 
dx

dp
 не должно быть постоянным. 

Понятно, что и скорость на любой из линий тока тогда не будет постоянной, а 

этого можно достичь, только изменяя расстояние между плоскостями, так как 

расход смазки должен оставаться постоянным: 

const
2

Vh
h

dx

dp

12

1
dyVq

h

0

3

x . 

Легко видеть, что, задав профиль 

щели, т.е. h = h(x), можно определить 

необходимый для выдерживания за-

данной нагрузки градиент давления. 

Пусть плоскость ползуна (сверху) рас-

полагается с малым углом 
dx

dh
tg  

к нижней плоскости основания, а дли-

на контакта l (рис. 28). Тогда текущее 

расстояние между плоскостями запи-

сывается h = (a – x) , и его можно подставить в предыдущее дифференциальное 

уравнение по p. Его общее решение можно записать следующим образом: 

C
)xa(a

)xa2(q
V

)xa(a

x6
p

2
, 

 

x 
d 

 

l 

a 

V 

 
Рис. 28. 
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где произвольная постоянная С определяется из условия p(x=0) = p1, где p1 – 

атмосферное давление в подаваемой смазке, а расход q – из условия p(x=l) = p1. 

После несложных преобразований распределение давления вдоль зазора, за-

полненного смазкой, можно представить в виде: 

 
)la2()xa(

)xl(Vx6
pp

221
. (4.9) 

Если проинтегрировать вдоль ползуна (по x от 0 до l) выражение (4.9), то 

получим величину полной нагрузки, которую развивает этот слой смазки: 

la2

l2

la

a
ln

V6
F

2
. 

Если обозначить выражение в квад-

ратных скобках за K, то его значения 

изменяются в зависимости от отноше-

ния l/a так, как это показано на рис. 29. 

Таким образом, можно сделать вывод: 

выдерживаемая слоем смазки нагрузка 

тем больше, чем меньше угол наклона 

ползуна к основанию  и чем больше 

отношение l/a, т.е. чем меньше мини-

мальный зазор. 

Следует отметить, что полученные здесь формулы непригодны для расчетов 

реальной смазки между парой деталей, так как получены в плоской постановке 

задачи. Однако для качественного анализа процесса в смазочном слое этого 

вполне достаточно. Численные значения рассматриваемых параметров для сма-

зочных клиньев и подшипников различного типа можно найти в справочной 

литературе – эти вопросы достаточно глубоко теоретически разработаны для 

решения любых задач. 

 

4.4. Движение вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрических трубах 

 

Рассмотрим один пример постановки трехмерной задачи гидродинамики в 

нестационарном случае: медленное течение вязкой несжимаемой жидкости в 

трубе произвольного, но постоянного поперечного сечения без влияния внеш-

них сил (например, в горизонтальном трубопроводе). Выбрав систему коорди-

нат так, чтобы ось x была направлена по оси трубы, а оси y и z в плоскости по-

перечного сечения, уравнения движения можно записать следующим образом: 

1) из физических соображений Vx  0, Vy = Vz = 0; 

2) из уравнения неразрывности 0
x

V
x ,  = const; 

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
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K

 
Рис. 29. 
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3) из уравнений Навье-Стокса 

.
z

V

y

V

x

p1

t

V
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p

2

x

2

2

x

2

x

 

Отсюда последовательно приходим к выводу, что Vx = Vx(y, z, t) и не зави-

сит от x, p = p(x, t) и не зависит от y и z, 'p
x

p
 зависит только от t (в случае 

неустановившегося движения) или постоянно (при установившемся движении). 

Величину –p' называют перепадом давления вдоль оси трубы. Итак, в общем 

случае 

 p = p'x + C. (4.10) 

В установившемся случае в круглой трубе решение можно простым обра-

зом довести до конца и найти распределение скорости течения поперек потока. 

Так как в этом случае 0
t

V
x  и p' = const, то, используя цилиндрическую си-

стему координат, можно записать: 

r

V
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2
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Учтя в силу фактической одномерности такого движения из-за его симметрии 

0
V

2

x

2

, умножим последнее уравнение на r и поделим на : 

dr

dV
r
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d
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r

V
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r xx
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Это уравнение можно последовательно проинтегрировать дважды: 

1

2x Cr'p
2

1

dr

dV
r  и 

21

2

x
CrlnCr'p

4

1
V . 

Произвольные постоянные определятся: С1 = 0 из условия Vx(r=0)   и 

2

2
a'p

4

1
С  из граничного условия прилипания вязкой жидкости на стенке 

трубы радиуса a: Vx(r=a) = 0. Таким образом, распределение продольной скоро-

сти внутри прямой трубы кругового сечения имеет параболический вид: 

 22

x
ra'p

4

1
V . (4.11) 

Его графическое представление совпадает с рис. 26, хотя это и другой вид тече-

ния. 

Максимальное значение скорости потока достигается на оси трубы и со-

ставляет  
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 2

maxx
a'p

4

1
V ,  (4.12) 

расход жидкости через поперечное сечение круглой трубы определится вели-

чиной  

 'p
8

a
drrV2q

4a

0
x

,  (4.13) 

а средняя скорость  
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2x
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2

1
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q
V . (4.14) 

Сформулируем некоторые выводы для трубопровода конечной длины L, на 

которой разность давлений между входом и выходом составляет p. Из (4.13) и 

(4.14) следует: 

2

x

4 a

VL8

a

Lq8
'p

L

p
, 

что носит название закона Гагена-Пуазейля. Эти соотношения были получены 

экспериментально независимо друг от друга Г. Гагеном в 1839 г. и Ж.Л.М. 

Пуазейлем в 1840-1841 гг. Теперь же есть теория, которая блестяще согласуется 

с экспериментом. 

 

4.5. Глиссирование 

 

При установившемся движении плоской пластинки по свободной поверхно-

сти идеальной, несжимаемой, невесомой жидкости под углом к ней могут обра-

зоваться следующие виды течений (рис. 30 – 31). 

 
Рис. 30. 
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Рис. 31. 

Форма свободной поверхности жидкости, изображенная на рис. 30, харак-

терна для достаточно медленного "гладящего" движения пластинки относи-

тельно жидкости, когда силы взаимодействия между ними ничтожны. Этим 

случаем мы заниматься не будем. 

Нас будет интересовать случай достаточно быстрого движения с интенсив-

ным взаимодействием пластинки с жидкостью. Для большей убедительности 

дальнейших рассуждений воспользуемся принципом обратимости движения и 

будем считать, что слой жидкости высотой H набегает справа на нижний край 

покоящейся пластинки со скоростью V  (рис. 31). Такое движение твердого те-

ла по поверхности жидкости называется глиссированием. На свободной поверх-

ности примем атмосферное давление постоянным и равным pа. Тогда из инте-

грала Бернулли следует постоянство абсолютной величины скорости на всей 

свободной поверхности жидкости. 

Обратимся к анализу линий тока в случае такого течения. При интенсивном 

"внедрении" пластинки в жидкость образуется тонкая струя брызг, направлен-

ная навстречу движению. Для ее появления необходимо, чтобы линия тока сво-

бодной поверхности справа заворачивала вверх, прижималась к пластинке и 

далее вдоль ее поверхности (жидкость невесома, или, по крайней мере, сила 

тяжести в этом процессе несущественна) уходила навстречу потоку. Это озна-

чает, что под свободной поверхностью справа располагается другая линия то-

ка, которая должна разветвиться надвое, столкнувшись с поверхностью пла-

стинки. В этом месте – особая точка, в которой скорость течения равна нулю. 

Линия тока располагается вблизи этой точки симметрично относительно пла-

стинки. Дальше одна ее часть пойдет по поверхности пластинки влево-вниз и 

образует впоследствии свободную поверхность жидкости, уходящую влево. 

Другая часть линии тока пойдет по поверхности пластинки вправо-вверх.  

Из интеграла Бернулли следует, что в особой точке давление в жидкости 

будет больше, чем атмосферное. Это повышение давления обеспечивает появ-

ление определенной подъемной силы, действующей на пластинку. 

Выделим объем жидкости, ограниченный справа и слева достаточно уда-

ленными границами, на которых можно считать скорость и давление на сво-

90  

.  
x 

y 

H V  V  h 
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бодной поверхности постоянными. Поскольку жидкость идеальная, то мы с до-

статочной долей убежденности можем полагать и распределение скорости во 

всех трех слоях жидкости равномерным. Тогда закон сохранения массы несжи-

маемой жидкости примет вид: 

h = H – . 

Так как жидкость идеальна, то вдоль оси x силы со стороны дна на жид-

кость отсутствуют, и закон сохранения импульсов вдоль оси x даст 

 sinPcosVhVHV 222 ,  

где P – сила, действующая исключительно поперек пластинки, отнесенная к ее 

длине. Ее значение можно легко определить из предыдущих выражений: 

 
2

ctgVP 2 . (4.15) 

Полное теоретическое решение этой задачи, полученное Чаплыгиным С.А., 

приводит к выводу, что при малых  толщина встречной струи  ~ 
2
, и, так как 

ctg /2 ~ 2/ , то P ~ . 

Общая сила взаимодействия в системе координат, связанной с направлени-

ем скорости, разложится на составляющие: 

лобовое сопротивление )cos1(VsinPR 2

x
, (4.16) 

и подъемная сила cos
2

ctgVcosPR 2

y
. (4.17) 

Из формул (4.15 – 4.17) следует, что подъемной силой глиссирующего по 

водной поверхности плавающего судна (глиссера) или воздушного судна (гид-

росамолета) можно управлять с помощью формы дна и угла атаки. 

Значительно сложнее обстоит дело при возникновении глиссирования 

пневматиков колес шасси самолета по слою воды на поверхности взлетно-

посадочной полосы (ВПП). На определенной скорости, называемой скоростью 

глиссирования, скопившаяся на ВПП вода не успевает выдавливаться из-под 

пневматиков, колесо "всплывает" и начинает глиссировать. При этом общая си-

ла трения шасси по ВПП существенно падает. Это опасно на пробеге с тормо-

жением не только выкатыванием на концевую полосу безопасности, но и поте-

рей поперечной управляемости самолета из-за неизбежной неоднородности 

условий глиссирования. Поэтому ВПП строятся с поперечным профилем для 

стекания воды, на пневматиках колес шасси делаются специальным образом 

ориентированные водоотводные канавки (протектор), аэродромные службы 

должны вести постоянный контроль состояния ВПП, не допускать скапливания 

воды и образования луж. 

 

 

 

 

5. ЗАДАЧИ АЭРОМЕХАНИКИ 
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5.1. О ламинарных и турбулентных течениях 

 

Несмотря на то, что в обиходном нашем представлении жидкость и газ 

весьма сильно разнятся, мы выяснили, что описание их движения едино в рам-

ках механики сплошной среды. Поэтому рассмотренные в 4 задачи гидромеха-

ники вполне можно рассматривать, как задачи аэромеханики для газов, пре-

имущественно несжимаемых. Точно так же обстоит дело и с задачами настоя-

щей главы – они могут рассматриваться, как задачи гидромеханики сжимаемой 

жидкости. 

Другое свойство реальных жидкостей и газов – вязкость – тоже некритично 

для различия гидромеханики и аэромеханики. Однако с этим свойством весьма 

жестко связан вид течения среды. Из наблюдений известно, что далеко не все-

гда движение среды имеет вид упорядоченных линий тока, сливающихся в 

трубки тока такого же упорядоченного движения. Очень часто эта упорядочен-

ность нарушается и все перемешивается. Спокойные упорядоченные слоистые 

движения среды, без нерегулярного перемешивания поперек направления ос-

новного движения называются ламинарными. Беспорядочные, нерегулярные, 

неустановившиеся движения, при которых частицы среды кроме скорости ос-

новного (среднего) направленного движения, имеют еще и беспорядочно 

накладываемые на нее существенные возмущения (пульсации), называются 

турбулентными. 

Уже из самого определения этих видов движения среды становится ясно, 

что причина такой двойственности кроется в некотором уровне энергии, с ко-

торой частицы взаимодействуют друг с другом. Из основных параметров дви-

жения вязкой среды в трубах или вокруг твердого тела, таких как , V, l,  

можно составить только одну безразмерную комбинацию – число Рейнольдса 

VlVl
Re  (3.23). Это число характеризует уровень взаимодействия частиц: 

чем больше плотность, скорость, характерный размер и чем меньше вязкость, 

тем больше хаоса вносят эти взаимодействия в общее, среднее движение. При 

большом значении числа Рейнольдса этот хаос становится определяющим, ча-

стицы, наподобие отдельных атомов, движутся беспорядочно, "не обращая 

внимания на соседей", практически не "успокаивают" трением соседние части-

цы, а только соударяются с ними. (Это можно сравнить с образным представле-

нием разреженной массы людей, каждый из которых движется в своем направ-

лении и лишь изредка сталкивается с соседом – это образ турбулентного дви-

жения. Но если толпа людей очень плотная, отдельному человеку трудно куда-

либо из нее пробиться, и толпа движется почти только сплошняком, как единое 

целое – это образ ламинарного движения.) Бесконечное значение числа Рей-

нольдса соответствует идеальной жидкости (см. 2.3). Для каждого вида движе-

ния среды существует свое определенное значение критического числа Рей-

нольдса, ниже которого движение ламинарное, а выше – турбулентное. Крити-
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ческое значение характеризует границу потери устойчивости ламинарного 

движения. 

Однако нельзя утрировать эти два вида движения сплошной среды до вязко-

го и невязкого. Дело обстоит значительно сложнее ввиду существования таких 

граничных условий, как условия прилипания (3.20). Они обязательно выполня-

ются в сколько-нибудь вязкой среде, в том числе и при больших числах Рей-

нольдса. Эту проблему решил Л. Прандтль, предложивший идею пограничного 

слоя, как приближенный метод решения задач. 

 

5.2. Пограничный слой 

 

Как мы убедились в 3 и 4, решение уравнений движения сплошной идеаль-

ной среды (уравнения Эйлера (3.6), (3.7)) значительно проще, чем вязкой 

(уравнения Навье-Стокса (3.1), 3.2)). Для турбулентного движения сложность 

усугубляется тем, что приходится решать, как бы, две задачи вместо одной. 

Одна из них – уравнения Навье-Стокса для осредненных значений параметров 

среды, другая – для пульсаций (турбулентностей, возмущений). Кроме того, 

необходимо каким-то образом описать и сами эти пульсации, природу их суще-

ствования и взаимодействия. С помощью современных вычислительных ком-

плексов некоторые отдельные задачи в такой постановке уже можно решить, но 

это требует весьма серьезных усилий. 

С другой стороны, из жизни известно, что основная масса среды, удаленная 

от твердых границ, движется практически как идеальная среда. Это и понятно – 

ведь граничные условия прилипания (3.20) – это условия только на границе. И 

можно предположить, что влияние стенки, тормозящей частицы, попавшие на 

нее, передается через соседние частицы внутрь основного потока не далеко. 

Таким образом, основные допущения Л. Прандтля сводятся к тому, чтобы 

рассматривать основную массу среды как идеальную, а вязкость учитывать 

только внутри тонкого слоя вблизи стенки, называемого пограничным. Вопрос 

о сопряжении этих двух разных сред и об условной величине толщины погра-

ничного слоя решается в практическом приближении. Таким образом, Л. 

Прандтль предлагает с помощью допущений заменить уравнения Навье-Стокса 

приближенными соотношениями, действующими лишь внутри пограничного 

слоя. 

Рассмотрим теорию ламинарного пограничного слоя (турбулентный погра-

ничный слой приходится изучать в случае весьма шероховатых поверхностей 

твердых тел, обтекаемых с большой скоростью, или на расстояниях весьма да-

леких от начала пограничного слоя) на примере несжимаемой среды. 

Плоскопараллельное движение несжимаемой вязкой сплошной среды, обте-

кающей без внешних массовых сил неподвижную плоскую гладкую пластину 

бесконечно малой толщины, расположенную своей плоскостью вдоль направ-

ления набегающего потока (рис. 32), описывается следующими уравнениями, 
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получаемыми из уравнений Навье-Стокса (3.4) и уравнения неразрывности 

(1.23): 
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 (5.1) 

 0
y

V

x

V yx . (5.2) 

В этих уравнениях пока не 

сделаны никакие упрощающие 

предположения пограничного 

слоя. Теперь оценим математи-

ческий порядок слагаемых в 

этих уравнениях, предполагая 

(первое предположение Л. 

Прандтля), что толщина погра-

ничного слоя  мала по сравне-

нию с характерным размером задачи, в данном случае с длиной пластины l. 

Следует заметить, что толщина пограничного слоя весьма условная величина – 

в представлении Л. Прандтля она характеризуется лишь тем, что на удалении  

от пластины Vx  V . Если принять за основу какой-либо критерий этой близо-

сти, то ясно, что  зависит от удаления от начала пограничного слоя:  = (x). 

Но, тем не менее, будем полагать, что во всем пограничном слое  мало по 

сравнению с l, а, следовательно, и изменение координаты y мало (имеет поря-

док ) по сравнению с изменением x.  

Для оценки порядков величин в уравнениях введем безразмерные величины, 

обозначенные далее чертой сверху, с помощью характерных значений: 

xx
VVV,xlx , тогда отсюда следует замена переменной t

V

l
t . Кроме 

того, так как размерность величины 
p

 равна размерности квадрата скорости, то 

следует замена PV
p 2 . Из первого предположения Л. Прандтля о малости  

введем специальную новую безразмерную координату поперек пограничного 

слоя: yy .  

Первое слагаемое в уравнении (5.2) преобразуется в 
x

V

l

V

x

V
xx , т.е. оно 

имеет порядок V /l. Но тогда и второе слагаемое в (5.2) должно иметь тот же 

 

V  Vx(x,y) 

x 

y 

l 

 

 
Рис. 32. 
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порядок величины, т.е. 
y

V

l

V

y

V
yy

. Величина Vy заменится из следующих 

рассуждений: y

y

0

y
y

0

y
y

0

y

y
V

l

V
yd

y

V

l

V
yd

y

V

l

V
dy

y

V
V . Таким обра-

зом, есть все, чтобы провести замену переменных в уравнении неразрывности: 

 0
y

V

l

V

x

V

l

V yx   

и в первом из уравнений движения: 
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в котором первым слагаемым в скобке можно пренебречь по сравнению со вто-

рым. В этом уравнении слагаемые, обозначающие инерционный член (слева) 

и градиент давления вдоль потока (без которого не может существовать и сам 

поток) имеют один порядок величины 
l

V2

. Последнее слагаемое описывает си-

лы вязкости и согласно второму предположению Л. Прандтля тоже должно 

иметь тот же порядок величины. Поэтому 
2

2 V

l

V
, откуда следует: 

 
Re

l

V

l
. (5.3) 

Для примера оценим толщину пограничного слоя у самолета Ил-96-300, 

идущего на посадку l = 51,15 м, V  = 265 км/ч = 73,6 м/с,  = 1,46 10
–5

 м
2
/с: 

  3 мм. На самом деле из-за того, что самолет не представляет собой плоскую 

пластину, реальная толщина пограничного слоя на нем может быть на 1 – 2 по-

рядка больше в связи с явлениями, описанными в конце данного параграфа. 

Замена переменных во втором уравнении движения приводит к выражению: 
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в скобке которого согласно второму предположению Л. Прандтля второй член 

имеет тот же порядок 
2

2

l

V
~

l

V
, что и инерционные члены левой части, а 

первое слагаемое имеет порядок 
4

32

3 l

V
~

l

V
, что позволяет им пренебречь. 

Таким образом, все слагаемые левой части и скобка правой части уравнения 

имеют порядок величины меньше, чем поперечный градиент давления. Из этого 

следует, что поперечным градиентом давления в пограничном слое можно пре-

небречь. В итоге получаем уравнения пограничного слоя в виде: 
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, (5.4) 

 0
y

p
, (5.5) 

к которым следует добавить уравнение неразрывности (5.2). 

Заметим, что (5.3) и (5.5) являются фундаментальными выводами теории 

пограничного слоя. Они позволяют в некоторых случаях решить эти нелиней-

ные дифференциальные уравнения. Например, в случае установившегося дви-

жения частная производная от скорости по времени пропадает, а частную про-

изводную давления по продольной координате в силу (5.5) можно считать про-

стой полной производной. 

Дополнительное предположение о постоянстве давления p приводит к так 

называемой задаче Блазиуса, в которой можно найти распределение скорости в 

поперечном сечении пограничного слоя (см. рис. 32, у обтекаемой неподвиж-

ной поверхности скорость равна нулю, а на внешней границе пограничного 

слоя практически равна скорости, определенной, как скорость обтекания твер-

дого тела идеальной средой). В этих же предположениях можно найти величи-

ну сопротивления вязкого трения  на поверхности обтекаемого тела, которая 

определится соответствующей компонентой тензора вязких напряжений (см. 

2.3). В рассматриваемом плоском случае 
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1212 , (5.6) 

где последнее приближенное равенство написано на основании вышеприведен-

ных оценок порядка величин, позволяющих пренебречь первым слагаемым в 

скобке по сравнению со вторым. 

При обтекании вязкой средой профилированной поверхности (крыло, фю-

зеляж самолета) давление не может полагаться постоянным. Обычно на выпук-

лой поверхности давление падает, начиная от передней критической точки, т.е. 

p/ x < 0. После достижения минимума ( p/ x = 0) давление начинает расти 

p/ x > 0. Поэтому непосредственно на обтекаемой поверхности ввиду условий 

прилипания Vx = Vy = 0 при установившемся движении из (5.4) следует: 
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. (5.7) 

Величина, стоящая в левой части (5.7), как известно, характеризует кривизну 

зависимости Vx(y). Таким обра-

зом, при снижении давления от 

передней критической точки в 

начале обтекания выпуклой по-

верхности наблюдается выпук-

лый профиль распределения про-

 
Рис. 33. 
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дольной скорости поперек пограничного слоя, как это изображено на рис. 32 

или в точке А рис. 33. 

В точке В рис. 33 достигнут минимум давления, поэтому профиль скорости 

имеет нулевую кривизну. Затем, в области последующего повышения давления 

кривизна профиля становится положительной, а сам профиль вогнутым. Но по-

скольку в точке на поверхности по-прежнему скорость равна нулю, постольку 

необходимо образуется профиль с отрицательными значениями скорости, как в 

точке С рис. 33. Это так называемое возвратное течение, направленное навстре-

чу основному потоку. Ввиду того, что обычный пограничный слой принято 

рассматривать с выпуклым профилем скорости, начинающимся с нулевого зна-

чения, полученный эффект принято трактовать как отрыв пограничного слоя, 

который становится как бы отделенным от поверхности возвратным течением. 

Точку перехода В принято называть точкой отрыва пограничного слоя. 

В практике создания и эксплуатации летательных аппаратов отрыв погра-

ничного слоя является весьма нежелательным. Дело в том, что режим обтека-

ния, а, следовательно, и положение точки отрыва неустойчиво, что приводит к 

существенным неустойчивым изменениям аэродинамических характеристик. 

Поведение летательного аппарата становится непредсказуемым. 

Следует заметить, что явление отрыва пограничного слоя не имеет отноше-

ния к "отрыву потока", к кавитации (см. 4.2). Как видно из рис. 33 и вышепри-

веденных рассуждений, при этом эффекте сплошность среды не нарушается, 

пустот (каверн) не образуется.  

Настоящий раздел посвящен знакомству с ламинарным пограничным слоем. 

Но как мы выяснили в 5.1 при достижении больших значений числа Рейнольдса 

течение имеет склонность переходить к турбулентному режиму. Пограничный 

слой тоже может турбулизоваться, и происходит это на некотором расстоянии 

от его начала. Действительно, если в качестве числа Рейнольдса рассматривать 

величину 
xV

Re
x , то становится ясным, что на определенном удалении от 

передней критической точки (точки зарождения пограничного слоя) оно может 

стать сколь угодно большим. Так и происходит в реальности: пограничный 

слой обычно начинается с ламинарного течения, а по достижении некоторой 

протяженности переходит в турбулентный. В силу природы турбулентности 

(см. 5.1) такой слой стремится расшириться, его толщина быстро растет. Это 

приводит к заметному изменению характеристик всего обтекания в целом. По-

этому и турбулентный пограничный слой необходимо уметь рассчитывать. 

Теоретическая аэродинамика располагает сегодня достаточно приемлемыми 

методами расчета как ламинарного, так и турбулентного пограничных слоев. 

При движении реальных летательных аппаратов наблюдаются как переход 

ламинарного пограничного слоя в турбулентный, так и отрыв пограничного 

слоя. Это приводит к увеличению фактической толщины пограничного слоя на 

порядки, а также к значительному искажению внешнего идеального обтекания. 

В связи с этим на долю вязкого трения приходится от 50 % до 80 % полного со-
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противления движению летательных аппаратов. Отсюда следует важность мер 

борьбы с вязким трением, применяемых в практической аэродинамике. 

 

5.3. Понятие о вихревой теории 

 

Вернемся к рассмотрению идеальной среды и вопросу о возможности появ-

ления и существования в ней вихрей. Для этого необходимо изучить величину 

интенсивности вихревой трубки (1.20), образованной любым замкнутым конту-

ром L, по которому считается циркуляция: 

  dd
LS

rVSrotV . (5.8) 

Математическими рассуждениями, аналогичными использованным в 1.4 

при выводе формулы (1.17) для производной по времени от интеграла по объе-

му, можно получить выражение: 

 SfVrot
f

Srf d-
t

dt,
td

d

SS

. (5.9) 

Это общая формула векторного анализа для поля вектора f(r,t), обладающе-

го свойством div f = 0. Таким свойством, в частности, обладает поле вектора ро-

тора скорости, так как div rot V  0, поэтому интересующая нас интенсивность 

вихревой трубки подчиняется соотношению: 

 SrotVV
rotV

SrotV drot-
t

d
td

d

SS

. (5.10) 

Рассмотрим уравнение движения идеальной среды в форме Громеки-Лэмба 

(3.8) 

 p
1

2

1

t

2
gradFrotVVgradV

V
  

при следующих предположениях: во-первых, внешние массовые силы потенци-

альны, т.е. F = grad U; во-вторых, среда баротропна, т.е.  = Ф(p) (см. 2.3) и 

можно ввести потенциал давления Pp
1

т.е.,
pd

pP gradgrad . Тогда 

уравнение движения приобретает вид: 

 PU
2

1

t

2
gradgradrotVVgradV

V
.  

Для подстановки этого выражения для V в (5.10) применим к нему опера-

цию ротора и, учтя тождество rot grad A  0, получим: 

 rotVVrot
rotV

t
. (5.11) 

Это уравнение позволяет сделать на основании (5.10) и (5.8) вывод: 

 const dd
LS

rVSrotV , (5.12) 

о постоянстве циркуляции, который носит название теоремы Томсона. 
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Поскольку безвихревое (потенциальное) движение среды обеспечивается 

отсутствием вихрей (см. 1.6), постольку теорема Томсона доказывает сохран-

ность этого свойства движения: если в какой-то момент времени движение по-

тенциально, то при выполнении всех условий теоремы Томсона оно таковым и 

останется. Этот факт значительно расширяет возможности применения потен-

циала скорости для решения задач движения идеальной среды. 

Итак, вихри в сплошной среде могут появляться и исчезать только при 

нарушении каких-либо предположений, использованных при доказательстве 

теоремы Томсона: 

1) среда идеальная; 

2) среда баротропная; 

3) внешние массовые силы потенциальные; 

4) поле вектора скорости непрерывно (использовано в 2.2 при выводе урав-

нения движения в дифференциальной форме). 

Обратим внимание на последнее предположение, из которого следует, что в 

случае разрыва значений скорости движения частиц сплошной идеальной баро-

тропной среды возможно возникновение вихрей. 

Рассмотрим плоскопараллельное движение профиля в сплошной среде.  

Если в некоторый 

начальный момент вре-

мени среда покоилась, то 

и циркуляция была равна 

нулю по любому замкну-

тому контуру, например, 

достаточно удаленному 

от профиля L = L1 + L2. В 

силу доказательства тео-

ремы Томсона замкну-

тый контур L рассматри-

вается состоящим из ча-

стиц среды. Поэтому, ко-

гда возникает движение профиля С и скорости схода потока сплошной идеаль-

ной баротропной среды с верхней и нижней поверхностей в задней критической 

точке А (на острой кромке) оказываются различными, нарушается предположе-

ние о непрерывности вектора скорости. В этой ситуации на задней острой 

кромке профиля С действительно образуется вихрь (в трактовке крыла, беско-

нечного поперек плоскости рис. 34, образуется вихревая пелена). Этот вихрь 

можно классифицировать как плоский сдвиг (см. 1.6) с бесконечным градиен-

том скорости, который срывается с кромки и распространяется в среду за про-

филем.  

Процесс срыва вихрей не произволен: он развивается таким образом, чтобы 

при установившемся обтекании рано или поздно выполнить постулат Н.Е. Жу-

ковского о конечности комплексной скорости на задней кромке профиля. Как 

L1 

L2 

C A 

 

 

 

 

 

 

Im

 

 
 

 

 

 

Рис. 34. 
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это было выяснено в 3.7, это означает, что в среде устанавливается соответ-

ствующее значение циркуляции. 

Если продолжать рассматривать очень удаленный от профиля контур L, до 

которого вихрь еще не дошел, то по теореме Томсона циркуляция по нему про-

должает оставаться равной нулю. При этом контуры L1 и L2 становятся неза-

мкнутыми (на этих контурах в задней критической точке профиля частица сре-

ды сверху не связана с частицей среды снизу), чем нарушают условия примене-

ния теоремы Томсона. Тем не менее, ясно, что циркуляции по этим незамкну-

тым контурам становятся ненулевыми и противоположными по знаку. Такое 

рассуждение позволяет строить расчетные схемы вихревого движения сплош-

ной среды около обтекаемого тела по сорвавшемуся с кромки вихрю. 

В реальных средах всегда присутствует вязкость, которая через образую-

щийся пограничный слой, срывающийся с задней острой кромки А профиля С, 

не позволяет достичь разрыва скорости при смыкании верхнего и нижнего 

(идеальных) потоков. Вместо разрыва скорости образуется вихрь типа плоского 

сдвига. В самой точке А он имеет в середине нулевую скорость, которую опре-

деляет условие прилипания, и от которой в обе стороны поперек течения рас-

пространяется градиент скорости конечной но различной величины сверху и 

снизу. Далее, естественно, в середине сорвавшегося слоя скорость становится 

ненулевой, а на внешних краях "бывших пограничных слоев" сохраняется ско-

рость "идеального" обтекания. Сверху и снизу она имеет разные значения, что и 

приводит к развитию так называемого вихревого следа. 

При расчетах реальных 

летательных аппаратов сле-

дует учитывать не только 

вязкость, но и конечные раз-

меры крыла. Наличие боко-

вых кромок приводит к про-

странственному характеру 

обтекания, существенно от-

личному от плоскопарал-

лельного. При положитель-

ной подъемной силе разность 

давлений приводит к перете-

канию газа с нижней сторо-

ны, из зоны повышенного 

давления, на верхнюю через 

боковые кромки крыла (на рис. 35 крыло прямоугольное в плане). Развивается 

течение вдоль размаха крыла от центра к боковым кромкам. При встрече верх-

него и нижнего потоков на задней кромке помимо рассмотренного выше вихря 

с поперечным градиентом скорости образуется вихревая пелена из "закручен-

ных" вихрей, срывающаяся с крыла и уносящаяся потоком. Вихревая теория 

 
Рис. 35. 
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позволяет построить модель такой вихревой пелены, определить ее характери-

стики и по третьему закону Ньютона определить воздействие потока на крыло. 

В заключение данного параграфа приведем цитату из [1], дающую весьма 

ясное представление о месте модели обтекания тела идеальной средой и модели 

пограничного слоя. 

"Приводимое иногда объяснение появления вихревой пелены за хорошо об-

текаемым крылом за счет вязкости жидкости, вообще говоря, неверно. В задаче 

о крыле влияние вязкости проявляется в превращении вихревой поверхности 

разрыва касательных скоростей в тонкий пограничный слой непрерывного из-

менения скорости. Этот слой тянется за крылом назад и на далеких расстояниях 

от крыла сильно деформируется и размывается в общей массе жидкости. Одна-

ко эти эффекты не оказывают существенного влияния на возмущенное движе-

ние жидкости вблизи крыла. Этим объясняется, что расчет движения жидкости 

вблизи крыла в рамках теории идеальной жидкости дает правильную картину 

распределения давлений. С помощью найденного таким образом распределения 

давлений можно правильно вычислить подъемную силу крыла и правильно 

найти долю индуктивного сопротивления, обусловленного распределением 

давления. 

Подчеркнем, что в этой схеме в рамках теории идеальной жидкости в уста-

новившемся движении в бесконечности сзади крыла в плоскостях, параллель-

ных плоскости yz, остается возмущенное движение жидкости (нет выравнива-

ния давлений и скоростей), за счет нарастания энергии этого возмущенного 

движения получается индуктивное сопротивление в идеальной жидкости. Пол-

ное сопротивление можно получить как сумму индуктивного сопротивления и 

сопротивления трения, определенного с помощью теории пограничного слоя." 

 

5.4. Динамика сжимаемого газа 

 

Рассматривая баротропные газы, мы имеем в виду их сжимаемость – спо-

собность изменять свой объем (или плотность) под действием давления. Это 

значит, что характеристикой сжимаемости может служить величина 
d

pd
. Не-

трудно видеть, что размерность этой величины совпадает с размерностью квад-

рата скорости. Такую скорость называют скоростью звука и обозначают a. 

Найдем эту величину для адиабатического (p = ) процесса: 

 
p

d

pd
a 1 . (5.13) 

Для адиабатического процесса в совершенном газе скорость звука зависит 

только от температуры: 

 T20BT
RT

a  (5.14) 
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где приближение относится к воздуху. 

Величину a можно считать характеристикой сжимаемости газа. Однако в 

этом качестве в аэродинамике принято использовать безразмерную величину: 

отношение скорости течения к скорости звука, число Маха (3.22): 

 
a

V
M . (5.15) 

Рассмотрим установившееся движение идеальной сжимаемой жидкости 

(газа) в отсутствии внешних сил в трубке тока переменного сечения. Уравне-

ние неразрывности (1.22) div( V) = 0 с помощью теоремы Остроградского-

Гаусса (1.15) 
SW

dWddiv SVV  дает постоянство массового расхода газа 

VS = const вдоль трубки тока.  

Из уравнений Эйлера (3.7), спроектированных на осевую линию тока (x), 

можно получить: 

x

1

M

V

x

1
a

xd

pd1

x

p1

x

V
V

2

2

x2x
x

, 

откуда: 
x

V
x

V
M

x
x2  или 

 
x

V
M1

x
V

x

V

x

V
x2

x
xx . (5.16) 

Из этого соотношения и из постоянства расхода следует: 

– при дозвуковых скоростях (M < 1) с ростом скорости V величина Vx уве-

личивается, а сечение трубки тока уменьшается, достигая минимального значе-

ния при M = 1, 

– при сверхзвуковых скоростях (M > 1) с ростом скорости V величина Vx 

уменьшается, а сечение трубки тока увеличивается, минимальное сечение труб-

ки тока достигается при M = 1. 

Эти особенности течения сжимаемого газа составля-

ют идею сопла Лаваля – сужающегося канала с разгоня-

ющимся до скорости звука дозвуковым потоком, к кото-

рому примыкает расширяющийся канал с разгоняющим-

ся сверхзвуковым потоком. Сопло Лаваля является ос-

новой для построения сверхзвуковых аэродинамических 

труб. 

В этих же предположениях интеграл Бернулли (3.10) приобретает вид 

LconstL,pP
2

2
V

, где  
L,p

pd
L,pP  – функция давления. Если учесть, 

что в сплошной среде всегда  > 0, то функция давления монотонно возрастает 

с увеличением давления. Так как первое слагаемое в интеграле Бернулли всегда 

неотрицательно, то это означает существование минимальных и максимальных 

значений скорости и давления. Максимальное давление достигается при мини-

 

M > 1 

V < a V > a 

M < 1 

M = 1 

Smin 

 
Рис. 36. 
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мальном значении квадрата скорости, т.е. при V = 0 – в критической точке ли-

нии тока. pmax = p0 – называется полным давлением. Максимальное значение 

скорости достигается при минимальном давлении, которое естественно предпо-

ложить pmin = 0. Тогда в критической точке можно определить значение кон-

станты интеграла Бернулли: 
0p

0
0

L,p

pd
L,pPLconst , откуда  

 
0p

0
0max

L,p

pd
2L,pP2Lconst2 V . (5.17) 

В частных случаях: 

– для несжимаемого газа из (3.12): 0
max

p
2V ; 

– для политропического процесса: 0
max

p

1n

n
2V ; 

– для адиабатического движения совершенного газа из (3.13): 0
max

p

1
2V . 

До сих пор, рассматривая сплошную среду и неразрывность течения, мы 

полагали, что непрерывны все параметры движения. Однако наличие границ 

тел и свободных поверхностей наталкивает на мысль о возможности существо-

вания разрывных движений, в которых разрыв терпят те или иные параметры, 

но разрыва сплошности среды нет. Проверим гипотезу о возможности разры-

вов параметров среды на некоторой поверхности. 

Ограничимся изучением с этой точки зрения классической (ньютониан-

ской) идеальной среды, в которой несущественны внутренние касательные 

напряжения, внутренние моменты, тепловые и энтропийные процессы. Уста-

новившееся движение такой идеальной среды без внешних сил в цилиндри-

ческой трубке тока характеризуется, как известно, постоянством расхода через 

ее поперечное сечение F: 1V1F =  2V2F, откуда  

 1V1 =  2V2.  (5.18) 

Будем интерпретировать значки 1 и 2 соответствием значений параметров пе-

ред поверхностью разрыва и после нее. Из (5.18) видно, что если скорость тече-

ния при переходе через поверхность разрыва скачком уменьшается, то плот-

ность скачком увеличивается – это, так называемый, скачок уплотнения. 

Применение в данных рассуждениях закона сохранения импульса не помо-

жет замкнуть систему уравнений, так как в уравнение движения (импульсов) 

входит еще одна переменная – давление. Это соотношение в данных рассужде-

ниях будет выглядеть следующим образом: 

 
2

2

221

2

11
pVpV . (5.19) 

Из него следует, что в скачке уплотнения вместе с увеличением плотности бу-

дет увеличиваться и давление. Действительно: подставив в правую часть (5.19) 
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выражение 2V2 из (5.18), получим: 1V1(V1 – V2) =  p2 – p1, где обе части урав-

нения положительны. Даже привлечение уравнения сохранения энергии не за-

мыкает систему уравнений, так как требует введения еще одного параметра – 

температуры. Для идеального газа без притока тепла закон сохранения энер-

гии выглядит следующим образом: 
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, (5.20) 

где 
p

eh  – теплосодержание (энтальпия) единицы массы газа, а e – внут-

ренняя энергия единицы массы газа, зависящая от температуры. 

Из рассмотрения системы уравнений (5.18) – (5.20) очевидно, что: 

– для сжимаемого газа может существовать несколько решений, в том числе 

и описывающих разрывы параметров среды, т.е. такое возможно; 

– из симметрии уравнений следует их обратимость, т.е. возможность суще-

ствования, как скачков уплотнения, так и скачков разрежения. 

Заметим, что в несжимаемой среде, где 1 = 2, существование поверхно-

стей разрыва параметров невозможно. А в сжимаемой среде условия на по-

верхности разрыва (5.20) и (5.21) однозначно определяют параметры за скач-

ком, если только заданы все три параметра перед скачком ( 1, V1n, p1) и какой-

нибудь один из параметров после. 

Обозначим обе части (5.18) через j = 1V1 =  2V2. Тогда с помощью получа-

емого из (5.19) выражения 
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из (5.20) можно получить адиабату Гюгонио: 
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Для совершенного газа 

(например, воздуха с  = 1,4) 

p

1
h , и адиабата Гюгонио 

приобретает вид, изображен-

ный на рис. 37, где пунктирная 

вертикальная асимптота распо-

ложена при абсциссе 1/6. 

Адиабата Гюгонио представля-

ет собой множество разроз-

ненных точек (а не непрерыв-

ную кривую), определяющих 

возможные соотношения на 
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Рис. 37. 
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поверхности разрыва. Так, жирная точка соответствует параметрам перед раз-

рывом, а любая другая точка на кривой – параметрам после возможного разры-

ва. Точкам левее выделенной на адиабате соответствуют скачки уплотнения, 

точкам справа – скачки разрежения. Тогда предельно малое значение j
2
 для 

скачка уплотнения (когда его практически нет) можно получить из (5.21) с по-

мощью предельного перехода: 
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где a1 – скорость звука в среде перед скачком (см. (5.13)). Полученное соотно-

шение говорит о том, что минимальная скорость потока, в котором могут быть 

скачки уплотнения, соответствует скорости звука. Это значит, что реальные 

скачки уплотнения могут двигаться относительно среды только со сверхзвуко-

вой скоростью. Таким образом, скачки уплотнения в газах могут появляться 

при движении в них тел со сверхзвуковой скоростью. 

Рассмотренные соотношения параметров на поверхности разрыва, вообще 

говоря, относятся к ее расположению перпендикулярно скорости потока. Такие 

скачки уплотнения называются прямыми. Однако существуют условия, в кото-

рых скачок уплотнения может быть расположен под углом к набегающему по-

току. Так, например, при обтекании сжимаемым газом тупого угла с внутрен-

ней стороны (нижняя часть рис. 38) со сверхзвуко-

вой скоростью он испытывает резкое повышение 

давления, т.е. в нем появляется скачок уплотнения. 

Так как такое воздействие в обычных газовых сре-

дах необратимо, энтропия при этом процессе воз-

растает. Это означает, что в обычных газовых сре-

дах возможны скачкообразные уменьшение скоро-

сти и увеличение плотности и давления, т.е. скач-

ки уплотнения, и невозможны скачки разрежения. 

Разрежение газа с внешней стороны обтекаемого 

тупого угла происходит непрерывно в достаточно 

протяженной волне разрежения (верхняя часть 

рис. 38, где пучок прямых изображает линии постоянного давления). Следует 

заметить, что в сверхзвуковом потоке среда обтекает угол без отрыва и без 

местных бесконечных скоростей. В противоположность этому в дозвуковом 

потоке, как это рассматривалось в разделе 3, возможно и то, и другое. 

 

 

 

 

 

 
Рис. 38 

  Волна разрежения 

Скачок уплотнения 
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