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1. Постановка задач классического вариационного исчисления. Примеры.

Основная задача вариационного исчисления формулируется следующим образом:

Пусть F(x,y,z) – функция, имеющая непрерывные частные производные до 2-го порядка
включительно. Среди всех функций y(x), имеющих непрерывную производную и 
удовлетворяющих условиям

y(a) = A, y(b) = B, (1.1)
найти ту функцию, при которой достигается экстремальное (наименьшее или наибольшее) 
значение интеграла типа

∫
b

a

yyxF )',,( . (1.2)

Одной из первых задач вариационного исчисления была задача о брахистохроне, которую 
предложил Бернулли в 1696 году.

Замечание 1.1.  βραχιστ oς  — кратчайший, χρoν oς  — время.

Эта задача состоит в следующем:
Даны две точки A и B в вертикальной плоскости, не лежащие на одной вертикальной

прямой; требуется соединить их такой кривой, чтобы материальная точка M, падая вдоль 
этой кривой без начальной скорости и при отсутствии сопротивления, пробегала кривую в 
кратчайшее время.

Мы предположим, что точки A и B лежат в плоскости xy с осью y, направленной вниз,
см. рис. 1.1.  Положим  A  =  A(x1 , y1 ) и B = B(x2 , y2 ) и пусть y  =  y(x)  — уравнение дуги, 
соединяющей точки A и B  так, что

x1 < x2 , y1  = y(x1) , y2  = y(x2) , y1  < y2 .

Скорость движения вдоль кривой равна 
dt
dsv = . Тогда время спуска равно

dx
v

y
v
dsI

x

x

xx

xx
∫∫

+
==

=

=

2

1
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1
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Рис.1.1. К задаче о брахистохроне

Чтобы найти скорость v как функцию координаты x, воспользуемся законом сохранения 
энергии:

1

2
1

2

22
mgymgymvmv −=−

,
Где 1v  - начальная скорость движения частицы. Тогда

)(2 0yygv −=   g
vyy
2

2
1

10 −=
,

и задача свелась к выбору функции y(x), для которой интеграл

dx
yy
y

g
I

x

x
∫ −

+
=

2

1 0

2'1
2
1

достигает наименьшего значения из всех возможных.
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Изопериметрическая задача.
Ее формулировка  приписывается  первой  карфагенской царице Дидо (задача Дидоны).

Рис.1.2. К задаче Дидоны

Среди всех гладких кривых длины L,  соединяющих заданные точки P1 и  P2

(L > | P1 P2 |)  найти  ту,  которая  ограничивает  наибольшую  возможную  площадь,
заключенную  между  отрезками  двух  перпендикуляров,  идущих  от  точек  P1 , P2   к 
заданной оси. Положим P1 = P1 (x1 , y1 ) , P2  = P2 (x2 , y2 ) и пусть y = y(x) — искомая 
кривая, y > 0, см. рис. 1.2.
Требуется найти функцию y(x) такую, чтобы

y(x1) = y1, y(x2) = y2, Ly
x

x

=+∫
2

1

2'1 ,

а интеграл

∫=
2

1

x

x

ydxS

достигал наибольшего значения.
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2. Постановка задач оптимального управления. Примеры.

Для задачи оптимального управления (ОУ) характерно наличие некоторого
динамического объекта, т. е. объекта, меняющегося во времени.

Пусть положение объекта в каждый момент времени t полностью характеризуется
набором параметров )(1 tx , ... )(txn . Это могут быть координаты объекта в какой-то системе 
координат и т.п. Вектор ))(),...,(()( 1 txtxtx n=

 называется фазовым вектором объекта. 
Предполагается, что движением объекта можно управлять, т. е. объект снабжён некоторыми 
рулями, от положения которых зависит его поведение. Пусть положение рулей 
характеризуется в каждый момент времени  t набором параметров )(),...,(1 tutu l . Вектор 

))(),...,(()( 1 tututu l=
 называется управляющим параметром объекта, или управлением. 

Состояние объекта в данный момент времени t зависит от того, какие значения принимает 
управление )(tu  до момента времени t, и не зависит от будущего поведения управления.

В конкретных физических объектах на )(tu  наложены ограничения. Например, если
)(1 tu  тяга двигателя, то в любой момент времени она должна удовлетворять ограничению 

max1min )( utuu ≤≤ . Обычно предполагают, что )(tu  удовлетворяет ограничению в каждый 
момент времени t Utu ∈)( , где U – некоторое заданное множество. Как правило, в 
конкретных физических объектах U замкнуто. Эта замкнутость не позволяет в общем 
случае исследовать поведение управляемого объекта методами классического 
вариационного исчисления.

Предположим, что задано множество 0M  и 1M - начальных и конечных состояний 
объекта

соответственно. Будем считать, что )(tu  переводит объект из множества 0M  на множество 

1M  на отрезке [ 10 , tt ], если соответствующее этому управлению )(tu  фазовое состояние 
объекта )(tx  удовлетворяет условиям:

1100 )(,)( MtxMtx ∈∈ 
. (2.1)

Управляемый объект можно перевести из множества 0M  на множество 1M  многими
способами. На практике желательно среди всех таких переходов выбрать в каком-то смысле 
наилучший. Обычно предполагается, что каждому допустимому )(tu , заданному на [ 10 , tt ], и 
соответствующей ему траектории объекта )(tx  сопоставлено некоторое число J, 
оценивающее качество пары )(tu , )(tx , т.е. задан функционал J( )(tu , )(tx ). Например, 

функционал может иметь вид J( )(tu , )(tx )= dssusxsf
t

t

))(),(,(
1

0

0 
∫ .

Задача ОУ заключается в нахождении таких )(* tu  и соответствующей ему )(* tx , что
функционал принимает минимальное значение J( )(* tu , )(* tx ) = min  J( )(tu , )(tx ).

Пример. Пусть космический корабль движется по некоторой круговой орбите вокруг
Земли. Поведение корабля можно описать системой ДУ ))(),(,(

.
tutxtfx  = . 

При этом координатами вектора фазового состояния )(tx могут быть координаты вектора 
положения корабля относительно неподвижной системы координат, связанной с Землёй, 
координаты вектора скорости, угловая скорость и т. п. Координатами вектора управления 
могут быть углы поворота струи реактивного двигателя, расход топлива в единицу времени и 
т. п. Выбирая значения координат вектора )(tu , можно заставить космический корабль 
двигаться по той или иной траектории )(tx .
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Предположим, что корабль нужно перевести на новую круговую орбиту, т. е. подобрать 
управление )(tu таким образом, чтобы соответствующая траектория )(tx  начиналась в 
момент времени 0t  и заканчивалась в момент времени 1t  на 2-ой круговой орбите. При этом 
за множество начальных состояний 0M  можно взять значения координат корабля на 1-ой 
орбите, допустимые начальные скорости и т. п., т. е. значения  )( 0tx . Аналогично обстоит 
дело с множеством конечных состояний 1M .
Критерием качества может служить общее количества топлива, затраченное на переход с 1-
ой орбиты на вторую. Таким образом, задача ОУ будет заключаться в выборе таких 
управления )(tu  и соответствующей траектории )(tx , чтобы перевод космического корабля 
с 1-ой на 2-ую орбиты осуществлялся с минимальным расходом топлива.

Основные вопросы теории ОУ.
При решении конкретной физической задачи, прежде всего возникает вопрос, существует

ли такое управление )(tu , при котором )(tx удовлетворяет (2.1). Если вопрос решается 
положительно, то необходимо выяснить, существует ли ОУ. Если ОУ в задаче существует, 
то далее нужно развивать методы нахождения этого ОУ. Даже в простых задачах может 
оказаться бесконечно много управлений, переводящих объект из множества начальных 
состояний на множество конечных состояний. Поэтому простым перебором всех управлений 
не обойтись. Сузить класс управлений, подозрительных на оптимальность, позволяют 
необходимые условия оптимальности. Таким необходимым условием оптимальности 
является принцип максимума Понтрягина.

Формулировка принципа максимума.
Определение функции Гамильтона-Понтрягина.
Рассмотрим динамический объект, движение которого описывается системой линейных ДУ по 

переменным ln ux ℜ∈ℜ∈  , , ))(),(,(
.

tutxtfx  = .

Функцию 11
0 ],[: ℜ→ℜ× ++ lnTtH , определённую равенством

),,(),,(,),,(),,,(
0

00 uxtfuxtfuxtfuxtH
n

i
ii

 ∑
=

=〉〈+= ψψψψ ,

будем называть функцией Гамильтона-Понтрягина для рассматриваемой задачи ОУ, а вектор 
T

n ),...,,( 10 ψψψψ =  вектором сопряжённых переменных.
Систему линейных ДУ относительно вектора переменных ψ  вида

),,,(,00 ψψψ 
 uxt

x
H

∂
∂−==

будем называть сопряжённой системой ДУ.

Формулировка принципа максимума.
Запишем систему дифференциальных уравнений – математическую модель управляемого 
динамического объекта (ограничимся автономными системами).

njUuuuxxf
dt

dx
lnj

j ,1  ,  ), ... , ; ..., ,( 11 =∈= 

Компоненты  вектора  управления  u


 нужно  выбрать  так,  чтобы минимизировать  функционал  J , 
который запишем в виде

 .)( ,)((
1

0

0 ξξξ duxfJ
t

t


∫=

Введем  1+n -ю компоненту вектора состояния x следующим образом
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,))( ,)(()(
0

00 ξξξ duxftx
t

t
∫= 

так что

)....,;...,(
)(

110
0

ln uuxxf
dt

tdx
     =

Очевидно, что начальные условия для компоненты  0x  имеют вид  0)( 00 =tx , а цель управления 
Jtx =)( 10 . Теперь расширенная система уравнений имеет вид

) ,( uxf
dt
xd 


= ,

где

T
l

T
n

uuuu
xxxx

) ... , ,(

,) ... , ,(

21

10

=

=




Пусть  0u  и  0x  –  оптимальное  управление  и  оптимальная  траектория.  Тогда  для  любого,  мало 
отличающегося от оптимального процесса можно написать уравнение в вариациях

x
x

uxfx δ
∂

∂=δ ),( 00  


и сопряженную систему

T
n

T

x
uxf ),...,,(  ,) ,(

10

00

ψψψψψψ =





∂

∂−= .

Заметим, что 
x
f

∂
∂

 – квадратная матрица.

Теперь нашу систему можно записать в канонической форме

,
~

;,
~

j

j

j

j

x
H

t

njH
dt

dx

∂
∂−=

∂
ψ∂

=
ψ∂

∂=  ... 1, 0,  

ибо

.
~

),,(
~

0

0

t
f

xx
H

uxffH

jn

k

k
k

j

jk
n

k
k

jj

∂
∂

−=
∂

ψ∂
ψ=

∂
∂

=





ψ

ψ∂
∂=

ψ∂
∂

∑

∑
=

 

Л.С.  Понтрягиным  доказано,  что  оптимальное  управление   0uu =  достигается  при  максимуме 
функции  :),,(~ uxH   ψ

). , ,(~sup),(~ 0 uxHxM
Uu

ψψ
∈

=

Сформулируем теперь принцип максимума.
Пусть  )(  )( 10 ttttu ≤≤  – такое допустимое управление,  что соответствующая ему траектория 

)(tx ,  исходящая  в  момент   0t  из  точки   )( 0tx ,  проходит  в  момент  1t   через  точку  ).( 1tx  Для 
оптимальности управления  )(tu  и  траектории  )(tx  необходимо существование такой ненулевой 
непрерывной вектор-функции  ),(tψ  что

8



01 – для любого момента  [ ]1t ,0tt ∈ , являющегося точкой непрерывности управления  )(tu , если 
канонические уравнения удовлетворены, функция  )(~ uxH  , ,ψ  переменной  Uu ∈  достигает в точке 

0uu =  максимума;
02 – в конечный момент 1t  выполнены соотношения

.0)(,0))()((~
1011 ≤ψ=ψ ttxtM    ,

Замечание: в любой момент  t , если канонические уравнения удовлетворены.

Достаточные условия оптимальности. Во многих задачах, несмотря на то, что 
необходимые условия оптимальности и позволяют сузить класс управлений, подозрительных 
на оптимальность, всё же этот класс остаётся достаточно широким. Отобрать действительно 
ОУ в этом классе позволяют достаточные условия оптимальности. Если некоторое 
управление из этого класса удовлетворяет достаточным условиям оптимальности, то тем 
самым гарантируется его оптимальность.
Единственность ОУ. Очень важно знать является ли ОУ единственным. Если оно 
единственно, то в конкретных управляемых объектах реализация единственного ОУ может 
оказаться существенно проще. Поэтому вопрос о единственности ОУ также входит в число 
основных вопросов теории ОУ.

3. Сравнительный анализ задач классического вариационного исчисления и ОУ.
Оптимальное управление — раздел математики, изучающий неклассические вариационные 
задачи.

Объекты, с которыми имеет дело техника, обычно снабжены «рулями» — с их помощью
человек управляет движением. Математически поведение такого объекта описывается 
некоторыми уравнениями, куда входят и управляющие параметры, характеризующие 
положение «рулей». Естественно, возникает вопрос об отыскании наилучшего 
(оптимального) в том или ином смысле управления движением. Например, речь может идти 
о достижении цели движения за минимальное время. Этот вопрос является задачей 
вариационного исчисления. В отличие от классических вариационных задач, где 
управляющие параметры меняются в некоторой открытой области (без границы), теория 
оптимального управления охватывает и тот случай, когда управляющие параметры могут 
принимать и граничные значения. Последнее обстоятельство особенно существенно с 
прикладной точки зрения, поскольку при управлении техническим объектом именно 
положение «руля» (в пределах имеющихся ресурсов управления) обеспечивает оптимальное 
управление.

4. Примеры решения задач, относящихся  к классическому вариационному 
исчислению, но не относящихся к оптимальному управлению, и наоборот.

Пример 1. Задача о наборе максимальной скорости ракетой в однородном поле тяжести в  
среде с сопротивлением.

Ракета  движется  вертикально вверх в однородном поле тяжести при наличии сопротивления 
среды,  пропорционального  скорости  ракеты.  Коэффициент  сопротивления  среды  -  µ .  Ракета 
принимается  за  материальную точку.  В момент старта  (t=0)  начальная  скорость ракеты равна 0, 
начальная  масса  М0.  В момент полного сгорания  топлива (t=T) масса  ракеты равна  M1.  Момент 
времени  T зависит  от  сгорания  топлива.  Относительная  скорость  отделения  продуктов  сгорания 
постоянна  constur =  и  направлена  вертикально  вниз.  Требуется  определить  непрерывно 
дифференцируемый закон  изменения  массы ракеты (закон  сжигания  топлива)  M=M(t),  ],0[ Tt ∈ , 
который обеспечил бы ракете максимальную скорость в момент времени T.

9



Рис 4.1

Формализуем  задачу.  Вертикальную  прямую  – траекторию  ракеты 
примем за ось Ox (см. рис. 4.1). Начало координат поместим в точку старта 
ракеты.  Уравнение  Мещерского,  описывающее  движение  ракеты  на 
интервале времени работы двигателя, в проекции на ось Ox имеет вид 

(4.2)

Здесь g – ускорение силы тяжести, а M(t), ],0[ Tt ∈ , M(0)=M0,

M(t)=M1 –  некоторый  непрерывно  дифференцируемый  закон  сжигания 
топлива.  Интегрирование уравнения (2.2) с начальными условиями  v(0)=0 
позволяет определить величину скорости v(t), как функцию времени.

Таким  образом,  задача  о  наборе  ракетой  максимальной  скорости 
сводится  к  следующей.  Среди  функций  вида 

],0[,,],0[:,],0[: 111 TCvMTvTM ∈ℜ→ℜ→ ,  M(0)=M0,  M(t)=M1,  v(0)=0 
требуется  найти  функции  00 ,vM ,  удовлетворяющие  дифференциальному 
уравнению (2.2) и максимизирующие величину V[M]=v(T).

Пример 2. Ориентация космического аппарата
Рассмотрим задачу на управление ориентацией космического аппарата (КА). Для упрощения мы 

будем рассматривать лишь плоский вариант: поворот КА производится лишь в одной плоскости за 
счёт  вращения  маховика  установленного  внутри  КА.  На  вал  маховика  подаётся  вращательный 
момент  М,  который  сообщает  ему  угловое  ускорение  θ  .  Таким  образом  ,MJ M =θ  где  −MJ
момент инерции маховика. Согласно закону сохранения кинетического момента КА

( ) ,00 =+ ϕθ  JJ
dt
d

M   где −0J момент инерции КА, ϕ - угол ориентации. Из

последнего равенства следует, что
MJJ M =−= ϕθ  0  

Величину, пропорциональную вращательному моменту М , взятую с обратным знаком , примем 
за сигнал управления и

0J
Mu −=

Введём обозначения для составляющих вектора состояния

ϕ
ϕ
=

=
)(
)(

2

1
tx
tx

,

следовательно      
).()(
)()(

2

21
tutx
txtx

=
=





Согласно теории Л.С. Понтрягина, введём третью составляющую вектора состояния 
).()( 2

0 tutx =

Очевидно, что ).()(  ),()(  ),()( 221
2

0 tutftxtftutf ===  Функция Понтрягина имеет вид

.0    ),()()(H~ 0221
2

0 <++= ψψψψ tutxtu

Верхняя граница этой функции достигается в точке, где ,0
~

=
∂

∂
u
H  то есть .

2 0

2
ψ

ψ
−=u

Функции )(  ),(  ),( 210 ttt ψψψ  определим из канонических уравнений
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],0[,)()()( Ttu
dt

tdMvgtM
dt
dvtM r ∈−−−= µ



.1
2

2

1
1

1

0
0

0

~

     ,0
~

    ,0
~

ψψ

ψψ

ψ
ψ

=
∂
∂−=

==
∂
∂−=

==
∂
∂−=

x
H

dt
d

const
x
H

dt
d

const
x
H

dt
d

),  t()( 012 −−= tt ψψ

Следовательно  ).(
2

)( 0
2

1 tttu −=
ψ

ψ
 Видим,  что  управление  космическим  аппаратом  есть 

линейная функция времени вида u(t)=-at+b .
Теперь обратимся к нашим исходным уравнениям  и  проинтегрируем их

).0()0(
26

)(

),0(
2

)(

,)(
)()(

12
23

1

2
2

2

2

21

xtxbtattx

xbtattx

battx
txtx

+++−=

++−=

+−=
=





Допустим, что в начальный момент ϕ = 0, 0=ϕ , а в конечный момент 1tt =
.0)(   ,)( 12011 == txtx ϕ  Для определения постоянных а и b имеем два уравнения

.
26

,0
2

0
2
1

3
1

1
2
1

ϕ=+−

=−

tb
at

btat

Следовательно  .
2

3
   ,

3
2
1

0
3
1

0

t
b

t
a

ϕϕ
==  Здесь  b – удельный вращательный момент на валу маховика в 

начальный момент, а постоянная а равна начальной скорости изменения угла ориентировки КА.
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