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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 3
ОПТИМАЛЬНОЕ РЕЗЕРВИРОВАНИЕ

Цель работы: Изучение оптимизационной задачи для случая повышения надежности системы путем резервирования при ограничениях.

Домашнее задание:

1.Изучение теоретического материала.

2.Ознакомление с индивидуальным заданием на выполнение лабораторной работы.

3.Изучение алгоритма решения задачи и составление программы вычислений.

Основные теоретические сведения

При проектировании высоконадежных систем приходится сталкиваться со следующей дилеммой. С одной стороны, желательно обеспечить каждый из элементов системы как можно большим количеством резервных элементов, но, с другой стороны, нельзя проектировать систему со слишком большими значениями стоимости, веса или объема. Действительно, возможно наличие определенных ограничений по стоимости, весу, объему или даже одновременно по нескольким факторам.

Выбор характеристики затрат определяется конкретным видом системы и ее назначением. Например, для летательных аппаратов существенным фактором является масса, а для различного наземного оборудования – стоимость. Выбранную характеристику для кратности назовем стоимостью вне зависимости от ее физической сущности.

Будем рассматривать системы, представляющие собой последователь- ное  соединение взаимозависимых участков. Участком системы в данном случае будем называть такую часть системы, для резервирования которой могут быть  использованы  однотипные  элементы.  Таким образом, участок системы – это не обязательно  конструктивно  оформленная  часть  системы. Например, в задачах обеспечения системы запасными элементами, даже если они конструктивно разнесены и схемно не связаны между собой.
Суть оптимизационной задачи для случая повышения надежности системы путем резервирования при ограничениях на суммарную стоимость можно пояснить на двух простых частных случаях. Допустим, что все элементы системы равнонадежны и на каждом участке резервирования имеется ровно по одному элементу. В этом случае приоритет по резервированию сначала получают участки, элементы которых характеризуются наименьшей стоимостью, если же элементы имеют равную стоимость, то сначала следует резервировать наименее надежные участки.

В более сложных случаях, когда участки содержат различное число элементов, а сами элементы на разных участках отличаются и по показателям надежности, и по стоимости, для определения оптимального состава резервных элементов в системе требуется использовать специальные алгоритмы решения оптимизационных задач.

В дальнейшем будем рассматривать показатель надежности системы в виде вероятности безотказной работы или коэффициента готовности и обозначать его 
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. Если показатель надежности i- й резервной группы при условии 
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 резервных элементов равен 
[image: image3.wmf](

)

ii

Rx

, то показатель надежности системы в целом для случая независимости отказов участков
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или для высоконадежных систем, когда 
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 близко к единице, можно записать
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где 
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Здесь для компактности записи введено обозначение 
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 Затраты на резервирование всех резервных групп
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где 
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 - стоимость 
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 резервных элементов. Если каждый элемент i- й резервной группы стоит 
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 единиц независимо от числа элементов в группе, т.е. нет “оптовой скидки” на стоимость большой партии элементов, то наличие 
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 резервных элементов в системе связано с затратами
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Теперь можно сформулировать оптимизационные задачи резервирования. Прямая задача: найти состав резервных элементов 
[image: image16.wmf]*
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, доставляющий максимум показателю надежности системы 
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 при условии, что на 
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 наложено ограничение по суммарным затратам 
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, где 
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 - заданное ограничение.

Более компактно эту задачу можно записать в виде: найти вектор 
[image: image21.wmf]*
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, представляющий собой решение задачи:
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Запись 
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означает нахождение условного максимума функции 
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 при выполнении ограничения 
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Обратная задача: найти вектор 
[image: image26.wmf]*
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, представляющий собой решение задачи:
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Иногда при решении задачи оптимального резервирования удобнее функционал вида (1) записать в виде
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где 
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 поскольку с целевым функционалом в виде суммы функций от независимых переменных реализуются более простые вычислительные алгоритмы оптимизации.

К подобному же виду целевого функционала в виде суммы функций от независимых переменных можно прийти, если для высоконадежной системы точное значение функционала 
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 заменить приближенным:
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где 
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. В этом случае оптимизационные задачи приобретают вид: найти вектор 
[image: image35.wmf]*
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, представляющий собой решение задач:
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или
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для функционала 
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или
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для функционала 
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 и 
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 - соответствующие допустимые значения.

Метод неопределенных множителей Лагранжа

Если забыть на время, что по физическому смыслу величины 
[image: image44.wmf]i
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 являются целыми, ограничения в виде неравенства заменить на ограничения в виде равенств, то задачи (7)-(10) оказываются стандартными непрерывными задачами на условную оптимизацию, для решения которых может быть использован метод неопределенных множителей Лагранжа. Рассмотрим принцип решения задачи для функционала 
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. Для решения прямой задачи составляем функцию Лагранжа
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Искомое решение находим из системы уравнений
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Учитывая вид целевых функций, получаем
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Независимыми здесь являются величины 
[image: image49.wmf]*
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 и неопределенный множитель Лагранжа 
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Для решения системы (11) необходимо задать явные выражения для 
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. Заметим, что из первых 
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 уравнений суммы (11) следует равенство


[image: image54.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

*

1122

1122

nn

nn

Lx

LxLx

cxcxcx

l

¶

¶¶

====-

¶¶¶

K

,



(12)

где 
[image: image55.wmf]*

l

- также некоторая фиксированная величина. Условие (12) означает, что оптимальному решению соответствует равенство частных производных функции надежности по функции стоимости. Иначе говоря, в точке оптимального решения отношение приращения функции на единицу затрат одинаково для всех резервных групп системы.

Функция Лагранжа для обратной задачи имеет вид
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а условие (12) и для этой задачи сохраняет свою силу.

Проиллюстрируем применение метода неопределенных множителей Лагранжа на системе, представляющей собой последовательное соединение элементов, для повышения надежности которых используется нагруженное резервирование, т.е.


[image: image57.wmf](

)

(

)

1

1

i

x

iiiii

RxQxq

+

-==

.







Будем решать следующую задачу: найти вектор состава резервных элементов 
[image: image58.wmf]*
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, который является решением задачи
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Функция Лагранжа в этом случае записывается в виде
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Система уравнений для определения оптимального решения имеет вид
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Поскольку и функция C(x), и функция Q(x) представляют собой суммы функций, каждая из которых зависит от одного аргумент 
[image: image62.wmf]i
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, можно записать
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откуда 
[image: image64.wmf]1

*

ln

i

x

iii

qcq

l

+

=-

, или


[image: image65.wmf]*

i

x

iii

qq

al

=

,







(14)

где 
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Поставив (14) в так называемое уравнение связи (13), получаем
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откуда 
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 выражается в виде 
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Таким образом, неизвестное значение множителя Лагранжа выражено через известные исходные величины 
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. В свою очередь, искомые значения оптимального числа резервных элементов для каждого участка 
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Отсюда окончательно определяем
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При решении задач (4)-(10) методом множителя Лагранжа оптимальные решения 
[image: image76.wmf]*
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 могут в общем случае получаться нецелочисленными. Иногда в качестве приближенного решения принимают округления до ближайшего меньшего и ближайшего большего целого значения. Однако такое округление, вообще говоря, может привести к большим ошибкам.

Метод наискорейшего покоординатного спуска

Рассмотрим процесс нахождения оптимального значения как процесс последовательного добавления в систему резервных элементов.

Пусть перед началом процесса в системе содержится 
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 резервных элементов. В качестве начального состояния процесса оптимизации может быть взято, например, 
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. Однако часто оказывается более целесообразным начинать процесс с некоторого ненулевого состояния, выбор которого мы обсудим далее. Перед k- м шагом для всех 
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 вычисляют значения относительных приращений показателя надежности на единицу затрат:
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где 
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 - число резервных элементов в i- й группе перед k- м шагом 
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В систему добавляется резервный элемент с таким индексом j, для которого выполняется условие
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где j - номер резервной группы, которая обеспечивает максимальное относительное приращение показателя надежности на единицу стоимости на   k- м шаге. Таким образом, к 
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- му шагу получаем вектор состава резерва 
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, где 
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 - вектор с нулевыми компонентами, кроме j- й, которая равна единице.

Процедура продолжается до момента останова на таком шаге 
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, когда впервые нарушаются условия 
[image: image89.wmf](

)

(

)

1

0

N

CXC

+

£

 для прямой задачи или 
[image: image90.wmf](

)

(

)

0

n

RXR

£

для обратной задачи.

Известно, что если 
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, т.е. все элементы характеризуются одинаковой стоимостью, то покоординатный спуск позволяет найти условный экстремум для любых монотонно возрастающих выпуклых функций 
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. Когда 
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 различны, то покоординатный спуск обеспечивает точное нахождение условного экстремума, если одновременно выполняются условия:

а) функции 
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 логарифмически строго выпуклы, т.е. для функций 
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б) в точке останова соблюдается одно из строгих равенств 
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Процедура наискорейшего покоординатного спуска позволяет строить последовательность пар “надежность–стоимость”:
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Векторы состава 
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 и т.д. обладают одним естественным свойством:
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т.е. никакой другой вектор состава 
[image: image103.wmf]X

, характеризующийся меньшим значением суммарных затрат, чем 
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, не может обеспечить показатель надежности выше, чем вектор 
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, полученный при помощи процедуры наискорейшего покоординатного спуска. Векторы, обладающие свойством (15), будем называть доминирующими. Последовательность векторов, получаемых при помощи процедуры наискорейшего покоординатного спуска, является последовательностью доминирующих векторов.


Алгоритм решения задачи приведен на рис.1.

Проведение лабораторного исследования

В соответствии с разработанным алгоритмом и программой расчета студенты обязаны построить оптимальную систему, используя результаты домашнего задания, выполненные в соответствии с данными, представленными в табл. 1.

Задача расчета: определить оптимальный вариант резервирования системы с учетом заданного ограничения по надежности.

Данную задачу наиболее удобно решать с помощью алгоритма программы приведенного на рис.1.

В начале программы для моделирования необходимо ввести данные о количестве подсистем, их стоимости, значения ограничения по надежности.

Далее в соответствие с методикой решения оптимизационной задачи произвести расчет оптимального варианта резервирования системы.

Рис.1. Алгоритм программы повышения надежности системы путем резервирования


Таблица 1

	Одно ограничение

	№ Бригады
	1
	2
	3
	4

	Кол-во подсистем
	6
	5
	4
	8

	Стоимость подсистем
	с11=67,с21=12,

с31=45,

с41=10,с51=234,

с61=123
	с11=34,с21=89,

с31=45,

с41=734,с51=190
	с11=456,

с21=120,

с31=234,

с41=65
	с11=12,

с21=112,

с31=234,

с41=90,

с51=432,

с61=50,

с71=10,

с81=100

	Надежность
	Р1=0.4,Р2=0.1,

Р3=0.5,

Р4=0.1,Р5=0.9,

Р6=0.7
	Р1=0.1,Р2=0.5,

Р3=0.2,

Р4=0.8,Р5=0.9
	Р1=0.9,Р2=0.1,

Р3=0.3,Р4=0.8
	Р1=0.1,Р2=0.3

Р3=0.2,Р4=0.9

Р5=0.5,Р6=0.2

Р7=0.8,Р8=0.1

	Ограниче-ние по надежности
	Не менее 0.4
	Не менее 0.5
	Не менее 0.3
	Не менее 0.3

	Несколько ограничений

из вышеперечисленных условий удалить ограничение по надежности и добавить

	Вес
	с12=12,с22=34,

с32=47,

с42=78,с52=99,

с62=120
	с12=39,с22=560,

с32=89,

с42=67,с52=10
	с12=20,с22=59,

с32=90,с42=10
	с12=20,

с22=40,

с32=46,

с42=46,

с52=79,

с62=81

с72=60,

с82=89

	Ограниче-ния по весу
	Не более 78
	Не более 90
	Не более 70
	Не более 50

	Ограниче-ние по стоимости
	Не более150 
	Не более 800
	Не более 89
	Не более 60


Требования к отчету

Отчет должен содержать:

1. Краткие теоретические сведения.

2. Алгоритм и программу расчетов.

3. Распечатку с результатами счета на ЭВМ.

4. Выводы по работе.

Контрольные вопросы:

1. Какими методами можно решить оптимизационную задачу?

2. В чем заключается прямая задача оптимизационного резервирования?

3. В чем заключается обратная задача оптимизационного резервирования?

4. Поясните суть метода множителей Лагранжа.

5. Поясните суть метода наискорейшего спуска.

6. Какие условия необходимы для нахождения условного экстремума?

7. Поясните особенности разработанной программы вычислений?
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