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тодами. На этом пути необходимо отслеживать корректность отыскания всех промежуточных производных, так как возможны случаи "отставания" их численных значений на шаг интегрирования. Это происходит потому, что применение разностной формулы для отыскания высшей производной требуется знание низшей производной или функции, а такое знание возможно только с предыдущего шага интегрирования.

Второй из подходов основывается на построении специальных разностных схем для уравнений высокого порядка, которые можно найти в специальной литературе. 

Е) Методы решения краевых задач – задач решения дифференциальных уравнений, когда не все начальные условия известны, а известны значения некоторых параметров в начальной точке и некоторых из них в конечной или других точках интервала интегрирования. 

1) Первая группа методов, называемых методами сеток, основывается на идее замены дифференциальных уравнений разностными, и отыскания решения в виде сеточной функции. Сеточная функция представляет собой таблицу значений функции yk, заданных в узлах, совпадающих с сеткой шагов интегрирования: x0, x1, x2,..., xn. Все эти значения yk для рассматриваемой задачи неизвестны, но для каждой узловой точки можно составить алгебраическое уравнение, если заменить производные их разностными соотношениями. Полученную в итоге систему n + 1 алгебраических уравнений можно решить в некоторых специальных случаях. 

Ниже рассмотрены два простейших случая для иллюстрации одного из методов сеток – метода прогонки.

ПРИМЕР 1. Вообще говоря, краевые задачи формулируются для уравнений второго порядка и выше или для систем уравнений, но для упрощения наглядного представления идеи этих методов в учебных целях рассмотрим некую "вырожденную" краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка 
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 интервала интегрирования от x0 до 
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. Будем искать численное решение y(x) с шагом интегрирования 
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, т.е. значения сеточной функции в пяти точках: y0, y1, y2, y3, y4. Заметим, что 
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 известно из граничного условия. Воспользуемся простейшей разностной схемой Эйлера 
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 и запишем исходное уравнение для всех шагов интегрирования от 0-го до 4-го:
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где fk = f(xk) можно вычислить во всех точках в силу особого ее вида.

Полученная система алгебраических уравнений обладает специальными свойствами: она линейная, двухдиагональная (неизвестные группируются только по двум центральным диагоналям). В этой системе для 5 неизвестных y0, y1, y2, y3, y4 существует 5 уравнений. Заметив, что в последнем уравнении только одно неизвестное y4 (
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 задано), решаем систему в обратном порядке и находим сначала y4, потом y3, y2, y1, y0. Такой путь решения данной "вырожденной" задачи называется обратной прогонкой.

ПРИМЕР 2. Для иллюстрации более общего случая метода прогонки рассмотрим краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка 
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 с двумя граничными условиями: 
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 на обоих концах того же интервала интегрирования, что и в предыдущем примере. Сеточную функцию построим таким же образом, а разностную схему второго порядка запишем в общем виде, содержащем три узловые точки с коэффициентами a, b, c:


[image: image13.wmf](

)

2

1

k

k

1

k

x

cy

by

ay

y

D

+

+

»

¢

¢

-

+

.
Тогда система алгебраических уравнений, заменяющая краевую задачу, будет выглядеть следующим образом:
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.
В этой системе 6 уравнений 6 неизвестных, однако ее решение самыми общими методами (исключения) может оказаться неэффективным. Используя особый, трехдиагональный вид этой системы, ее решение можно найти следующим образом, называемым методом прогонки. Для этого 5-е уравнение запишем специальным образом: y0 = L0y1 + K0, где L0 = 0, а 
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. С помощью этого уравнения исключим из 1-го уравнения системы y0, а результат запишем в виде выражения для y1: y1 = L1y2 + K1, где 
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. С помощью этого соотношения с известными коэффициентами, в свою очередь, можно из 2-го уравнения выразить y2. Этот процесс следует провести вплоть до последнего уравнения системы и выразить предпоследнее неизвестное (в нашем примере y4) через известное из конечного условия y5 с известными из предыдущего шага коэффициентами L4 и K4. Таким образом завершается прямая прогонка метода. Последнее полученное таким образом уравнение, содержащее только неизвестное y4, позволяет его вычислить. После этого строится обратная прогонка для вычисления y4, y3, y2, y1. Описанный метод достаточно экономен и не накапливает погрешности вычислений.

Для построения метода прогонки в общем случае вводятся новые неизвестные с помощью линейной замены вида uk = (kyk + (kyk–1, через которые записывается система уравнений. Вид замены переменных подбирается в соответствии с видом системы уравнений таким образом, чтобы все коэффициенты (k, (k можно было бы определить последовательно: от (1, (1 до (n, (n. Этот шаг называется прямой прогонкой. После этого по уравнениям линейной замены переменных последовательно определяются yn–1, yn–2,..., y1, так как yn известно из заданного граничного (конечного) условия. Этот шаг называется обратной прогонкой.

2) Метод стрельбы (пристрелки) основан на сведéнии решения краевой задачи к решению задачи Коши. Недостающие начальные условия отыскиваются, как решение одного или системы нелинейных алгебраических уравнений, в которых роль функций играют разности между заданными значениями конечных условий и соответствующими значениями найденных решений задач Коши. 

[image: image58.wmf]y

На рис. 31 показан простейший случай одного дифференциального уравнения. По методу стрельбы в результате решения задачи Коши с исходным приближением начального условия 
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. Исходя из этого сравнения, выбирается следующее приближение начального условия 
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 для процедуры отделения корней, а затем по одному из методов решения нелинейного алгебраического уравнения – очередное: 
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Рис. 31.

Для решения оговоренной системы алгебраических уравнений применяются итерационные методы. Нетрудно видеть, что этот метод требует многократного интегрирования дифференциальных уравнений от начальной точки к конечной (многократного решения задачи Коши). Несмотря на кажущуюся простоту, метод стрельбы может оказаться вычислительно неустойчивым, что требует проведения дополнительных исследований искомой функции. 

Ж) Методы интегрирования дифференциальных уравнений с частными производными основываются на разностных схемах, позволяющих отыскивать сеточные функции (таблицы искомых функций, заданных в узлах области интегрирования). Сеточные функции и разностные схемы для аппроксимации частных производных используют такие же подходы, как и в одномерном случае. Однако особенности получаемых сеточных решений могут сильно зависеть от вида таких аппроксимаций разностями и даже быть очень далекими от искомого решения. Во избежание этого разностные схемы подбираются с учетом сохранения основных особенностей физической сути отдельных членов уравнений. 

ПРИМЕР. Поясним это на примере аппроксимации энергии и импульса. В задачах эти две величины обычно рассматриваются как независимые: например, закон сохранения энергии и закон сохранения импульса (второй закон Ньютона). Однако нетрудно заметить, что величина импульса mV является производной по скорости от величины кинетической энергии 
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. Эта связь, хотя может и отсутствовать в задаче, должна, тем не менее, обеспечиваться теми разностными схемами, которые выбраны для аппроксимации одной и другой величины. Выполнить такого рода требования далеко не просто, но необходимо во избежание получения результата, противоречащего физике процесса.

Корректное задание граничных и начальных условий в этих задачах накладывает дополнительные, сложно формулируемые условия, которым должны удовлетворять используемые разностные схемы. Эти условия рассматриваются в специальной математической литературе.

4.3. Приемы упрощения математических моделей
А) Упрощение моделей

На этапе феноменологического описания часто применяются приемы упрощения, основанные на особенностях рассматриваемых движений, позволяющие уменьшить количество неизвестных.

Установившееся движение позволяет исключить зависимость параметров движения от времени и отказаться от начальных условий дифференциальных уравнений.

Плоскопараллельным движением называется такое движение, в котором можно ввести систему декартовых координат, одна из которых оказывается несущественной. Обычно в таком случае существенные координаты обозначают x и y. Картину такого движения можно изобразить на плоскости, что очень важно для понимания сути многих процессов (например, в аэродинамике). Для плоскопараллельных движений можно применить и хорошо разработанную теорию комплексных переменных.

Если движение можно описать с помощью цилиндрической системы координат, в которой полярный угол несущественен, то оно носит название осесимметрического движения.

В некоторых задачах существенной остается только одна координата (в общем случае криволинейная). Такое движение называется одномерным. Если такое движение еще и установившееся, то единственная производная становится обыкновенной, что существенно облегчает решение.

Автомодельным движением называется такое движение, которое может быть описано тремя существенными независимыми аргументами:
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вместо четырех координат x, y, z, t; здесь ( ( числовая постоянная. Если автомодельное неустановившееся движение еще и одномерное, то можно обойтись одной независимой переменной вида 

 и использовать обыкновенные дифференциальные уравнения.

Б) Упрощение уравнений

Основными способами упрощения уравнений являются: 

– переход к безразмерным величинам (с помощью замены F = f(f0, где f0 – характерное значение размерной величины F, f – безразмерная переменная);

– приближенная замена переменных величин постоянными значениями;

– пренебрежение малыми членами.

ПРИМЕР. Логику последнего приема проследим на примере работы шасси самолета при его разбеге по ВПП. На рис. 32 приведена схема действующих на стойку шасси вертикальных сил, s – обжатие амортизатора, e – обжатие пневматиков.
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Рис. 32.

Наиболее общий подход к описанию вертикального движения стойки шасси базируется на уравнении динамики материальной точки в виде:
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где m – масса подвижной части стойки шасси, g – ускорение силы тяжести, d2y/dt2 – вертикальное ускорение подвижной части стойки, N – сила реакции ВПП на пневматики стойки, Fа – упругая сила (газового амортизатора стойки), Fг – диссипативная сила (гидравлического амортизатора стойки и сил трения). При этом считается, что изменение N определяется только обжатием пневматиков e, а Fа – обжатием стойки s. Обжатие стойки и обжатие пневматиков кинематически связаны с координатой y алгебраическими соотношениями. Разбиение силы газожидкостного амортизатора на две части Fа и Fг принято в авиации. Fг принято считать зависящим и от обжатия стойки, и от скорости изменения ее обжатия. Очевидно, что величины обжатия стойки и пневматиков связаны геометрически с высотой расположения самолета над ВПП и координатой y центра масс подвижной части стойки, для которого записано уравнение движения.

Как известно, всякая механическая система, описываемая дифференциальным уравнением второго порядка, имеет собственные колебания. Колебательный характер имеет и решение вышеприведенного. Но вся сложность его получения кроется в правой части, которая имеет сложный вид зависимости от y и dy/dt. Проанализируем все члены этого уравнения.

Значения N и Fа близки (на передней стойке самолета Ил-96-300 при спокойном движении достигают 20 тс) и на несколько порядков превышают значения остальных членов уравнения (Fг не превосходит 0,2 тс). Даже без проведения эксперимента ясно, что инерционный член m(d2y/dt2) принимает в нормальных условиях разбега значения на порядки меньше, чем все слагаемые правой части, включая вес подвижной части стойки шасси mg и силу Fг гидравлического амортизатора стойки и трения. Поэтому есть резон пренебречь инерционным членом и перейти к дифференциальному уравнению первого порядка вида:
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где f(() является функцией, обратной к функциональной зависимости Fг от dy/dt. Не заостряя внимания на конкретизации такого преобразования, заметим, что общее решение последнего уравнения не содержит колебаний, а имеет характер экспоненты. Это следует из того факта, что N и Fа в нормальных условиях разбега приблизительно пропорциональны y. Следовательно, при таком приближении модель не будет описывать собственные колебания подвижной части стойки шасси, например, после отпускания тормозов. 

Если рассматривать разбег самолета по гладкой ВПП без внешних резких возмущений, то необходимо признать малым и слагаемое Fг. Тогда, пренебрегая уже двумя слагаемыми, можно записать:


N – Fа – mg = 0,


уже алгебраическое, а не дифференциальное уравнение. Однако очевидно, что такое уравнение описывает не движение шасси, а лишь статическое положение его равновесия. Для моделей, учитывающих аэродинамику и исследующих поведение самолета на ВПП, такой подход на сегодняшний день нельзя считать приемлемым.

В) Линеаризация

Математические модели имеют наиболее простой вид математического описания, а также наиболее простые способы вычисления, в том случае, когда они линейные (§ 2.1). Линейными могут быть как алгебраические уравнения, так и дифференциальные. Методы решения таких уравнений хорошо разработаны, в том числе и для особых случаев, как то: определитель системы линейных алгебраических уравнений близок к нулю, система линейных дифференциальных уравнений близка к состоянию резонанса и т.п. Кроме того, решения линейных систем обладают свойством суперпозиции, т.е. при сложении аргументов складываются и решения, а при умножении аргумента на число на то же число умножается и решение. Это свойство приводит к возможности складывать частные решения одного и того же уравнения (или системы). Поэтому естественно стремление разработчиков математических моделей к таким упрощающим предположениям на стадии феноменологического описания, которые приводят к линейным уравнениям.

Однако существуют такие системы и процессы, которые имеют существенно нелинейный характер, пренебрегать которым нельзя из-за угрозы потери качественно верного описания. К проявлениям существенной нелинейности следует отнести изменение характера поведения объекта при изменении масштаба воздействия, наличие резких переходных границ (бифуркаций – см. 3.1), наличие диссипативных процессов (типа трения). В этих случаях стремиться к линейному математическому описанию нельзя.

На стадии изучения оригинала, когда выделяются исследуемые параметры и диапазоны их изменения, можно составить представление о том, насколько близко поведение оригинала к линейному. Это можно зафиксировать не только по результатам эксперимента в широком диапазоне условий, но и в том случае, когда сам диапазон изменения параметров мал и позволяет заменить их приращения дифференциалами. В этих случаях имеет смысл произвести линеаризацию модели – приближенную замену нелинейных соотношений на линейные.

ПРИМЕР. Процесс линеаризации изучим на примере решения нелинейного дифференциального уравнения некоторой механической системы:


y'' + (1+y2)siny' + y = 1.


Это уравнение имеет очевидное частное решение y0(x) = 1. Допустим, что нас интересует близкое к нему решение, которое можно представить в виде y(x) = 1 + ((x), где ((x) мало в силу близости y(x) к 1, и подставим это выражение в исходное уравнение:


('' + (1+1+2(+(2)sin(' + 1+( = 1,


или
('' + 2sin(' + ((2+()sin(' +( = 0.

Третьим слагаемым в последнем уравнении можно пренебречь по сравнению с первыми степенями (, (', (''. По той же причине sin(' можно заменить на ('. В итоге получаем дифференциальное уравнение для ((x):


('' + 2(' +( = 0,


решение которого имеет вид: ((x) = (C1+C2x)e-x.
Другим примером применения линеаризации может служить метод Ньютона для численного решения нелинейного алгебраического уравнения (см. § 4.1). Этот метод основывается на линейном приближении разложения функции в ряд Тейлора: f(xi+1) ( f(xi) + f '(xi)(xi+1 – xi).

Как видно, линеаризация представляет собой, по сути, прием пренебрежения членами разложения в ряд Тейлора более высокого порядка малости, чем первый, поэтому может быть безусловно применена на малых диапазонах изменения аргумента.

Г) Метод малого параметра (метод возмущений)

Данный метод применяется при аналитическом виде математического описания и основывается на разложении в ряд Тейлора искомого решения.

Начинается применение метода малого параметра с анализа вида аналитической зависимости и выявления малых членов, может быть нескольких. Цель такого анализа заключается в получении уравнения, простого для решения, которое не содержит этих малых членов. Решение такого упрощенного уравнения (вернее его части), называемого невозмущенным, служит нулевым членом разложения решения в ряд Тейлора y0. 

Пусть исходное уравнение имеет вид:


( + ( = 0,


где ( и ( – некоторые функции, зависящие от аргумента задачи, причем уравнение вида ( = 0 дает невозмущенное решение y0, а ( значительно меньше (.

Если малые члены ( обязаны своей малостью некоторому общему малому параметру (, т.е. ( = ((, то именно его принимают за аргумент разложения искомого, уже возмущенного решения в ряд Тейлора по (: 


y = y0 + (y1 + (2y2 +... 


Если выделенные малые члены ( являются таковыми только в силу определенного диапазона переменных, тогда малый параметр вводят искусственно в виде коэффициента ( перед ними: (( вместо (. Невозмущенное решение соответствует ( = 0, а искомое – при ( = 1. Возмущенное решение и в этом случае представляется в виде ряда Тейлора. 

Для получения коэффициентов при степенях ( можно поступить двумя способами. 

Первым способом после подстановки этого разложения в исходное уравнение группируют члены с одинаковыми степенями малого параметра (. Суммы всех коэффициентов при каждой степени ( приравнивают к нулю (для выполнения исходного уравнения) и тем самым получают столько последовательных приближений решения, сколько необходимо. Этот способ приемлем в случае простой зависимости малых членов ( уравнения от искомого y, позволяющей вычислить такую зависимость от конечной суммы, представляющей начальную часть ряда Тейлора.

Второй способ более универсален и применяется в случаях сложной зависимости малых членов ( от искомого y. Как известно, коэффициенты ряда Тейлора при степенях ( имеют вид:
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Значения производных 
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 отыскиваются с помощью последовательного дифференцирования исходного уравнения по (. При каждом очередном дифференцировании отыскивается очередная производная и очередной коэффициент.

4.4. Математические свойства методов вычислений
Как следует из §§ 4.1 и 4.2, методы вычисления построены на замене исходной задачи или функции (чаще всего непрерывной) на упрощенную, приближенную, дискретную расчетную схему. Последнее свойство – дискретность расчетной схемы – весьма существенно при использовании цифровой вычислительной техники, так как в ней представление чисел всегда ограничено конечным числом разрядов. Кроме того, дискретность связана с возможностью разрешения конечного числа уравнений в системе или конечного числа итераций. Таким образом, потребительские качества методов вычисления оказываются многогранными и требуют взгляда с нескольких позиций. (Полная аналогия с отношением модели к оригиналу!)

Основные качества метода вычисления с точки зрения потребителя сводятся к двум позициям: насколько близко полученное решение к истине – оригиналу и насколько удобно пользоваться методом. Каждая из этих позиций, в свою очередь, распадается на множество конкретных свойств, основные из которых рассмотрены ниже.

А) Поскольку любая модель есть заместитель оригинала, постольку исходные данные о нем, используемые в модели, обладают погрешностью. Эта погрешность неизбежно приводит к погрешности результатов вычислительного эксперимента, даже если предположить, что расчеты проводятся абсолютно точно. Поэтому очень важно, чтобы в пределах погрешности исходных данных результаты менялись несущественно с точки зрения задачи исследования. Такое свойство метода, при котором малое изменение исходных данных не может вызвать больших изменений решения, называется устойчивостью.

Однако устойчивость методов вычисления тоже может быть разносторонней. Исходные данные об оригинале используются в математическом описании модели (§ 2.1) по-разному. Это могут быть числовые параметры, определяющие коэффициенты уравнений, некоторые члены уравнений, начальные и граничные условия дифференциальных уравнений. Поэтому и устойчивость конкретного вычислительного метода необходимо проверять отдельно: по коэффициентам, по слагаемым, по начальным и граничным условиям.

Это свойство важно для методов, которым присущи итерационные, рекуррентные вычислительные процессы, например, методов интегрирования дифференциальных уравнений (§ 4.2). Эти методы являются устойчивыми, если погрешность, допущенная на ранних шагах (итерациях), приводит лишь к ограниченному росту погрешности на последующих шагах (итерациях). Если такой рост оказывается неограниченным, то метод является неустойчивым.

ПРИМЕР. Рассмотрим подробнее понятие устойчивости на примере изучения работы стойки шасси самолета. Начнем с простейшей линейной модели динамики шасси:
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 – сила сопротивления (a > 0), –by – упругая восстанавливающая сила, F(t) – внешняя возмущающая сила.

Метод вычисления для данной математической модели принимает вид аналитических зависимостей (§ 2.1), поэтому для изучения его устойчивости достаточно рассмотреть лишь аналитическое решение данного уравнения.

Общее решение этого линейного неоднородного дифференциального уравнения, как известно, складывается из общего решения однородного дифференциального уравнения (без правой части) и частного решения неоднородного дифференциального уравнения.

Общее решение однородного дифференциального уравнения определяется с помощью характеристического уравнения 


m(2 + a( + b = 0, 


имеющего характеристические корни 
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, и записывается в виде собственных колебаний:
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Это решение имеет замечательную "точку" покоя y(t) ( 0.

Обычно a > 0, тогда, если обе действительные части (1 и (2 отрицательны, то 
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 и решение описывает убывающее отклонение или убывающие по амплитуде колебания. В этом случае "точка" покоя является устойчивым решением и по начальным условиям, и по коэффициентам уравнения.

Если хотя бы одна из действительных частей (1 и (2 неотрицательны, то собственные колебания имеют незатухающую амплитуду. В этом случае "точка" покоя является неустойчивым решением и по начальным условиям, и по коэффициентам уравнения.

Наличие возмущающей силы в виде колебаний F(t) = Ae(t(cos(t + sin(t) к собственным колебаниям общего решения однородного дифференциального уравнения добавляет частное решение неоднородного дифференциального уравнения, имеющее вид:
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Если ( < 0, то устойчивость общего решения неоднородного дифференциального уравнения определяется устойчивостью однородного.

Если ( ( 0, то общее решение неоднородного дифференциального уравнения неустойчиво независимо от однородного.

Если r ( 1, то наступает резонанс, который не влияет на устойчивость.

Очевидно, что такой анализ возможен только в случае известных постоянных коэффициентов линейного уравнения. На практике уравнение такого вида слишком грубо описывает работу шасси, так как все члены этого уравнения, кроме инерционного, имеют вид, весьма далекий от рассмотренного: коэффициенты a и b сложным образом зависят от y и dy/dt (см. § 4.3). Поэтому при численном решении такого уравнения об устойчивости приходится судить лишь по "наблюдениям" за ходом решения. При этом к вопросу об устойчивости точного решения неразделимым образом примешивается вопрос об устойчивости метода вычисления уже неаналитического вида. Иными словами, на "точное" решение накладывается некоторое "паразитное" решение, которое можно трактовать как влияние добавка "плохого" вида во внешнее возмущение F(t). 

Самый сложный случай неустойчивости такого решения наблюдается тогда, когда упомянутое "паразитное" решение само по себе неустойчиво. Такая система называется "жесткой". Для борьбы с неустойчивостью "жестких" систем применяются специальные разностные схемы. Однако, как показали специальные исследования, наилучшими разностными схемами для этих целей являются восходящие, которые используют в аппроксимации производной только предыдущие узловые точки, например, схема 
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 из § 4.2.

Б) Собственно вычислительный метод должен обладать своим "внутренним" свойством – близостью расчетной схемы к сформулированной задаче. Предположим, для простейшего примера, что изучаемое явление описывается квадратным уравнением (рис. 33, линией I), а методы его решения нам не известны. Очевидно, что заменить его линейным (линией II) для отыскания обоих корней нельзя. А если заменить исследуемую зависимость множеством линейных кусочков (III на рис. 33) – кусочно-линейной функцией – то  задачу можно решить с той или иной точностью, которая прямо зависит от количества таких кусочков и их размеров. Чем их больше и чем они меньше, тем точнее можно найти корни. В этом случае говорят о сходимости: если многошаговый метод вычисления обеспечивает при определенном процессе дробления стремление приближенного решения задачи к точному, то метод сходится.
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Рис. 33.

В) Свойство сходимости может быть обеспечено только в том случае, если расчетная схема обладает еще одним свойством – аппроксимацией. Свойство аппроксимации имеет чрезвычайно большое значение для математического обоснования применимости метода, так как свидетельствует о безусловной приемлемости упомянутой в начале параграфа замене исходной задачи расчетной схемой. Если рассогласование (невязка), получаемое при подстановке в расчетную схему точных значений решения, стремится к нулю при определенном процессе дробления, то схема аппроксимирует исходную задачу.

Так, например, результат приближенного вычисления определенного интеграла с помощью метода трапеций отличается от результата, полученного с помощью метода Симпсона, и, разумеется, от точного его значения. При изучении этих методов в курсе высшей математики доказывалась возможность предельного перехода от данных формул к точному значению определенного интеграла, т.е. аппроксимация.
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Г) Свойство аппроксимации, а на его основе и свойство сходимости может быть более или менее "сильным". Если невязка ограничена по модулю величиной Chk, где С и k – некоторые постоянные, h – шаг схемы, стремящийся к нулю при определенном процессе дробления, то имеет место аппроксимация k‑го порядка, а схема имеет k-й порядок точности. Если схема еще и устойчива, то она будет иметь сходимость k-го порядка (рис. 34). Очевидно, что схема более высокого порядка сходимости при том же h даст более точный результат. С другой стороны, для обеспечения той же погрешности (невязки) схема более высокого порядка сходимости будет довольствоваться бóльшим значением h, т.е. меньшим количеством шагов. Это обеспечивает бóльшую скорость сходимости метода – очень важное потребительское свойство метода.

Рис. 34.

4.5. Математические методы оптимизации
Один из видов обратных задач – задача оптимизации – формулируется весьма громоздким образом, поэтому введем предварительно терминологию. 

x(t) – фазовые координаты рассматриваемого объекта, т.е. вектор его линейных, угловых координат а также переменных, которые удобно рассматривать в качестве координат, например, скоростей, сил, ускорений, энергии и т.п. 

u(t) – управления (управляющие функции), т.е. вектор таких параметров объекта (в общем случае функциональных зависимостей), которые не зависят от фазовых координат и могут быть выбраны, вообще говоря, произвольно. 

a – вектор параметров объекта, характеризующих его свойства. 

t – время. 
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– уравнения связей (уравнения движения) объекта, описывающие его функционирование и функциональные возможности (f – вектор в общем случае дифференциальных функций). 

g(x,u,a,t) ( 0 – ограничения, задающие область допустимых управлений (g – вектор алгебраических функций). 

H = H (x, u, t, t0, t1) – критерий оптимальности (целевая функция), который может определяться не только фазовыми координатами и управлением в каждый момент временем, но и интегралом по времени в пределах от t0 до t1. В последнем случае такое выражение, зависящее не столько от отдельных значений величин x(t), u(t), сколько от их вида как функций на интервале времени, называется функционалом. 

Дадим теперь общую формулировку задачи оптимизации: 

при заданных уравнениях связей (уравнениях движения) требуется найти такое оптимальное управление 
[image: image41.wmf](t)
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 и соответствующее ему оптимальное решение (оптимальную траекторию) 
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, которые в области допустимых управлений доставляют минимум критерию оптимальности: 

H = H (x, u, t, t0, t1) ( minH  = H  
[image: image43.wmf])

,

,

,

,

(

1

0

t

t

t

ˆ

ˆ

u

x

.

Таким образом, отличительным признаком задач оптимизации является наличие в их формулировке критерия оптимальности. 

ПРИМЕР. Механическая система подчиняется уравнению движения определенной ее точки в виде x = ut (т.е. x – ut = 0). Область допустимых управлений задается неравенствами –1 < u < 1 (т.е. системой неравенств: u – 1 < 0, –u – 1 < 0). Требуется найти оптимальное значение 
[image: image44.wmf]u
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 и оптимальную траекторию 
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, при которых величина H  = x(t=1)  принимает максимальное значение. 

Эта задача имеет наглядную интерпретацию, если в качестве u рассматривать скорость, а в качестве x – расстояние, пройденное точкой за время t, при условии постоянства значения скорости. Поэтому решение такой задачи можно получить простейшими рассуждениями ввиду ее простоты: оптимальное значение управления 
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 = 1 (наибольшее допустимое значение), оптимальная траектория 
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Рассмотрим типы задач оптимизации, которые различаются видом входящих в их описание функций. 
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А) f, g, H – линейные алгебраические функции (т.е. имеющие вид a0 +a1x +a2x2 +...+anxn), не зависящие от времени. Это – задача линейного программирования, она решается симплекс-методом. Простейший пример – нахождение наименьшего значения функции одного переменного на заданном интервале – иллюстрируется рис. 35. 

Рис. 35.

Геометрическое толкование задачи линейного программирования для случая двух переменных легко интерпретируется. Ограничения в силу линейности вырезают на плоскости переменных многоугольник. Критерий оптимальности в силу линейности можно представить в виде наклонной плоскости с аппликатой z = H  над этим многоугольником. Если вырезать из этой наклонной плоскости только ее часть, расположенную над многоугольником, а по границам сделать вертикальные стенки, то тяжелый шарик, брошенный на эту наклонную плоскость, скатится в ту угловую точку, которая расположена ниже всех других. Симплекс-метод, основанный на проведении ряда последовательных преобразований задачи, фактически и реализует математическими методами поведение шарика, т.е. проверку угловых точек допустимой области на оптимальность с помощью ряда преобразований вида записи задачи. Опишем симплекс-метод. 

Общий вид задачи линейного программирования для s переменных Xk: 

минимизировать 
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при ограничениях-равенствах 
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и ограничениях-неравенствах 
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 (j = 1, 2,..., q). 

Этот вид позволяет лишь записать в систематической форме оптимизационную задачу линейного вида. Для ее решения симплекс-методом необходимо провести переход сначала к стандартной форме, а затем к каноническим формам. 

Заметим попутно, что в задаче линейного программирования нет различия между фазовыми координатами и управлениями. Поскольку на все параметры могут быть наложены ограничения, то удобно считать их управлениями при отсутствии фазовых координат. 

Стандартная форма задачи линейного программирования, которая может быть получена из общего вида с помощью введения дополнительных (вспомогательных) переменных, имеет следующий вид: 

минимизировать 
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при ограничениях-равенствах 
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и ограничениях-неравенствах xk ( 0 (k = 1, 2,..., n). 

Особенностью стандартной формы является требование для всех правых частей: bk ( 0 и особый (тривиальный) вид ограничений-неравенств. 

Для канонических форм введем термины: 

допустимое решение – всякая точка (x1, x2,..., xn), удовлетворяющая заданным ограничениям; 

базисное допустимое решение – допустимое решение, в котором n – r свободных неизвестных равны 0 (где r – ранг системы линейных алгебраических уравнений-ограничений, r ( m). 

Пусть r = m (все m уравнений связей линейно независимы). Тогда в канонической форме задачи линейного программирования, исходя из системы линейных алгебраических уравнений связей в стандартной или в другой канонической форме, запишем r = m базисных неизвестных xi (пусть они имеют нумерацию от 1 до m) с коэффициентом 1 через остальные n – m = n – r свободные неизвестные xk (которые пусть имеют нумерацию от m + 1 до n) в виде: 
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где все (i ( 0. Если последнее условие выполнить не удается, то полученная форма не является канонической и следует поменять выбор свободных и базисных неизвестных. Критерий оптимальности в канонической форме необходимо выразить только через свободные неизвестные, используя, если необходимо, уравнения связей базисных и свободных неизвестных: 
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а ограничения-неравенства сохраняют тривиальный вид стандартной формы. По полученной канонической форме можно составить базисное допустимое решение: 
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и сделать вывод о его виде:

базисное допустимое решение вырождено, если хотя бы одно из r базисных неизвестных обращается в 0; и невырождено, если все r базисных неизвестных строго больше 0; 

базисное допустимое решение – оптимально, если оно минимизирует критерий оптимальности. 

Выяснить, является ли полученное базисное допустимое решение оптимальным, можно по следующим случаям коэффициентов (k в критерии оптимальности, которые легко проследить по анализу зависимости z от свободных неизвестных xk: 

– все (k(( 0, тогда найденное базисное допустимое решение оптимально (задача решена), но не единственное, так как критерий принимает одно и то же значение при любом значении xk, соответствующем (k(= 0; 

– все (k(> 0, тогда оптимальное решение единственно (задача решена); 

– существуют (k < 0, тогда найденное базисное допустимое решение не оптимально (в этом случае z уменьшается при увеличении соответствующего xk) и преобразования канонических форм надо продолжить. 

ПРИМЕР. Построение математической модели для оптимизации экономичности авиаперевозок. 

Пусть доход от перевозки одного пассажира на один километр пути составляет 5 рублей (цены условные), а расходы на один километр пути составляют 200 рублей. Спрашивается: сколько пассажиров и на какое расстояние возить выгоднее всего, если пассажировместимость самолета ограничена 150 пассажирами, а заправка топливом ограничивает пассажировместимость через дальность линейно таким образом, что до 1500 километров самолет может лететь с полной коммерческой нагрузкой, а на 3000 километров – только с нулевой коммерческой нагрузкой. 

Обозначим x1 – дальность, x2 – число пассажиров. Тогда ограничения переменных примут вид: 

x1 ( 0, x2 ( 0, x2 ( 150, x1 + 10x2 ( 3000;

а критерий оптимальности (минимизировать потери, т.е. затраты минус доход): 

z = 200(x1 – 5(x1(x2.

Такая задача не является задачей линейного программирования, поскольку в ней критерий выражен нелинейной функцией. Попробуем ее "упростить", перейдя к минимизации потерь, приходящихся на один километр пути: примем за критерий оптимальности величину: 

z1 = 200 – 5(x2,

являющуюся множителем при x1 в выражении z. Тогда задача превращается в задачу линейного программирования, решение которой рассмотрим в качестве примера применения симплекс-метода. 

Полученная форма записи задачи может считаться общим видом, так как ограничений-равенств нет, а все ограничения-неравенства можно записать в виде неотрицательных выражений.

Для перевода полученного общего вида в стандартную форму введем дополнительные переменные с целью замены нетривиальных ограничений тривиальными и равенствами. Так как 150 – x2 ( 0, то удобно ввести новую переменную x3 = 150 – x2. Аналогично удобно ввести x4 = 3000 – x1 – 10x2. Тогда стандартная форма задачи примет вид: 

z1 = 200 – 5(x2,
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x1 ( 0, x2 ( 0, x3 ( 0, x4 ( 0.

Для получения канонической формы следует выбрать свободные и базисные неизвестные. Нетрудно убедиться в том, что ранг полученной системы уравнений r = 2, т.е. в решении должно быть два свободных неизвестных и два базисных. В этой системе x2 и x3 не могут быть одновременно свободными или базисными в силу второго уравнения. Поэтому примем для начала в качестве свободных неизвестных x1 и x2, тогда базисные x1 и x2 выразятся с помощью следующих ограничений-равенств:
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Критерий оптимальности в этой канонической форме примет вид:

z1 = 200 – 5(x2.

В этой канонической форме базисное допустимое решение не оптимально, так как коэффициент при x2 в критерии отрицателен. Это говорит о том, что поиск оптимального решения следует продолжить с помощью других канонических форм, которые отличаются выбором свободных и базисных неизвестных.

Примем на этот раз в качестве свободных x1 и x3, а базисных x2 и x4: 
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