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Предисловие 
До середины ХХ века при решении прикладных задач приходилось (и это было допустимо) ограничиваться известными классическими примерами, допускающими простейшее, аналитическое представление с однозначным решением. Сегодняшний уровень развития техники требу​ет более точного, более глубокого анализа как реальности, так и создаваемых человеком систем. Широкая компьютеризация предостав​ляет такую возможность, однако, процедура получения качественных, достоверных результатов оказывается не столь испытанной, не столь очевидной и простой, как в случае однозначного аналитического решения. 

Это потребовало объединения усилий приклад​ников и математиков в новом научном направлении – математическом моделировании, соединившем в себе, с одной стороны, грамотность описания изучае​мого явления и постановки задачи исследований, а с другой сторо​ны, строгость математических методов, обеспечивающих достовер​ность результатов. Возникла необходимость резко расширить круг инженерных и научных работников, обладающих серьезной математи​ческой подготовкой и достаточно высоким уровнем математической культуры.

Сегодня учебная дисциплина основ математического моделиро​вания в той или иной форме введена во всех технических вузах. Настоящее третье издание учебного пособия основано на курсах лек​ций автора, читаемых в течение нескольких лет в различных вариан​тах для студентов механического факультета Московского государственного технического уни​верситета гражданской авиации. 

Данное учебное пособие дает завершенное и достаточно строгое представление об областях применения, особенностях и возможностях методов прикладной математики, применяемых в математическом моделировании. Основой для отбора материала и компоновки пособия послужил многолетний личный опыт научной работы автора в гражданской авиации. Учитывая инженерно-практический характер специальностей МГТУ ГА, при составлении пособия не преследовалась цель строгого изложения и доказательства собственно математических методов. Основное внимание в нем сосредоточено на условиях применимости тех или иных методов и на практических примерах.

Учебное пособие широко опирается на теоретический и прикладной материал изданий, указанных в списке литературы.

Пособие может быть полезно студентам всех форм и ступеней обучения, а также аспирантам, инженерам и научным работникам при первом знакомстве с дисциплиной. Для более глубокого изучения методов математического моделирования рекомендован список литературы и дан предметный указатель терминов. В тексте термины выделены курсивом, а там, где дается их определение – подчеркиванием.
Учебное пособие состоит из двух частей. Первая часть посвящена собственно теории математического моделирования и полностью изучается студентами механического факультета МГТУ ГА в рамках дисциплины "Моделирование систем и процессов". Вторая часть посвящена методам прикладной математики, применяемым при математическом моделировании, и изучается студентами в рамках дисциплины "Планирование экспериментов и обработка результатов измерений". Однако отдельные разделы главы 5 второй части пособия необходимы студентам при изучении дисциплины "Моделирование систем и процессов". Студенты магистерской подготовки в рамках дисциплины "Математические методы обработки и анализа информации" изучают отдельные разделы второй части пособия, не входящие в программу дисциплины "Планирование экспериментов и обработка результатов измерений".

Предметный указатель терминов распространяется только на данную первую часть учебного пособия.

Введение

Соотношение науки и практики всегда было главной философской проблемой всех исследователей. Вопрос о том, насколько верно те или иные рассуждения, расчеты, действия человека отражают суть реальности, является коренным вопросом любой научной теории.
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Познанное человечеством по отношению к реальности можно условно иллюстрировать рис. 1. Реальность всегда бесконечнообразна и бесконечномерна, поэтому границы ее на рисунке обозначены пунктиром. То, что мы знаем, представляет собой лишь тонкий срез, отпечаток реальности, имеющий конечные размеры и свойства. Всё о реальности может знать лишь Создатель, нам в силу ограниченности органов чувств и познаний дано лишь составлять себе то или иное представление о реальности. Для науки существенное значение имеет уверенная оценка близости такого ограниченного представления к реальности. Оценить эту близость практикой, полагая ее истиной, невозможно, так как мы можем исследовать опять же лишь тот ограниченный круг свойств, который нам доступен. Поэтому между нашим представлением и реальностью оказывается дистанция неконтролируемого размера.

Рис. 1.

Но это еще не все трудности научного познания. Если один человек что-то новое познал о реальности, он стремится объяснить это другим людям. И здесь возникает необходимость использовать терминологию, единообразно понимаемую собеседниками, которая неизбежно содержит какие-то упрощения – абстракции. Абстракции позво​ляют отсечь, отбросить из рассмотрения малозначительные факторы, ввести однозначные термины и представить себе объект в более простой форме, доступной формальной чело​веческой логике. 

Однако неизбежно при этом познанное одним человеком передается другому в усеченном виде – в виде некоторых моделей. Такое соотношение познанного и моделей можно иллюстрировать рис. 2. На нем подчеркнута возможность существования для одного познанного явления нескольких моделей, отражающих те или иные его свойства в различных условиях.

[image: image41.bmp]Рис. 2.

Поясним, почему так происходит. До ХХ века научные исследования велись, в основном, с целью установления хорошо интерпретируемых функциональных связей между небольшим количеством факторов, т.е. законов, которым подчиняется исследуемый объект. Закон имеет характер объективной категории, безусловно верной или безусловно неверной на данном этапе развития науки. Успех в выявлении законов природы сопутствовал тем ученым, которые, опираясь на свой интеллект, могли вычленить небольшое количество существенных для изучаемого явления факторов из множества возможных. Явления и объекты, достаточно точно и однозначно описываемые небольшим количеством факторов, получили название "хорошо организованных систем".

Экспериментальные исследования "хорошо организованных систем" заключались в наблюдении за результатом изменения одного фактора при постоянстве прочих. Такой подход вполне соответствует человеческой логике, поддается осмыслению и объяснению, передаче накопленных знаний. Законы природы, выявленные таким образом, непосредственно составляют модель явления. Примерами могут служить законы классической механики, генетики, химии и т.п.

В ХХ веке стало ясно, что без изучения сложных систем, в том числе и созданных человеком, дальнейший прогресс невозможен. Возникла необходимость исследования "плохо организованных систем", в которых нельзя разделить отдельные явления. Простейшим примером такого типа систем является распространение разнообразных видов возмущений от ядерного взрыва: здесь есть и ударная волна, которая подчиняется одному закону, и световое излучение, подчиняющееся другому закону, и распространение радиации. Более сложным примером может служить авиация: для безопасного полета в пункт назначения необходимо не только знать виды воздействия внешней среды на самолет (вес, тягу двигателей, аэродинамические силы и силы взаимодействия с взлетно-посадочной полосой – а они описываются отнюдь не простыми зависимостями), но и уметь достаточно точно просчитать их, а также управлять ими в полете.

Однако давно замечено, что результаты, полученные с помощью лишь умозрительно построенных моделей, не всегда хорошо соответствуют действительности – на результат действия выявленных законов накладывается влияние и других неучтенных факторов, и погрешностей эксперимента. Попытка учета этих факторов приводит к усложнению модели. Если таких факторов много, модель становится сложной и трудно воспринимаемой, так, например, произошло с теорией относительности и с квантовой механикой. На заре авиации ошибки в описании этой сложной системы часто приводили к катастрофам.
Процессы в сложных системах нельзя описать законами, умозрительно построенными или полученными с помощью простых экспериментов. Для описания "плохо организованных систем" такой подход не всегда приемлем – необходимо учитывать не только множество разнообразных по своей природе связей – закономерностей, но и возможность различных методологических подходов и глубины отражения реальности. Т.е. вместо моделей, построенных на законах природы, для описания сложных систем приходится применять для тех или иных целей модели более широкого смысла, учитывающие закономерности, свойственные объекту. Поэтому для одного и того же явления допустимо равноправное существование нескольких различных моделей, что немыслимо для моделей, основанных лишь на законах природы. Примерами закономерностей могут служить поляра самолета, инфляционные ожидания, оценка надежности и т.п.

Как мы выяснили, умозрительные исследования могут привести к выявлению некоторых законов. Проверка их практикой тоже возможна лишь на ограниченном круге свойств. Постановка же исследовательского эксперимента нуждается не только в четкой формулировке цели исследований, но и в знании основных свойств оригинала. Т.е. перед постановкой и проведением эксперимента нужно не только формально провести его планирование, но и изучить объект, построить его описание и выбрать модель, хотя бы пробную. Если этого не делать, то можно совершить ошибку в отборе и обработке информации, ее оценке и прийти к выводам, прямо противоположным действительности. В экспериментальных науках очень часто, к сожалению, встречаются такого рода ошибки, основанные на нечетко и необоснованно поставленном эксперименте. Без модели – без сколько-нибудь четкого представления об объекте – проведение эксперимента бессмысленно.

В итоге можно сказать, что если целью научных исследований является познание законов природы, то целью инженерных исследований следует считать познание закономерностей, свойственных продуктам человеческой деятельности. То и другое  в равной степени определяет технический уровень и прогресс общества – ибо гармония между природой и продуктами человеческой деятельности увеличивает эффективность последней, а противоречия могут приводить к катастрофам.

Раздел 1

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Глава  1. Модели и моделирование

1.1. Понятие моделирования

Любая наука пользуется той или иной абстракцией реальной действительности для того, чтобы выя​вить общие закономерности различных конкретных явлений. Например, в физике исследуется такая абстракция, как "математический маят​ник", известный из курса средней школы. Однако конкретными, ре​альными явлениями, описываемыми одной и той же указанной абстрак​цией, могут быть:

– колебания чугунного шара, подвешенного на тросе крана в Москве для разрушения сносимых строений,

– колебания маятника старинных башенных часов в Праге,

– колебания маятника Фуко и т.п.

Иными словами, между различными объектами может быть какое-то сходство, которое как раз и позволяет строить абстракции науки.

Если с точки зрения целей исследования между двумя объектами есть сходство, то вместо одного можно исследовать другой. Первый называется оригиналом, а второй – моделью. Модель – это замести​тель оригинала, позволяющий изучить некоторые его свойства в определенных условиях. При этом следует подчеркнуть, что сходство может быть не по всем ха​рактеристикам: форме, цвету, структуре и т.п. Достаточно, чтобы сходство было лишь в тех свойствах, которые являются объектом данного исследования. Так, например, для изучения распространения волн возмущения от сверхзвукового самолета можно воспользоваться сходством этого явления с распространением волн при движении лодки по поверхности пруда.

Следует особо отметить, что данное определение модели является не только строгим, но и исчерпывающим и продуктивным. Так, например, не существует моделей "вообще" – не предназначенных для каких-либо исследований. Даже детские игрушки предназначены для изучения окружающего мира. Нет таких моделей, которые воспроизводили бы все свойства оригинала. Во-первых, таких свойств бесконечно много и мы бесконечно многие из них даже не представляем себе. А во-вторых, воспроизвести все свойства оригинала в состоянии только сам оригинал – как известно, даже два самолета одного типа Ту-154М различаются весьма существенно. Выбор необходимых для исследования свойств и условий дает возможность на основании предварительного изучения оригинала планомерно строить модель, удовлетворяющую поставленным целям (определенным требованиям точности, широты применения, ответа на поставленные вопросы и т.п.).

ПРИМЕРЫ. 1. Арифметика – модель счетно-обменных операций.

2. Радиосхема – модель электронной аппаратуры.

3. Электронная система автоматического управления – модель действий управляющего оператора (в частности, пилота).

4. Глобус – модель земного шара.

[image: image42.bmp]Моделирование – это процесс выбора или построения модели для исследования определенных свойств оригинала в определенных усло​виях. Моделирование – творческий процесс познания, который в первом приближении можно предста​вить рис. 3, отражающим самые крупные необходимые стадии (более подробно алгоритм исследовательской деятельности с помощью моделирования будет сформулирован в § 2.4).

Рис. 3.

Охарактеризуем основные стадии этого процесса.

Постановка задачи исходит из знаний, полученных в результате наблюдения, изучения объекта, а также из той практической пробле​мы, которую требуется решить. При этом из всего множества влияю​щих на объект факторов надо суметь отобрать существенные и опре​делить диапазоны их изменения и особенности влияния на конечный результат. Это – уже искусство, здесь не существует общих приемов и рекомендаций. Кроме того, к этой стадии относится оценка требуе​мой точности результатов, диктуемая целью исследования.

Под выбором модели понимается не просто подбор из известно​го заранее множества, а именно синтез, составление общей модели из элементарных "кирпичиков" тех наук, с помощью которых будет исследоваться явление. Здесь действительно серьезным подспорьем является знание определений, логических цепочек и методов соот​ветствующих разделов науки. Однако определяющим для правильности решения конкретной задачи оказывается строгость в использовании этих определений, логических цепочек и методов именно в той обла​сти и в тех условиях, где они пригодны! Нарушение такой строгости грозит внутренней несогласованностью отдельных частей модели и, как следствие, ошибочными результатами и выводами.

Проверка адекватности мо​дели – это проверка соответствия результатов, получаемых с по​мощью модели, реальному поведению исследуемого объекта. На этой стадии проводится исследование и уточнение самой модели в соот​ветствии с поставленной задачей, а также может корректироваться и постановка задачи, и общий подход к восприятию реальной ситуации.

Сутью решения практических прикладных задач является прогноз поведения объекта в различных ситуациях. К построению алгоритма прогнозирования реальной ситуации в других случаях, отличающихся от исследованных во время процесса разработки модели, можно при​ступать только после завершения всех стадий, описанных выше.

Каждая стадия этого процесса существенна. Пренебрежение лю​бой из них может приводить к неверным выводам по существу решае​мой практической задачи в результате таких ошибок, как:

– вычисление с недопустимой, неконтролируемой погрешностью;

– несоответствие полученных результатов поставленной задаче (полученные результаты могут оказаться решением совсем другой задачи);

– неоднозначность решения при невозможности селекции;

– неполучение решения (алгоритм расходится или не может завершиться).

Следует подчеркнуть особую значимость при моделировании чет​кого представления об исследуемых определенных свойствах объекта в определенных условиях, а не всех свойствах и всех условиях! Все свойства во всех условиях может реализовать только сам оригинал. Чем ýже круг моделируемых свойств, условий и ýже диапазон значе​ний параметров, тем проще модель и легче добиться ее согласован​ности и адекватности, тем достовернее результаты и выводы иссле​дования. Поэтому научные методы исследования (в отличие от диле​тантского подхода) основываются на замене оригинала моделью в четко оговоренной области свойств и условий, определяемой задачей исследования.

Моделирование – это не только удобный, но в некоторых усло​виях и необходимый научный прием. Среди таких особых условий мож​но выделить основные причины, вынуждающие применять моделирова​ние, без которого изучение оригинала невозможно:

– сложность или дороговизна натурного исследования (напри​мер, в экономике, в экологии),

– невозможность натурного исследования по причинам аварий​ности или бесконечного времени ожидания результатов (например, аварийные ситуации при полетах, астрофизические явления). 

Из всего вышесказанного следует, что любая наука представляет собой непрерывный процесс моделирования – творческий процесс познания реальности до такого уровня, который позволяет прогнозировать определенные свойства оригинала в определенных усло​виях. Учебные дисциплины в этом контексте можно рассматривать в качестве сборников готовых моделей изучаемых явлений и рецептов их применения.

1.2. Классификация моделей

Модели можно рассматривать по отношению к оригиналу в двух аспектах, соответствующих внутренним их устройствам и связям с оригиналом:

– характерные особенности выражения свойств оригинала и особенности функционирования модели,

– основания для преобразования свойств модели в свойства оригинала.

По характерным особенностям выражения свойств оригинала и особенностям функционирования модели подразделяются на:

– логические – построенные на принципах человеческой логики; из которых можно выделить:

образные – дающие наглядное представление (например, об​разное представление самолета любым человеком),

символьные – использующие символы (геометрические, химические),

образно-символьные – схемы (например, карты, радиосхемы);

– материальные – построенные по объективным законам; из которых можно выделить:

функциональные (например, протез коленного сустава),

геометрические (например, самолет-игрушка),

функционально-геометрические (например, модель самолета для исследований в аэродинамической трубе).

Замечание: неспециальный термин "физические модели" можно отнести к некоторым моделям из класса материальных.
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Эту классификацию можно изобразить следующим рис. 4.

Рис. 4.

По основаниям для преобразования свойств модели в свойства оригинала модели подразделяются на (рис. 5):

– условные – на основе соглашения (например, система физи​ческих единиц измерения, система технической документации);

– аналогичные – на основе логического вывода о сходстве (на​пример, производная от функции по времени – это аналог скорости изменения функции);

– математические – на основе математического описания.

Рис. 5.

ПРИМЕР. Маятник башенных часов в Праге.

То, что в средней школе называют "физической" моделью, но​сит специальное название "математический маятник" и предполага​ет определенные условности:

– масса маятника сосредоточена в точке на конце нити,

– нить длинная,

– нить нерастяжимая,

– нить невесомая,

– трение и аэродинамическое сопротивление отсутствуют,

– на массу действует единственная внешняя сила – сила тяже​сти.

1) Эту абстракцию можно классифицировать как образную, условную модель реального маятника.

2) Из рассмотрения малых углов отклонения маятника от положения равновесия, используя физические и математические рассуждения, можно вывести формулу колебаний и прийти к выводу об их гармонич​ности: x = A(sin((t + (0). Такая модель классифицируется как сим​вольная, математическая.

3) Если собрать реальный маятник и использовать его в качестве модели, то это будет геометрическая (или функционально-геометри​ческая), аналогичная модель.

4) Если построить электрический колебательный контур, воспроизводящий реальные колебания, то он будет моделью функциональной, математической.

5) Если построить программу для цифровой ЭВМ, рассчитывающую колебания реального маятника, то такая модель тоже функциональ​ная, математическая, с возможным уточнением – дискретная (или цифро​вая), в отличие от непрерывной (или аналоговой) в предыдущем случае.

Из приведенного примера очевидно, что классификация моделей не может рассматриваться, как жесткая. Ее гибкость допускает некоторые вариации и обнаруживает недостаточность приведенных классов. Поэтому некоторые исследователи предлагали варианты углубления классификации. Однако они носят неуниверсальный, специфический характер и здесь не рассматриваются. 

Глава  2. Методология математического моделирования

2.1. Математические модели и их виды

Существенно важным в теории математического моделирования является постоянное согласование всех аспектов построения модели с задачами и целями исследования. Поэтому сосредоточим внимание на некоторых существенных для исследований особенностях механических систем и процессов. Во-первых, факторы, определяющие такие объекты, характеризуются, как измеримые величины – параметры. Во-вторых, в основе таких моделей лежат уравнения, описывающие фундаментальные законы природы (механики), не нуждающиеся в пересмотре и уточнении. Даже готовые частные модели отдельных явлений, используемые при составлении более общих, хорошо сформулированы и описаны с точки зрения условий и областей применения. В-третьих, наибольшую трудность при разработке моделей механических систем и процессов представляет описание недостоверно известных характеристик объекта, как функциональных, так и числовых. В-четвертых, современные требования к таким моделям приводят к необходимости учета множества факторов, влияющих на поведение объекта, не только таких, которые связаны известными законами природы. Все эти особенности приводят к тому, что модели механических систем и процессов относятся в основном к классу математических.

Математические модели основываются на математическом описа​нии объекта. В математическое описание, прежде всего, входят, и это естественно, взаимосвязи параметров объекта, что характеризует его особенности функционирования. Такие связи могут представ​ляться в виде:

– вектор-функций y = f(x,t),

– неявных функций F(y,x,t) = 0,

– обыкновенных дифференциальных уравнений

F(x,x',x",...,x(m),t) = 0,

– дифференциальных уравнений с частными производными
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– вычислительного алгоритма,

– вероятностного (стохастического) описания.

Первые четыре из указанных видов носят обобщающее название: ана​литических зависимостей. 

Математическое описание включает в себя не только взаимосвязь элементов и параметров объекта (законы и закономерности), но и полный набор числовых и функциональных данных объекта (характерис​тики; начальные, граничные, конечные условия; ограничения), а также методы вычисления выходных параметров модели. Т.е. под математическим описанием понимается полная совокупность данных, функций и методов вычисления, позволяю​щая получать результат.

Со своей стороны в математическую модель может не входить часть математического описания (чаще всего некоторые исходные данные), но помимо него должны присутствовать описания всех допу​щений, использованных для ее построения, а также алгоритмы пере​вода исходных и выходных данных с модели на оригинал и обратно (рис. 6).

Рис. 6.

В качестве дополнения к классификации математические модели в зависимости от природы объекта, решаемых задач и применяе​мых методов, могут различаться следующими видами:

– линейные или нелинейные (описываемые функциями, которые содержат основные параметры только в степени 0 и 1, или любыми видами функций),

– стационарные или нестационарные (независящие или зависящие от времени),

– непрерывные или дискретные,

– детерминированные или стохастические (точные, однозначные или вероятностные),

– четкие или нечеткие (примеры нечетких множеств: около 10; глубоко или мелко; хорошо или плохо).

Понятие математических моделей объединяет чрезвычайно широ​кий круг моделей разнообразного вида. Используемая в аэродинамике аппроксимация поляры летательного аппарата 
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 может рассматриваться как математическая модель. Это – простейший пример. Но математическими моделями называются и сложные вычис​лительные комплексы с многочисленным программным обеспечением для моделирования процессов развития экономики.

Исторически сложилось так, что под математической моделью иногда подразумевается только один особый вид моделей, содержа​щих сугубо однозначное прямое математическое описание в виде аналитических зависимостей или вычислительных алгоритмов – т.е. детерминированная математическая модель, с помощью которой при одних и тех же исходных данных можно получить только один и тот же результат. Наибольшее распространение получили детерминированные модели, устанавливающие связь с параметрами оригинала при помощи коэффициентов пропорционально​сти, всех одновременно равных единице. Используемое такой моделью математическое описание естественно рассматривать как описание непосредственно оригинала – и это верно: у модели и оригинала в этом случае существует одно общее математическое описание (понятие подобных объектов см. § 3.2). В силу такой кажущейся простоты неискушенный инженер воспринимает и модель уже не как модель, а как оригинал (!). На самом деле такая математическая модель является все же моделью со всеми условнос​тями, абстракциями, предположениями, упрощениями, положенными в ее основу. Возникает желание "упростить" процесс добротного моделирования, что в принципе невозможно, так как модель или соответствует оригиналу, или ее нет вообще. Пренебрежительное отношение к этому провоцирует множество ошибочных выводов в прикладных исследованиях, и полученные ре​зультаты не согласуются с реальностью.

Процесс разработки детерминированной математической модели может быть проиллюстрирован нижеследующим подробным примером для определения параметров разбега само​лета Ан-2.

ПРИМЕР. Требуется разработать математическую модель для определения скорости отрыва, времени и дистанции разбега самолета Ан-2 по горизонтальной взлетно-посадочной полосе (ВПП) в стан​дартных атмосферных условиях без возмущений.

Для разработки требуемой математической модели используем известные сведения из аэродинамики и динамики полета самолетов с вспомогательной хвостовой стойкой шасси и с винтовым двигателем.

Разбег такого самолета вплоть до момента отрыва от ВПП про​изводится при постоянном (стояночном) угле атаки (, который одно​значно определяет значения основных аэродинамических коэффициен​тов: 
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– коэффициента лобового сопротивления и 
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– коэффици​ента аэродинамической подъемной силы. С их помощью можно опреде​лить соответствующие составляющие аэродинамической силы, действу​ющей на самолет. Для этого достаточно умножить их на S – площадь крыла самолета и на 
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– скоростной напор, где ( – плотность атмосферы, V – воздушная скорость движения. Таким образом опреде​ляются:
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– сила лобового сопротивления (по направлению вектора набегающего потока, т.е. в направлении, противоположном движению в спокойной атмосфере) и
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– аэродинамическая подъемная сила (перпендикулярная Xa и направ​ленная вверх).

Из теории авиационных двигателей известно, что при разбеге самолета следует учитывать зависимость силы тяги P двигателя от скорости движения. В первом приближении для винтовых двигателей можно принять эту зависимость в виде:
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где 
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– взлетная тяга двигателя при нулевой скорости и при за​данном положении РУД (рукоятки управления двигателем), a и b – коэффициенты, получаемые эмпирически. Здесь и далее будем пола​гать, что направление вектора тяги P совпадает с направлением движения самолета.

Используем сведения из динамики полета и составим уравнения дви​жения самолета в вертикальной плоскости. Поскольку в вертикальном направлении во время разбега вплоть до скорости отрыва не проис​ходит заметного движения, то соответствующее уравнение движения вырождается в уравнение баланса сил: вниз действует сила тяжести mg, вверх – аэродинамическая подъемная сила Ya и сила N реакции ВПП. Таким образом, уравнение принимает вид: mg = Y + N. Из этого уравнения можно определить скорость самолета в момент отрыва от ВПП Vотр, т.е. в момент обращения N в нуль: 
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, откуда: 
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Составим уравнение движения самолета в продольном направ​лении. В этом направлении сила тяги двигателя P разгоняет само​лет, а сила лобового сопротивления Xa и сила сопротивления трения качения по ВПП F = fN = f(mg – Ya) – стремятся его затормозить. Тогда по второму закону Ньютона:
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Для отыскания дистанции разбега Lразб понадобится еще одно известное кинематическое соотношение:
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Таким образом, выписаны все функциональные соотношения, представляющие взаимосвязь элементов и параметров объекта (законы движе​ния), входящие в математическое описание модели. Однако это еще не всё математическое описание и не вся модель. Необходимо разра​ботать методы вычисления, которые позволят ана​литически или с помощью ЭВМ вычислить требуемые параметры разбега. Для этого исследуем подробнее струк​туру полученных дифференциальных уравнений с точки зрения опреде​ления времени Tразб и дистанции разбега Lразб. Из уравнения дви​жения в продольном направлении следует:
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т.е. дифференциальное уравнение разрешимо в квадратурах аналити​чески, как уравнение с разделяющимися переменными:
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Из кинематического дифференциального уравнения в силу полученного выше выражения для dt следует:
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На этом завершается разработка методов вычисления требуемых величин. Вместе с предыдущими соотношениями они составляют серд​цевину математического описания модели для заданной цели.

Для завершения математического описания к взаимосвязям и ме​тодам вычисления следует добавить числовые и функциональные данные парамет​ров объекта, которые позволят вычислить требуемые величины:

– плотность воздуха ( = 1,225 кг/м;

– коэффициент трения качения колес шасси по ВПП f = 0,035;

– массу самолета m = 5250 кг;

– площадь крыла S = 71,5 м2;

– аэродинамические коэффициенты: 
[image: image25.wmf]xa
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– взлетную тягу двигателя при нулевой скорости P0 = 2000 кгс;

– коэффициенты зависимости тяги от скорости: a = 0,002 с/м, b = 0,0002 с2/м2;

и начальные условия для интегрирования дифференциальных уравне​ний: при t = 0: V = 0, L = 0, которые уже использованы для записи определенных интегралов. Как нетрудно видеть, полнота математи​ческого описания модели позволяет произвести расчеты и получить значения требуемых величин в заданных условиях.

Кроме математического описания в математическую модель вхо​дит описание всех допущений, использованных выше для ее построения (в том числе и из дисциплин аэродинамики и динамики полета), а также алго​ритмы перевода исходных и выходных данных с модели на оригинал и обратно (в данном простом примере этот перевод осуществляется с коэффициентами подобия равными единице, т.е. непосредственно, ес​ли не считать правила округления в пределах точности измерений).

В качестве антипода детерминированных моделей выступают мо​дели имитационные. Имитационные модели (стохастические) – это ма​тематические модели таких оригиналов, для отдельных элементов ко​торых отсутствует аналитический вид математического описания. Ма​тематическое описание имитационных моделей содержит описание слу​чайных процессов (стохастических). В качестве такого описания вы​ступают разнообразные формы законов распределения, которые могут быть составлены на основании статистической обработки результатов наблюдения за оригиналом.

В математическое описание имитационных моделей кроме законов распределения случайных величин, описывающих явление, может вхо​дить описание взаимосвязей случайных величин (например, с помощью моделей теории массового обслуживания), а также алгоритм статис​тических испытаний (метод Монте-Карло для реализации элементарных случайных событий). Таким образом, имитационные модели используют математический аппарат теории вероятностей: матема​тической статистики, теории массового обслуживания и метода ста​тистических испытаний (метода Монте-Карло – § 3.5).

С помощью имитационных моделей воспроизводится один или нес​колько из возможных способов функционирования объекта, т.е. то, что вполне могло бы быть на самом деле. Это позволяет получить дополнительный статистический материал об исследуемом оригинале и выявить подчас такие эффекты, которые в реальном эксперименте невозможно обнаружить по тем или иным причинам.

Пример построения имитационной модели рассматривается в § 3.5.

2.2. Адекватность математических моделей

Особенностью математических моделей является то, что получе​ние с их помощью каких-либо результатов связано с вычислениями. Так возникает необходимость понятия вычислительного эксперимента. Вычислительный эксперимент – это получение результатов с помощью математической модели для какого-либо конкретного случая иссле​дований. Это может быть как единичный расчет одного параметра, так и комплекс расчетов целого спектра параметров модели во мно​жестве определенным образом связанных условий. Во втором случае большое значение приобретает процедура планирования вычислительно​го эксперимента (см. раздел 3), целью которого является получение максимума достоверной информации при минимуме затрат. Под достоверностью результата вычислительного эксперимента понимается одновременное выполнение двух условий: во-пер​вых, результат должен быть достаточно точен, а во вторых, не мо​жет быть опровергнут с помощью каких либо дополнительных расче​тов. (В математической статистике этим понятиям соответствуют по​нятия несмещенности и состоятельности оценок, получаемых из наб​людений, § 5.3.) При планировании вычислительного эксперимента исполь​зуются многие методы математического моделирования – от простого здравого смысла до теории катастроф (§ 3.1) и методов математической статистики.

ПРИМЕР. Определение предельных по условиям бокового выкаты​вания сочетаний значений скорости бокового ветра и коэффициента сцепления колес шасси с ВПП многодвигательного самолета с двигателями под крылом. Последовательность действий:

– выявление критических случаев (например, взлет с отказом критическо​го двигателя в критический момент: при ветре слева критическим является правый крайний двигатель, а критическим моментом являет​ся момент достижения скорости принятия решения);

– выбор способов нетрадиционного управления самолетом (например, раз​дельное управление тягой двигателей, включение-выключение управ​ления передним колесом, раздельное торможение);

– последовательная аппроксимация  (§§ 4.1, 6.3) линии, представляющей на координатной плоскости исследуемых параметров (скорости бокового ветра и коэффициента сцепления) предельные допустимые сочетания значений, полученных в результате расчетов на множестве критичес​ких случаев и способов управления самолетом.

Такую последовательность действий можно рассматривать в ка​честве плана вычислительного эксперимента (§ 7.2).

Центральным понятием теории математического моделирования является понятие адекватности. Игнорирование этого понятия низво​дит теорию до уровня схоластики, а аргументированная проверка адекватности обеспечивает получение добротных и практически зна​чимых результатов.

Адекватность математической модели – это соответствие ре​зультатов вычислительного эксперимента поведению реального объек​та. Это соответствие следует оценивать с точки зрения целей исследования. Поэтому возможны различные подходы к оценке адекватности различных моделей. 

Для выявления этого соответствия для механических систем и процессов, характеризующихся измеримыми величинами – параметрами – необходимо провести сравне​ние параметров модели и оригинала в одних и тех же условиях. Оче​видно, что сравнивать следует лишь соответствующие друг другу параметры между собой и только в той области функционирования объекта, в которой предполагается его исследовать.

Математические модели механических систем и процессов строятся в основном как подобные (см. § 3.2) детерминированные модели, обладающие общим с оригиналом математическим описанием. Поэтому для адекватности математической модели поведению оригинала – механической системы – достаточно убедиться в выполнении двух свойств: точности и непротиворечивости.

Точность в задачах механики означает, что обобщенная характеристика рассогласования соответствующего параметра модели и оригинала ((u = uмодели – uоригинала) должна быть не больше, чем заранее заданное значение приемлемой погрешности. В качестве такой характеристики может выступать наибольшее по модулю значение рассогласования, среднее значение рассогласования или статистическая оценка, как, например:

– доверительный интервал для математического ожидания рассогласования (§ 5.3);

– диапазон практически наблюдаемых значений рассогласования;

– интегральная оценка одного из следующих типов:
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Однако точность не может быть самоцелью, так как существует множество причин,  оправдывающих существование значительных систематических погрешностей,  как,  например, в летной эксплуатации при нерегистрируемой настройке пилотом начала отсчета угла тангажа. Поэтому критерии проверки точности не должны рассматриваться, как догма, они выбираются в соответствии с целью исследований.

Непротиворечивость подразумевает идентичный характер изменения соответствующих параметров, т.е. идентичный вид основных свойств функциональных зависимостей на отдельных участках, как-то: возрастание, убывание, экстремумы, выпуклость и т.п. При более глубоком рассмотрении этого понятия становится очевидным многообразие возможных критериев проверки непротиворечивости.

Поскольку сравниваемые параметры в области функционирования объекта могут принимать множество различных значений, постольку какие-либо выводы о соответствии их поведения можно сделать толь​ко на основании статистической обработки таких множеств. Поэтому адекватность проверяется с помощью статистических критериев, ко​торые могут с определенной вероятностью свидетельствовать о соответствии результатов вычислительного эксперимента пове​дению реального объекта в соответствующих условиях.

Для образной характеристики понятий точности и непротиворечивости можно воспользоваться рис. 7. На нем изображены графики некоторой функциональной зависимости между параметрами оригинала, которую модель должна адекватно воспроизвести. Для первого знакомства с понятием адекватности нижеследующий анализ приводится в нестрогой форме – строгий математический аппарат проверки адекватности дан в виде алгоритма в § 5.7.

В случае "а" существует область, в которой выполняются некоторые заданные требования точности, т.е. погрешность модели по отношению к оригиналу меньше некоторого допустимого значения. Однако с точки зрения такого свойства рассматриваемой зависимости, как возрастание-убывание, эта модель противоречит поведению оригинала, поэтому не может быть признана адекватной. (Между прочим, если рассмотренное свойство несущественно для данного исследования, то модель может быть признана адекватной.) Случай "б" демонстрирует непротиворечивый ход зависимости с той же точки зрения.

На графиках "в" и "г" показано поведение оригинала, наиболее часто встречающееся в реальных механических объектах. Колебания связаны с возмущающими факторами, не поддающимися регистрации, а также с погрешностями записывающей аппаратуры. Тем не менее, заменять экспериментальную зависимость более "красивой" нельзя, так как истинный характер ее неизвестен. В этом случае сравнение оригинала и модели особенно сложно. 

В случае "в" заметна систематическая погрешность модели – постоянно присутствующее рассогласование между параметрами модели и оригинала. В этом случае, если все наблюдаемые частные значения рассогласования существенно меньше допустимого значения погрешности, то модель можно считать достаточно точной. Если большое число наблюдаемых частных значений рассогласования больше допустимого значения погрешности, то модель нельзя считать достаточно точной. А в промежуточном случае необходимо руководствоваться соображениями цели исследований. 

В случае "г" систематическая погрешность модели значительно меньше той случайной ее составляющей, которая обязана своим появлением возмущающим факторам. Поэтому, если большинство наблюдаемых частных значений рассогласования меньше допустимого значения погрешности, то модель можно считать достаточно точной. 

Что касается свойства непротиворечивости модели в случаях "в" и "г", то этот вопрос значительно сложнее. Если по своей природе исследуемая зависимость должна быть более плавной, чем это зарегистрировано на оригинале (на- пример, скорость полета самолета по времени в пределах 20 с), то это значит, что практически все высокочастотные колебания являются результатом наложения шума (неучитываемых факторов), который следует отфильтровать. Эта неформализуемая процедура должна быть построена только на одном требовании: для непротиворечивости рассогласование между оригиналом и моделью


не должно подчиняться какой-либо закономерности, рассогласование должно вести себя вполне хаотически. С этой точки зрения случай "г" позволяет надеяться на непротиворечие модели поведению оригинала, а случай "в" – нет.

Таким образом, становится очевидным, что для проверки адекватности необходимо иметь (рис. 8):

– исчерпывающую информацию о реальном случае (что всегда трудно, а подчас бывает практически невозможно);

– результаты контрольного вычислительного эксперимента, вос​произ​водящего известный реальный случай;

– алгоритм оценки точности математической модели;

– алгоритм проверки непротиворечивости математической модели.

Рис. 8.

При построении алгоритма проверки адекватности необходимо учитывать как особенности модели, так и область ее применения:

– ограниченность допустимого диапазона изменения параметров системы (вследствие ограниченной области функционирования объек​та, в которой он моделируется),

– соответствие математического описания условий реального и вычислительного экспериментов,

– возможную неоднозначность решений в вычислительном экспе​рименте,

– точность самого вычислительного эксперимента.

Поясним это на примерах. Если предполагается исследовать по​ведение самолета, ограниченное разбегом по ВПП только при взлете, то нет необходимости добиваться адекватности моделирования таких явлений, как реверс тяги двигателей, торможение колес, вертикаль​ное движение самолета. Однако при моделировании посадки самолета с некоторой высоты все перечисленное оказывается необходимым.

Ошибки неучета идентичности начальных и конечных условий, к сожалению, еще встречаются в технической литературе.

ПРИМЕР. Примером может служить один из расчетов "оптимальной" по минимуму расхода топлива траектории набора высоты 10200 м от высоты круга самолетом Ил-86, проиллюстрированный рис. 9. Руководство по летной эксплуатации (РЛЭ) данного самолета рекомендует набор высоты осуществлять с приборной скоростью 550 км/ч, а выше 9500 м – при М = 0,8. На такой набор высоты затрачивается дальность 351,45 км (см. рис. 9а). Предлагавшийся "оптимальный" набор высоты с переменной скоростью (от 620 км/ч до соответствующей М = 0,8) обеспечивается на дальности 360,62 км (см. рис. 9б), поэтому для сравнения этих режимов к полету по РЛЭ добавлялся крейсерский полет на дальности 9,17 км. В результате такого сравнения "оптимальный" режим экономил 87 кг топлива по сравнению с режимом РЛЭ. Однако авторы не заметили, что начальные условия этих траекторий не соответствовали друг другу: на высоте круга скорость в одном из них 550 км/ч, а в другом 620 км/ч. Безусловно необходимо обеспечить в расчетах те же начальные и конечные условия: кроме весовых, аэродинамических и силовых характеристик задать одинаковые значения коор​динат пространственного положения самолета и вектора его скорости в начальной и конечной точках этапа. Если провести расчет траектории по РЛЭ с учетом участка разгона на высоте круга от 550 км/ч до 620 км/ч, то на это понадобится 3 км и 130 кг топлива (рис. 9г). Такое же увеличение дальности по РЛЭ на крейсерском режиме потребует 35 кг топлива. Таким образом, сравнение полученных траекторий оказывается не в пользу "оптимальной", а вывод об экономии топлива был сделан прямо противоположным истинному положению вещей.

Рис. 9.
Возможность получения неоднозначного решения в расчетах мож​но представить на примере квадратного уравнения, имеющего в общем случае два корня, один из которых может не иметь физического смы​сла и должен быть отброшен. Однако в некоторых задачах таких явных признаков может и не быть.

Точность модели определяется погрешностью – рассогласованием значений рассматриваемого параметра u:

– абсолютная погрешность (u = uмодели – uоригинала,

– относительная погрешность 
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– относительная приведенная погрешность 
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 (где uмеры – некоторое характерное значение, напри​мер, uмеры = |u|max).

Погрешности получили следующие эпитеты:

– грубая – недопустимая с точки зрения целей исследования;

– удовлетворительная – допустимая с точки зрения целей исследования;

– случайная – принимающая случайные значения при многократ​ном повторении опыта в неизменных условиях (например, замер вре​мени падения шара с Пизанской башни с помощью одного и того же секундомера);

– систематическая – принимающая неизменное значение при многократном повторении опыта в неизменных условиях (то же, что в предыдущем случае, но с испорченным секундомером, который начина​ет отсчет времени на 0,1 с позже пуска).

При математическом моделировании возможны погрешности, обус​ловленные различными причинами:

– погрешности физической абстракции (неточность физических законов и закономерностей, неучет некоторых факторов);

– погрешности математического описания:


приближенность уравнений,


приближенность данных,


погрешность расчетов (погрешность установок, ЭВМ, прибли​женные методы расчетов);

– погрешность обработки результатов (округление результатов, графическое изображение).

Из всех перечисленных причин в пояснении нуждается лишь погрешность расчетов, которую при моделировании всегда надо учитывать.

Выясним особенности приближенных вычислений, влияющих на погрешность расчетов с помощью математических моделей. Будем определять погрешность результатов при известных погрешностях операндов (a и (b.

1. Погрешности суммы:

 (a + (a) + (b + (b) = (a + b) + ((a + (b),

т.е. абсолютная погрешность определится:

((a + b) < |(a| + |(b| 

– абсолютная погрешность суммы ограничена суммой модулей абсолютных погрешностей слагаемых; а относительная:
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но, если для определенности ((a) <  ((b), то
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следовательно,
min((a, (b) < ((a + b) < max((a, (b) 


– относительная погрешность суммы принимает значение между наибольшей и наименьшей относительными погрешностями слагаемых.

2. Погрешности разности:

(a + (a) – (b + (b) = (a – b) + ((a – (b),

т.е. абсолютная погрешность определится:

((a – b) < |(a| + |(b| 

– абсолютная погрешность разности ограничена суммой модулей абсолютных погрешностей операндов; а относительная:
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т.е. относительная погрешность разности принимает значения больше относительных погрешностей операндов, а при близких их значениях – не ограничена. Из этого следует, что в приближенных вычислениях необходимо избегать разности близких величин, что особенно важно учитывать при программировании алгоритмов для ЭВМ.

3. Погрешности произведения:

 (a + (a) ( (b + (b) = (a ( b) + ((a ( b + (b ( a) + ((a ( (b),

а если предполагать малость абсолютных погрешностей по сравнению со значениями самих величин, то абсолютная погрешность определится:

((a ( b) ( (a ( b + (b ( a 

– абсолютная погрешность произведения приближенно равна сумме перекрестных произведений абсолютных погрешностей сомножителей на смежные сомножители; а относительная:
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т.е. относительная погрешность произведения приближенно равна сумме относительных погрешностей сомножителей.

4. Погрешности деления:
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т.е. абсолютная погрешность определится:
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– абсолютная погрешность частного приближенно равна сумме произведений абсолютной погрешности делимого на делитель и абсолютной погрешности делителя на делимое, деленной на квадрат делителя; а относительная:
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т.е. относительная погрешность частного приближенно равна сумме относительных погрешностей делимого и делителя.

5. Погрешности вычисления функции y = f(x1, x2,..., xn) в предположении разложимости ее в ряд Тейлора по степеням xn и малости абсолютных погрешностей (xn  по сравнению со значениями xn в первом (линейном) приближении:


[image: image37.wmf]i

n

1

i

i

n

2

1

n

n

2

2

1

1

x

x

f

)

x

,...,

x

,

x

(

f

)

x

x

,...,

x

x

,

x

x

(

f

D

¶

¶

+

»

D

+

D

+

D

+

å

=

,

т.е. абсолютная погрешность определится величиной:
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а относительная:
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6. Погрешность методов вычисления в более сложных случаях связана с применяемым алгоритмом. Поэтому для обеспечения возможности контроля погрешности методы должны обладать свойствами аппроксимации и устойчивости (см. § 4.4).
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Рис. 7.
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