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Раздел 2

МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ

Приступая к изучению реально существующего объекта, мы сталкиваемся с вопросом: какая информация и в каком виде нам необходима. Любой изучаемый объект многообразен. Число факторов, влияющих на него, бесконечно. Проявления этих факторов могут быть неоднозначны или случайны. Как выбрать основное? Общие соображения для ответа на этот вопрос может дать четко сформулированная цель исследований. Такие соображения можно назвать постановкой задачи отбора информации
Более конкретное представление о наборе рассматриваемых факторов, об их количественных характеристиках может быть получено только в результате нескольких последовательных приближений эксперимента, сопровождающихся постепенным "созреванием" модели объекта. При этом для достижения даже четко сформулированной цели исследований не всегда ясно, когда можно остановиться, а когда необходимо углублять свое представление об изучаемом объекте, с какой точностью и как необходимо регистрировать данные наблюдений. Было бы очень кстати иметь аппарат для строгого обоснования отбора информации.

Таким образом, прослеживается аналогия между объектом наблюдения и зарегистрированными результатами, с одной стороны, и понятиями генеральной совокупности и выборки, с другой. Т.е. можно почерпнуть недостающий исследовательский аппарат из математической статистики.

Удобное представление результатов расчетов и экспериментов подразумевает не только компактность, но и информативность, а также возможность получения достоверных выводов по результатам анализа, т.е. адекватных моделей. Это понятие достоверности опять приводит нас к необходимости применения статистических методов для отбора и обработки информации.

Математическая статистика опирается на аппарат теории вероятностей, поэтому очередная глава посвящена основам теории вероятностей в том объеме, который необходим для понимания следующих глав учебного пособия.

Глава  5. Основы теории вероятностей и математической статистики

5.1. Основные термины теории вероятностей и математической статистики

Теория вероятностей – наука, изучающая закономерности в слу​чайных явлениях.

Случайное явление – явление, которое при неоднократном вос​произведении одного и того же опыта протекает по-разному.

Событие – всякий факт, который в результате опыта может про​изойти или не произойти.

Если некоторое событие A  заведомо не может произойти (например, температура воздуха не может принять значение –300(С), то такое событие называется невозможным.

Если некоторое событие Aобязательно происходит (например, температура воздуха принимает значение в интервале от –300(С до 1000(С), то такое событие называется достоверным.

Два события называются несовместными, если их одновременное (совместное) наступление невозможно (например, невозможно выпадение одновременно 3 и 5 очков на игральной кости).

Несколько событий образуют полную группу событий, если обязательно происходит хотя бы одно из них, т.е. никаких других, неучтенных, событий быть не может (например, полную группу событий составляют выпадение 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков на игральной кости).

Из практики мы знаем, что при повторении одного и того же опыта (например, замер температуры воздуха, бросание игральной кости) получаются различные результаты. Это является следствием влияния неучтенных в данном эксперименте факторов. Будем называть результаты этих опытов исходами или элементарными событиями.
Рассмотрим идеализированную систему исходов, обладающих следующими свойствами:

– число исходов конечно;

– все исходы образуют полную группу событий;

– все исходы попарно несовместны;

– все исходы равновозможны.

Если появление некоторого исхода влечет за собой происхождение события A, то такие исходы называют благоприятными появлению события A (например, выпадение 2, 4 или 6 очков являются исходами, благоприятными появлению четного числа). 

На этой идеализированной схеме можно дать классическое определение вероятности: вероятность P(A) случайного события A – это числовая характеристика возможности этого события, определяемая отношением 
[image: image85.wmf]0

, где n – число всех равновозможных, несовместных исходов, образующих полную группу событий, а m – число исходов, благоприятных появлению события A. Так, например, вероятность появления четного числа очков при бросании игральной кости определится дробью: 
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Легко видеть основные свойства вероятности:

– вероятность принимает значения от 0 до 1: 0 ( p ( 1;

– невозможное событие имеет нулевую вероятность (p = 0);

– достоверное событие имеет единичную вероятность (p = 1).

Случайной величиной называют величину, которая в результате опыта может принять только одно из множества возможных значений, заранее не известно какое.

Различаются дискретные (принимающие отдельные, изолированные перечисляемые значения) и непрерывные (возможные значения запол​няют некоторый промежуток числовой оси) случайные величины.

Основное прикладное значение в теории вероятностей имеют законы распределения случайных величин, ставящие в соответствие каждому значению случайной величины вероятность именно его появ​ления.

Если случайная величина ( (например, температура воздуха в районе МГТУ ГА, замеряемая датчиком с электронным табло) подчиняется некоторому закону распределения F((), то каждое наблюдаемое ее значение xi в i-ый замер встречается с какой-то вероятностью, определяемой с помощью данного закона распределения. 

В случае дискретной случайной величины (например, число очков, выпавшее на игральной кости) закон распределения задается таблицей соответствия возможных значений и вероятностей их появления (см. табл. 6).

Таблица 6.

	Закон распределения
	
	Для игральной кости

	(i
	(1
	(2
	...
	(M
	
	xi
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	P((i)
	p1
	p2
	...
	pM
	
	pi
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Для непрерывных случайных величин такое соответствие записать нельзя, так как на любом отрезке числовой оси (на которой случайная величина может принимать значения) различных возможных значений бесконечно много и вероятность появления каждого из них равна нулю. Поэтому применяется запись закона распределения с помощью, так называемой интегральной функции распределения вероятностей F(x) = P(( < x), задающей по определению вероятность того, что случайная величина ( примет значение на числовой оси левее числа x. Понятно, что, чем правее расположена задаваемая граница x, тем больше вероятность попадания в соответственно больший интервал. Таким образом, выяснено главное свойство интегральной функции распределения F(x) – монотонное возрастание ее значений от 0 до 1 на том интервале, на котором задана случайная величина. В общем случае следует говорить не о конечном интервале, а обо всей числовой оси, поэтому общий вид интегральной функции распределения F(x) можно представить левым графиком рис. 43.

Справа на рис. 43 показана дифференциальная функция распределения вероятностей (плотность распределения вероятностей) f(x), полученная дифференцированием интегральной F(x). Связь этих функций представляется в виде:
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Рис. 43.

Исходя из определения интегральной функция распределения, для любого непрерывного закона распределения справедлива формула, определяющая вероятность попадания случайной величины в интервал от x1 до x2:

P(x1 < ( < x2) = F(x2) – F(x1).

В табл. 7 приводится система обозначений (для дискретной случайной величины (, принимающей M значений), принятая в данном учебном пособии. Обратим пока основное внимание на левую часть этой таблицы.

Таблица 7.

Простой случайный отбор

	элементы генеральной
	генеральные
	элементы
	выборочные оценки

	совокупности
	объем
	средняя
	дисперсия
	выборки
	объем
	средняя
	дисперсия

	(1,...,(M
	M
	a
	D, (2
	x1,...,xN
	N
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	DВ, s2


Расслоенный отбор

	№
	элементы генераль-
	генеральные
	элементы
	выборочные оценки

	слоя
	ной совокупности
	объем
	средняя
	дисперсия
	выборки
	объем
	средняя
	дисперсия

	1
	
[image: image5.wmf]1

M

1

11

,...,

x

x


	M1
	a1
	
[image: image6.wmf]2

1

1

,

D

s


	
[image: image7.wmf]1

M

1

11

x

,...,

x


	N1
	
[image: image8.wmf]1

x


	
[image: image9.wmf]2

1

1

в

s

,

D



	2
	
[image: image10.wmf]2

M

2

21

,...,

x

x


	M2
	a2
	
[image: image11.wmf]2

2

2

,

D

s


	
[image: image12.wmf]2

M

2

21

x

,...,

x


	N2
	
[image: image13.wmf]2

x


	
[image: image14.wmf]2

2

2

в

s

,

D



	...
	...
	...
	...
	...
	...
	...
	...
	...

	k
	
[image: image15.wmf]k

kM

1

k

,...,

x

x


	Mk
	ak
	
[image: image16.wmf]2

k

k

,

D

s


	
[image: image17.wmf]k

kM

1

k

x

,...,

x


	Nk
	
[image: image18.wmf]k

x


	
[image: image19.wmf]2

k

вk

s

,

D




Здесь объемы связаны следующим образом: 
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, а индексация значений случайной величины имеет вид: 
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(или 
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), где первый индекс означает номер слоя (группы) j = 1, 2,..., k, а второй – порядковый номер в слое i = 1, 2,..., Mk (Nk).

Основными числовыми характеристиками законов распределения являются математическое ожидание, обозначаемое a, и дисперсия, обозначаемая D или (2. Величина ( имеет собственное наименование – среднее квадратическое отклонение.

Математическое ожидание a ( E(() характеризует центр закона распределения – ту точку на числовой оси, около которой следует ожидать появления случайной величины. Для дискретной случайной величины математическое ожидание определяется формулами:
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здесь E(() обозначает операцию вычисления по приведенной формуле. Для непрерывной случайной величины математическое ожидание определяется формулой:
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Дисперсия (2 и среднее квадратическое отклонение ( характеризуют рассеивание (разброс) значений случайной величины около ее математического ожидания – возможные отклонения – "размазанность" кривой плотности распределения. Чем больше дисперсия, тем шире "колокол" этой функции. Для дискретной случайной величины дисперсия определяется формулами:
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а для непрерывной случайной величины – формулой:
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Далее в данном учебном пособии будут рассматриваться такие дискретные случайные величины, которые принимают M различных значений с одинаковой вероятностью. В реальности таких случайных величин не бывает, однако для простоты изложения математического аппарата такое можно себе представить, тем более что именно так ведут себя результаты наблюдений и измерений. Для такой модели дискретных случайных величин все 
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 одинаковы, поэтому числовые характеристики задаются достаточно простыми формулами:
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Существуют и другие числовые характеристики случайных величин. Среди таковых для центра распределения является медиана 
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 – такое значение, для которого одинаково вероятно, окажется ли случайная величина меньше или больше 
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, а также мода 
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– наиболее вероятное значение случайной величины. Еще одной характеристикой рассеивания является размах R – разность между наибольшим и наименьшим из возможных значений случайной величины.

Для характеристики системы двух случайных величин (, ( (встречающихся парами) используется ковариация (корреляционный момент) определяемая следующим образом:
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где b – математическое ожидание случайной величины (; 
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 – все возможные пары значений (, (. Нормирование ковариации по средним квадратическим отклонениям дает коэффициент корреляции:




Указанные числовые характеристики реальных случайных величин нам не могут быть известны, так же как их объемы M, 
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, вероятности pi, 
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и законы распределения – это может быть известно лишь Создателю. В этих формулах E(() и D(() лишь обозначают операции определения математического ожидания и дисперсии, но по ним эти характеристики обычно не вычисляются. Эти формулы можно использовать только для модельных случайных величин, законы распределения которых записаны априори, как, например, для игральной кости. 

Очевидно, что на практике не всегда есть возможность построить идеализированную схему для расчета вероятности по классическому определению. Например, для того, чтобы выявить поддельность игральной кости необходимо убедиться в неодинаковости вероятностей выпадения различного количества очков. В этом случае нет подходящей схемы равновозможных исходов для классического определения вероятностей. Поэтому приходится его заменять статистическим.

Статистическое определение вероятности основывается на априорном свойстве состоятельности любого массового повторения опытов. Это значит, что при бесконечном увеличении числа повторений опытов относительная частота появления интересующего нас события стремится к вероятности:
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где ( – число появлений события A  в ( опытах. Иначе говорят, что 
[image: image39.wmf]n

m

 сходится по вероятности к величине P(A): 
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 и принимают за статистическое определение вероятности. Разумеется, точно этот предел найти нельзя, но оценить его с той или иной уверенностью (вероятностью) на конечном множестве опытов можно. Этим и занимается математическая статистика.

Математическая статистика – наука для разработки методов ре​гистрации, описания и анализа экспериментальных данных наблюдения массовых случайных явлений. Центральное место в математической статистике занимают теория оценок и теория проверки гипотез. Основное правило математической статистики гласит: каждое выдвинутое предложение должно быть оценено и проверено на правдоподобие. Для обеспечения этого правила и служит аппарат математической статистики.

Всякое наблюдение дает какое-то ограниченное представление о явлении в целом, в том числе и об определенной случайной величине. Итогом такого наблюдения, т.е. отбора информации, становится выборка – некоторая совокупность результатов наблюдения случайной величины (генеральной совокупности), отобранная для исследования по определенному правилу. Таким образом, результаты наблюдения случайного явления дают лишь ограниченную информацию о случайной величине в целом. Поэтому переход от зафиксированного экспериментального факта к выводу и прогнозу – далеко не  очевиден и нуждается в обосновании. Математическая статистика позволяет по результатам наблю​дения частного (выборки) сделать некоторые обоснованные выводы о характеристи​ках общего (генеральной совокупности). 

ПРИМЕР 1. Вся продукция электролампового завода – гене​ральная совокупность, проверенная часть ламп – выборка. По сроку службы в среднем, вычисленному по выборке, можно судить о сроке службы ламп в среднем для всей генеральной совокупности. Но лишь "судить", "оценивать", ибо нельзя знать заранее срок службы какой-либо конкретной лампы.

ПРИМЕР 2. Интервалы времени между прибытием самолетов в аэропорт 13 февраля с 1200 до 1600 дают какое-то представление о том, что бу​дет 14 февраля с 1200 до 1600 – например, в каком режиме придется работать АТБ. 

Общая последовательность применения методов математической статистики была предложена Р. Фишером (в скобках дается комментарий в современных терминах):

1► Планирование исследований (планирование эксперимента, определение способа отбора информации).

2► Конкретизация математико-статистического описания (выбор дисперсионной или регрессионной модели).

3► Оценка параметров модели (получение точечных и интервальных оценок) и составление их выборочных (эмпирических) распределений.

4► Изучение согласия между моделью и наблюдениями (адекватность модели оригиналу и проверка критериев согласия в обоснование модели).

5► Реальное решение задачи посредством оценок параметров и критериев значимости (статистический анализ результатов и разработка выводов).

Первый и третий этапы представляют собой, так называемую, процедуру первичной обработки информации, которая  начинается с отбора информации, включает построение гистограмм и полигонов частот (если это необходимо для визуальной оценки вида эмпирического распределения), и завершается расчетом точечных и интервальных оценок. Эти результаты служат исходным материалом для четвертого и пятого этапов – статистического анализа, целью которого является установление статистических закономерностей.

5.2. Отбор информации

Исследователь, озабоченный составлением некоторой модели явления, стремится получить из эксперимента лишь ограниченный круг параметров, ее описывающих. Под эту задачу и собирается информация. Таким образом формулируются первичные требования к отбору информации.

Однако, как мы убедимся на примере в конце параграфа, статистический материал может содержать в себе намного больше информации, чем ставилось целью собрать. Можно не только получить значения наблюдаемых параметров с контролируемой погрешностью и с заданной вероятностью, что позволяет сделать первичная обработка информации. Умелое извлечение информации позволяет еще и быстрее достичь требуемого результата, и оценить его добротность, и даже оценить адекватность разрабатываемой модели. 

Но не стоит думать, что математическая статистика отвечает на все вопросы. Во-первых, она способна обработать только ту информацию, которая собрана. Во-вторых, ее методы дают лишь более или менее вероятные (и эту вероятность можно оценить) результаты. Поэтому нет и не может быть математической обработки информации вообще, есть только аппарат для целевых исследований, невозможных без предварительных предположений о модели. Т.е. за человеком в любом случае остается творческий подход к выбору модели, к способам отбора информации и к формулировке выводов.

Для анализа информации не важно, получена она из натурного эксперимента, или из вычислительного эксперимента на детерминированной или стохастической модели. В любом случае основными проблемами сбора и обработки информации являются:

– выбор существенных факторов;

– выбор процедуры отбора информации;

– обеспечение достоверности выводов по результатам анализа.

Все эти проблемы разрешимы с помощью математического аппарата статистического анализа, излагаемого в последующих параграфах.

Следующий пример иллюстрирует необходимость строгого научного подхода к сбору и обработке информации.

ПРИМЕР. Социологический опрос. Пусть результаты ответов 50 человек на некоторый вопрос представлены рядом знаков "+" – "да" и "–" – "нет":
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Подсчитаем количество тех и других знаков: "+" встречается 29 раз, "–" – 21 раз. Т.е. ответов "да" на 38 % больше, чем "нет". Но подождем делать соответствующие практические выводы. Подсчитаем баланс знаков, стоящих на четных местах: "+" – 18, "–" – 7; и на нечетных: "+" – 11, "–" – 14. Насколько можно доверять общим итогам опроса в таком случае?

В каждой практической задаче можно выдвинуть множество гипотез о происхождении таких разногласий, например, в рассматриваемом примере можно предположить и психологические особенности разных групп респондентов, и недоброкачественный (непредставительный) отбор респондентов, и недобросовестность сборщиков информации и т.д. Можно ли оценить степень их влияния на итоговый результат? И как отобрать "хорошую" информацию?

Математическая статистика может дать ответы на все эти вопросы! Конечно, она не сформулирует причины обнаруженного разногласия и не даст непосредственного рецепта для отбора информации. Но она может оценить вероятность правильности выдвигаемых гипотез, определить число факторов, которые оказали решающее влияние на результаты, и оценить вклад каждого из них. С помощью математической статистики можно оценить и добротность самого статистического материала.

Отбор информации – важнейшая операция, от правильного проведения которой существенно зависит результат статистического анализа, а, следовательно, и выводы исследований. Не стоит заблуждаться относительно якобы объективности данных наблюдения или эксперимента. Во-первых, результаты таких наблюдений всегда имеют свойства случайной выборки из генеральной совокупности. Так обстоит дело и при контроле технологических процессов, когда проверяются не все характеристики не всех изделий; и при изучении природных явлений, когда не все факторы учитываются и контролируются; и при экспертизе, в которой принимает участие ограниченный круг экспертов. Во-вторых, информация собирается для определенных целей. Для проверки различных моделей необходима различная информация, подчас одна в другую не преобразуемая. В-третьих, результаты наблюдений фиксируются всегда с какой-то погрешностью: из-за методики измерения, измерительной аппаратуры, округлений и т.п. Опыт человечества, давно заметившего эти обстоятельства, привел к простейшему приему отбора информации: чем ее больше, тем лучше. В теории измерений это нашло свое выражение в методике многократного повторения опытов в идентичных условиях.

Однако не всегда есть возможность повторять опыты: это может быть слишком дорогим удовольствием или в принципе невозможно. В связи с этим приходится подробнее рассматривать различные виды отбора информации в эксперименте – получения выборки. 

Отбор информации, происходящий помимо воли исследователя, называется естественным в противоположность искусственному. Здесь не следует путать ситуацию с пассивным и активным экспериментом (§ 7.1) – естественный отбор предполагает получение информации в виде констатации определенных событий, процесс которой (констатации) не зависит от исследователя. Далее рассматриваются различные виды искусственного отбора.

Пристрастный отбор осуществляется по заранее намеченному признаку. Наука до ХХ века пользовалась именно пристрастным отбором информации: для выявления какой-либо зависимости в изучаемом природном явлении необходимо было избавиться от влияния "посторонних" факторов (например, от притяжения Земли, от проходящего трамвая и т.п.). Поэтому каждый отдельный опыт в эксперименте ставился в одних и тех же специальных условиях, имевших немаловажное значение и получивших наименование "чистоты эксперимента".

Случайный отбор производится с помощью случайных чисел по любой методике.

Механический отбор – отбор данных из всей совокупности по какому-либо правилу (например, каждый пятый).

Типический отбор – отбор из слоев (частей) всей имеющейся совокупности. Так делается отбор материала из отдельных партий продукции для технического контроля.

Аритмический отбор – частный случай типического и механического, когда отбор производится из равных групп по правилу, например: из первой группы берется первый элемент, из второй – второй, и т.д.

Пропорциональный отбор – частный случай типического отбора, когда из каждого слоя отбирается часть, пропорциональная объему слоя.

При репрезентативном отборе получается представительная выборка, достаточно полно характеризующая всю совокупность с точки зрения влияния важных и существенных факторов. Безусловно, к такому отбору следует стремиться, однако для оценки степени репрезентативности необходимы именно те характеристики, которые являются результатом конечного анализа отобранной информации. Поэтому в таких областях, как, например, политическая социология или экология, где цена принимаемого решения чрезвычайно высока, проводится специальный статистический эксперимент для оценки репрезентативности различных выборок и построения оптимальной из них по определенному критерию.

Существуют и другие виды отбора информации, в частности, расслоенный случайный отбор – комбинация типического и случайного, при которой из отдельных слоев (групп, частей) отбор осуществляется случайным образом. 

Объем расслоенных выборок может быть произвольным или регулироваться: пропорционально объему слоев или оптимально – для обращения, например, в минимум дисперсии результатов 

 или стоимости эксперимента C и т.д.

В правой части табл. 7 (стр. 103) приведена система обозначений для выборочных данных из генеральной совокупности, принятая в данном учебном пособии.

5.3. Точечные оценки

В процессе любого эксперимента, в том числе и вычислительного, приходится иметь дело с теми  или иными значениями наблюдаемых параметров. Определение этих значений с достаточной точностью невозможно без многократных повторений опытов и специальной процедуры их обработки. Простейшим примером этого является определение средней величины результатов однотипных измерений. В более сложных случаях приходится вычислять значения ненаблюдаемых параметров по значениям наблюдаемых. Определение значения некоторого параметра наблюдаемого объекта по экспериментальным данным носит название статистической точечной оценки.

В первую очередь для расчетов и анализа любой случайной величины (  необходимо получить точечные оценки параметров закона ее распределения, основными из которых являются математическое ожидание a и дисперсия 

 (см. § 5.1). Поэтому  изучение статистических методов точечных оценок сосредоточено на получении оценок именно этих величин.

Наиболее простым методом нахождения точечных оценок является метод моментов, предложенный К. Пирсоном. Он заключается в приравнивании начальных (r или центральных (r моментов порядка r генеральной совокупности соответствующим моментам выборки. Т.е. для оценки математического ожидания достаточно использовать формулу:
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где 
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 называется выборочной средней, а для оценки дисперсии – формулу:
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где DВ называется выборочной оценкой дисперсии.

Нетрудно заметить, что суммы в этих формулах отличаются друг от друга верхним пределом, что характеризует различие классического и статистического определений вероятности, и скобками: слева все возможные значения, справа встретившиеся в наблюдениях (в выборке). В этом переходе и содержится математический смысл метода моментов.

Основные преимущества метода моментов заключаются в простоте вычислений и независимости от законов распределения – их не нужно знать. Этим же методом можно построить точечные оценки для расслоенных выборок:
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Обратимся к табл. 7 и проследим процесс получения точечной оценки a математического ожидания (генеральной средней) для наблюдаемой в k выборках (расслоенный отбор) случайной величины. Даже если отвлечься от элементарных знаний математической статистики, ясно, что в качестве такой оценки может выступать выборочная средняя 
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. Но если в нашем распоряжении k выборок (например, полученных k исследователями), то не ясно, какую из выборочных средних 
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 надо принять за оценку математического ожидания. Более того, эти выборочные средние 
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 сами по себе случайные величины, так как и выборки и условия экспериментов могут случайно меняться. А может быть вообще следует взять за искомую оценку какую-то другую величину, например, медиану, или моду, или среднее от средних? Тогда возникает вопрос, как это надо считать: ведь объем информации в разных выборках 
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 различен!

Способ определения точечной оценки (* истинного значения параметра ( определяется теми ее свойствами, которые необходимо обеспечить в конкретном случае. Математическая статистика рассматривает следующие свойства точечных оценок.

Несмещенность – свойство точечной оценки (*, при котором ее математическое ожидание равно истинному значению ( оцениваемого параметра: E((*) = (. Т.е. несмещенная точечная оценка определяет искомый параметр без систематической ошибки:  отклонения, например, 
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 от генеральной средней a (математического ожидания) распределены симметрично. В специальном курсе математической статистики доказывается, что выборочная средняя 
[image: image53.wmf]x

 и исправленная выборочная оценка дисперсии s2 обладают свойством несмещенности:
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Состоятельность – свойство точечной оценки (*, при котором с возрастанием объема выборки N она стремится по вероятности к истинному значению ( оцениваемого параметра: 
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, где P – вероятность, ( – произвольное сколь угодно малое число. В специальном курсе математической статистики доказывается, что выборочная средняя 
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 является состоятельной оценкой математического ожидания.

Эффективной называется точечная оценка (*, имеющая при заданном объеме выборки N наименьшую дисперсию. Естественно, что из нескольких состоятельных оценок следует выбирать наиболее эффективную. Препятствием выявления этого свойства может стать необходимость знания закона распределения изучаемой случайной величины. Поэтому далеко не всегда удается обеспечить эффективность найденной точечной оценки. Можно показать, что выборочное среднее 
[image: image58.wmf]x

 является эффективной оценкой математического ожидания.

Достаточная (исчерпывающая) точечная оценка не может быть существенно изменена из-за получения какой-либо дополнительной информации. В этом смысле такая оценка обеспечивает полноту использования всей информации, содержащейся в выборке, и свидетельствует о том, что выборка репрезентативная (представительная). Эффективная оценка обязательно является достаточной.

Свойства оценок математического ожидания a с помощью выборочных оценок среднего 
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, медианы 
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 и моды 
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 оценок дисперсии; а также среднего квадратического отклонения ( с помощью 
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, s и размаха R сведены в табл. 8.

Таблица 8.

	Оцениваемый
	Вычисляемая
	Свойства оценок

	параметр
	характеристика
	несмещенность
	состоятельность
	эффективность
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	+ при N < 10


Метод моментов, изложенный выше, дает состоятельные оценки. Однако Р. Фишер показал, что полученные этим методом оценки могут быть смещенными и неэффективными. Он же разработал и обосновал другой метод, свободный от этих недостатков.

Метод наибольшего правдоподобия основывается на отыскании такой оценки параметра распределения (*, которая обращает в максимум вероятность появления именно той выборки (x1, x2,..., xN), которая получена в эксперименте. Для его реализации составляют функцию правдоподобия:

L = P(x1, x2,..., xN, (*),

представляющую собой именно эту вероятность, определенную при искомом значении параметра (* закона распределения. (В общем случае может рассматриваться задача нахождения нескольких параметров, тогда под (* понимается вектор.) Далее тем или иным способом решается задача оптимизации – нахождения такого значения (*, которое обеспечивает функции правдоподобия наибольшее значение.

По виду функции правдоподобия ясно, что составить и вычислить ее можно только тогда, когда известен вид закона распределения. Только в этом случае можно вычислить при любом предполагаемом значении (* вероятность появления того набора значений случайной величины x1, x2,..., xN, который получен в эксперименте. 

Требование знания закона распределения и является практически единственным, но существенным недостатком метода. Однако никто не запрещает сравнивать между собой наибольшие значения функций правдоподобия, записанных для нескольких альтернативных видов распределения.

Поскольку в практике чаще всего используются законы распределения, описываемые с помощью экспонент, оказалось удобным находить критические точки функции правдоподобия из необходимых условий экстремума не для самой L, а для ее логарифма (что одно и то же для отыскания единственного максимума):
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называемых уравнением наибольшего правдоподобия. В таком виде удобно применять метод еще и потому, что для независимо полученных значений случайной величины (а именно так и стремятся поставить эксперимент) функция правдоподобия принимает вид произведения:
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что обеспечивает простоту уравнения наибольшего правдоподобия:
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Применение метода наибольшего правдоподобия для нахождения оценки математического ожидания приводит к тем же результатам, что и метод моментов, что и неудивительно, так как в этом случае и метод моментов обеспечивал все требуемые свойства оценок.

Можно показать, что известный метод наименьших квадратов (см. § 6.3) является частным случаем метода наибольшего правдоподобия для оценки математического ожидания нормально распределенной случайной величины.

Необходимость получения состоятельных, эффективных и достаточных оценок в случаях неизвестных законов распределения привела к разработке приемов получения робастных оценок и критериев – не зависящих от вида закона распределения или, по крайней мере, устойчивых к его нарушениям. Однако обольщаться этими приемами не следует, так как они в основном имеют эмпирическое происхождение, связаны с удачными решениями определенных задач, а в общем случае теоретически не обоснованы, т.е. не гарантируют получения результата.

Перечисленные выше требования к оценкам наталкивают на вопрос о приемлемом для тех или иных оценок объеме информации. Более подробно этот вопрос освещен в § 7.3, здесь же достаточно упомянуть простейшие практические ограничения снизу на объем статистического материала для уверенных результатов: N ( 30, 
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Это ограничение касается не столько обеспечения состоятельности и эффективности оценки, сколько достаточности степеней свободы выборки. Числом степеней свободы для системы n случайных величин называется число n этих величин минус число линейных связей между ними. Поэтому при определении выборочного среднего – первой числовой характеристики (связи) – в качестве числа степеней свободы используется объем выборки N или, соответственно, 

 (число полученных в выборке случайных значений). При вычислении второй характеристики – дисперсии – число степеней свободы необходимо уменьшить на 1 за счет использования связи в виде выборочного среднего. Вот почему несмещенная оценка дисперсии требует в знаменателе своей формулы число N – 1 или 

Кроме того, число степеней свободы, оправдывая свое название, указывает количество связей между величинами, которые можно определить на данном статистическом материале, не опасаясь их линейной зависимости и, соответственно, вырожденности результатов. Поэтому ограничение снизу 
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 в 5 единиц оставляет свободу использования таких независимых характеристик, как среднее, дисперсия, медиана и мода.

В табл. 9 в обозначениях табл. 7 приведены формулы для вычисления требуемых объемов выборок из слоев, отобранных различными, описанными в § 5.2, способами, и выборочного среднего всей совокупности с его дисперсией.

Таблица 9.

	
	Объем
	Мат. ожидание
	Дисперсия
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Здесь использованы следующие обозначения: 
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 где  C0 – накладные расходы, cj – стоимость одного наблюдения в j-м слое.
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