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I. Позиционные системы счисления.

1.1. Системы счисления.


Счислением называется совокупность приемов наименования и обозначения (записи) чисел.


Условные знаки, применяемые при обозначении чисел, обычно называют цифрами.


В ряде систем счисления числа записываются как последовательности цифр. Такие системы счисления подразделяются на позиционные и непозиционные, в зависимости от того, изменяются или нет значения цифр при изменении их положения (позиции) в последовательности.


Хорошо известным примером непозиционной системы счисления является пришедшая к нам из Древнего Рима  римская система, в которой для записи чисел используются буквы латинского алфавита. При этом буква I всегда означает единицу, буква V- пять, X - десять, L - пятьдесят, С - сто, D - пятьсот, М - тысячу и т.д. Число 267 запишется в римской системе в виде: CCLXVII. Каждая используемая буква в римской системе всегда означает одно и то же число. Поэтому для записи больших чисел введенных знаков будет не хватать и нужны будут новые, и сколько бы мы их не ввели, всегда можно придумать число, которое уже введенными знаками изобразить трудно, как, например, трудно изобразить тысячу, имея лишь знаки I, V, X.


Совсем иначе обстоит дело в позиционных системах. Здесь имеется определенное количество знаков (цифр), каждый из которых может означать различные числа в зависимости от места (позиции), которое этот знак занимает.


Общепринятой системой счисления является десятичная позиционная система. Она была изобретена в Индии, затем заимствована оттуда арабами и уже через арабские страны пришла в Европу. В этой системе для записи любого числа используются лишь десять цифр: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. 


Значение каждой цифры в позиционной системе счисления определяется как ею самой, так и местом, которое она занимает. Так, единица  изображается цифрой 1; десять - той же цифрой, стоящей на втором месте справа, т.е. 10; сто - той же цифрой 1, но уже стоящей на третьем месте, и т.д.


Таким образом, каждое число разбивается на разряды, которые считаются справа налево, и единица каждого следующего разряда в определенное число раз превосходит единицу предыдущего. Отношение соседних разрядов называется основанием системы счисления. Принятая система счисления потому и называется десятичной, что ее основанием является число десять: каждый следующий разряд в десять раз больше предыдущего.


В ЭВМ и при подготовке задач для решения на них, кроме десятичной, могут применяться и другие позиционные системы счисления. Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать только позиционные системы счисления и подробно разберем наиболее часто используемые позиционные системы.

1.2. Позиционные системы счисления.

В разные исторические периоды человек использовал позиционные системы счисления, отличные от десятичной. Так в Древнем Китае, а также у ряда африканских народов была распространена пятеричная система, а у населявших американский континент народностей : ацтеков и майя - двадцатеричная система. Эти системы, так же как и десятичная, имеют «анатомическое» происхождение - они произошли от счета по пальцам рук (или рук и ног).


В Древнем Вавилоне, например, применялась шестидесятеричная система счисления. Остатки ее мы находим в сохранившемся до наших дней обыкновении делить час или градус на 60 минут, минуту на 60 секунд, а круг на 360 градусов.

Употреблялась также и двенадцатеричная система, следами которой является сохранившийся обычай считать некоторые предметы дюжинами, деление года на 12 месяцев.

В системе счисления с основанием р (р-ичной системе счисления) единицами разрядов служат последовательные степени числа р, иначе говоря, р единиц какого-либо разряда образуют единицу следующего разряда. Для записи чисел в р-ичной системе счисления требуется р различных цифр, изображающих числа 0,1,...,р-1. Запись числа р в р-ичной системе счисления имеет вид 10.

В шестнадцатеричной системе имеющихся десяти цифр для изображения числа не хватает. Требуется ввести еще шесть цифр для изображения чисел, равных 10, 11, 12, 13, 14, 15, которые в шестнадцатеричной системе являются однозначными. Вводя для этих чисел обозначения  A, B, C, D, E, F, получим 16 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F.  Число шестнадцать, как основание системы, будет иметь вид 10.

Чтобы различать, в какой системе счисления записано число, мы будем в дальнейшем, если это не ясно из контекста, указывать основание системы счисления в виде индекса (при этом индекс всегда будем писать в десятичной системе!). Например, число 17310  записано в обычной десятичной системе, а число 1738 - в восьмеричной.

Запись целого числа в какой-либо системе счисления означает представление этого числа в виде суммы степеней основания р с различными коэффициентами, меньшими основания. Эти коэффициенты и являются цифрами в записи числа. Например:
907810 = 9(103+0(102+7(101+8(100;

A520D16 = 10(164+5(163+2(162+0(161+13(160 = 67636510 .

Аналогично можно обращаться и с дробями. Основным способом записи дробей при вычислениях являются десятичные дроби. Десятичная дробь есть представление дробного числа в виде суммы отрицательных степеней десяти. 

Так, например:

0,3091710=3(10-1+0(10-2+9(10-3+1(10-4+7(10-5;

0,3245 = 3(5-1+2(5-2+4(5-3 = (89/125)10 = 0,71210.

Известно, что не всякая рациональная дробь может быть выражена конечной десятичной дробью. Такое же явление наблюдается и в других системах счисления. При этом может случиться, что рациональная дробь выражается конечной дробью в одной системе и бесконечной (периодической) в другой. Например, число 2/7 выражается в десятичной системе бесконечной дробью 0,2857142857142...., а в семеричной - конечной дробью 0,2. Наоборот, 1/5 в десятичной системе выражается конечной дробью 0,2, а в шестеричной - бесконечной дробью 0,111..... .

В системе счисления с основанием р любое число М записывается в виде



М = ак ак-1...а1 а0, а-1 а-2 ...а-s .

Здесь



ак ак-1... а1а0 - целая часть числа;



 а-1 а-2 ...а-s     -  его дробная часть;



ак, ак-1, ..., а-s  - цифры, принимающие значения от 0 до p-1.


Развернутая запись числа имеет вид:

      Мр = ак(рк + ак-1(рк-1 + ... + а1(р1 + а0(р0 + а-1(р-1 + а-2(р-2 + ... + а-s(p-s.

Этой записью можно пользоваться для перевода числа, записанного в системе счисления с основанием р, в десятичную систему.


Для такого перевода достаточно все цифры ак, ак-1, ..... , а-s и основание р числа Мр записать в десятичной системе и затем произвести (в десятичной системе) вычисление правой части последнего равенства. Такую операцию называют подстановкой. Например:


401,3245 = (4(52+0(51+1(50+3(5-1+2(5-2+4(5-3)10 = 101,71210   ;     
          2A7B,3912=(2(123+10(122+7(121+11(120+3(12-1+9(12-2)10 = 4991,312510.

      Производить арифметические действия в непозиционной системе очень неудобно и сложно. В этом легко убедиться, если попробовать, например, сложить числа CCCLX и CLXXIV или разделить число CXVIII на LXIV, пользуясь лишь римской системой счисления. Поэтому непозиционная римская система счисления употребляется теперь очень редко и в тех случаях, когда над числами не требуется совершать действия: для нумерации веков в хронологии, глав в книгах, часов на циферблатах и т.д.


Арифметические операции в позиционной системе счисления выполняются весьма просто с использованием таблиц сложения и умножения, подобно тому, как это делают в общеизвестной десятичной системе. Здесь дело сводится к соответствующим действиям над однозначными числами в различных разрядах и переносу из младших разрядов в старшие (или, наоборот) по определенным правилам. Умножение числа на основание системы р сводится к переносу запятой на один разряд вправо, а деление на р - к переносу запятой на один разряд влево.

1.3. Двоичная система счисления.


До создания ЭВМ все вычислительные приборы и устройства создавались в основном на базе десятичной системы счисления. Для механических элементов, из которых состояли эти устройства, выбор системы счисления не очень важен: для пятеричной системы, например, можно надеть на спицу пять косточек (так и сделано на китайских счетах «суанnан»), а для двенадцатеричной - разделить цифровое колесо на 12 частей по 30 градусов и т.д. Вместе с тем, поскольку при применении этих приборов вычислительный процесс не был полностью автоматизирован, естественно было применять в них употребляющуюся при ручном счете десятичную систему.


Первые «механические» вычислительные машины, основанные на десятичной системе, оказались очень сложными, неэкономичными и медленными.


При переходе к другим физическим принципам построения машин оказалось удобным изображать каждый разряд числа одним элементом с несколькими устойчивыми состояниями. При этом обнаружилось, что для большинства таких элементов характерно наличие двух устойчивых состояний - электромеханическое реле может быть замкнуто или разомкнуто, конденсатор может быть заряжен или разряжен, электронная лампа может проводить или не проводить ток и т.д.


Посмотрим, какая из позиционных систем счисления выгоднее всего с точки зрения экономии оборудования, применяемого для изображения чисел в машине или вычислительном приборе. Каждый разряд числа в р-ичной системе может изображаться в машине или приборе либо р элементами, либо р устойчивыми состояниями одного элемента (первый способ применяется, например, в русских счетах - десять косточек на разряд; второй - в арифмометре: в каждом разряде 10 положений цифрового колеса).


Пусть, для определенности, целые числа изображаются первым способом при помощи 30 элементов. В зависимости от выбора системы счисления, мы будем иметь возможность изображать этими элементами числа с различным количеством разрядов. Так, в десятичной системе на каждый разряд расходуется по 10 элементов, а потому 30 элементов хватит для трех разрядов; в шестеричной каждый разряд потребует по шесть элементов, и мы сможем тридцатью элементами изобразить пятиразрядное шестеричное число и т.д. Тогда в приборе, работающем в десятичной системе, при помощи 30 элементов можно представить целые числа от 0 до (103-1)=999, в шестеричной системе - числа от 0 до (65-1)=7775, в пятеричной системе от 0 до (56-1)=15624, в троичной системе от 0 до (310-1)=59048 и, наконец, в двоичной - от 0 до (215-1)=32767.


Таким образом, при помощи одного и того же оборудования можно представить числа наиболее широкого диапазона в троичной системе; несколько менее широкого - в двоичной.


Этот вывод, полученный нами на примере, остается справедливым и в общем случае. Он остается верным и при втором способе изображения чисел, ибо изготовить элемент с р устойчивыми состояниями зачастую не менее трудно, чем р отдельных элементов. Поэтому, учитывая также трудности создания надежных физических элементов с тремя устойчивыми состояниями (в СССР на троичной системе счисления была основана лишь одна ЭВМ «Сетунь», сконструированная в МГУ), в большинстве современных ЭВМ применяется изображение чисел в двоичной системе счисления с основанием р=2.


Для изображения чисел в этой системе требуется лишь две цифры: 0 и 1. Благодаря этому числа можно изображать с помощью элементов, имеющих два различных устойчивых состояния: одно из них принимается за изображение нуля, другое - за изображение единицы.


Первые числа натурального ряда выражаются в двоичной системе следующим образом:

	Десятичные числа
	Двоичные числа
	
	Десятичные числа
	Двоичные числа

	1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
	1

10

11

100

101

110

111

1000

1001

1010
	
	11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
	1011

1100

1101

1110

1111

10000

10001

10010

10011

10100



Отсюда видно, что запись числа в двоичной системе значительно длиннее десятичной записи. Поэтому при обычном ручном счете десятичная система удобнее двоичной.


Ценным качеством двоичной системы является чрезвычайная простота арифметических действий. Они выполняются по тем же правилам, что и в десятичной системе. Таблица сложения в двоичной системе имеет следующий вид:
	0+0=0;
	
	1+0=1;

	0+1=1;
	
	1+1=10.



Сложение двух многозначных двоичных чисел выглядит так:



                                10011,0101          

                    

      



                            +    1101,0111



                              100000,1100 .


Таблица умножения в двоичной системе предельно проста. Поскольку умножение на нуль всегда дает нуль, можно считать, что здесь таблица умножения состоит лишь из одной строки:





             1(1=1.

Но умножение на единицу не меняет числа. Поэтому умножение многозначных чисел сводится в двоичной системе к сдвигу и сложению.


Приведем пример на умножение:





   11011

  

                   *   100,1_ 





   11011




   +  11011____           




       1111001,1.


Также просто выполняются и обратные действия - вычитание и деление. Например:    

          а).вычитание:      _ 1101001101       




                11100110_ 




  1001100111,

          б).деление:

        _10101110001111
( 11011

            11011   
          ( 110011101 .

        _  100001

              11011


              _  110000

                    11011   (                                   
                 _ 101011

                      11011__                                            


         _ 100001

                        11011

                                    _11011


                            11011_                           

                                      00000.


Приведенные примеры хорошо демонстрируют преимущества и недостатки двоичной системы счисления. С одной стороны, арифметические действия в двоичной системе очень просты; для представления чисел в ЭВМ двоичная система требует меньшего числа элементов, чем любая другая, кроме троичной. С другой стороны, запись чисел в двоичной системе очень громоздка и однообразна: для записи чисел на бумаге в двоичной системе требуется в три-четыре раза больше разрядов, чем в десятичной, и число представляется в виде набора из одних только нулей и единиц.


Преимущества двоичной системы находят применение в конструкции ЭВМ. А то, как можно преодолевать ее недостатки, мы рассмотрим ниже.

1.4.Перевод чисел из одной системы счисления 

в другую.


Кроме двоичной системы, при работе на ЭВМ используются и другие системы счисления. Поэтому нужно уметь переводить числа из одной системы в другую.


С одним способом такого перевода, называемым подстановкой, мы уже познакомились. По этому способу из числа в произвольной р-ичной системе можно было получить то же число в десятичной системе, при этом очень существенным является то обстоятельство, что все действия при подстановке производились в десятичной системе.


Способ подстановки годится и для перехода от любой системы с основанием р к системе с основанием q, если только все действия производить в системе с основанием q, что не всегда удобно. Если мы хотим производить действия в десятичной системе (или в системе с основанием р) при переходе от десятичной системы (или от системы с основанием р) к системе с основанием q, то способ подстановки непригоден. Поэтому в этом случае удобнее пользоваться несколько иным приемом, с которым мы познакомимся сначала на примере.


Переведем в восьмеричную систему целое число 61310. Разделив данное число на 8, найдем частное 76 и в остатке 5:   61310 = 76(8+5.


Это означает, что наше число, кроме некоторого количества восьмерок, содержит еще пять единиц, т.е. последняя цифра восьмеричной записи данного числа есть 5.


Для определения следующей (справа налево) цифры разделим на 8, полученное частное 76. Найдем, что частное равно 9, а остаток 4, т.е. 76=9(8+4; иначе говоря, получаем

61310=(9(8+4)(8+5=9(82+4(8+5.

Таким образом, остаток 4 дает нам вторую справа цифру восьмеричного представления. Наконец, разделив новое частное 9 на 8, получим   9=1(8+1.


Все вычисления удобно объединить в следующую схему:
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Результат деления можно представить в виде:


613=76(8+5=(9(8+4)(8+5=((1(8+1)(8+4)(8+5=1(83+1(82+4(81+5(80.

Последнее означает, что       61310=11458.


Описанный прием является общим. Действительно, пусть целое число Мp записано в некоторой системе счисления с основанием р и его нужно перевести в новую систему счисления с основанием q. Разделив Мp на q , получим:




               Мp=в0(q+а0

(деление производится в системе счисления с основанием р). Разделив далее в0 на q , найдем, что в0=в1(q+а1, откуда

Мp=(в1(q+а1)(q+а0=в1(q2+а1(q+а0.

Этот процесс будем продолжать до тех пор, пока последнее частное, которое мы обозначим через ак, не станет меньше q. Тогда получим

Мp=ак(qк+ак-1(qк-1+. . .+а2(q2+а1(q+а0;

т.е. цифрами, представляющими число Мp в системе с основанием q, будут остатки, получившиеся при последовательном делении Мp на q , но записанные в обратном порядке. Этот прием перевода целых чисел называется алгоритмом последовательного деления.

Деление в этом алгоритме производится в первоначальной системе счисления с основанием р. Если q(р, то делитель, а значит, и все остатки однозначны, и мы сразу получаем нужные цифры. Если же q(р, то в системе с основанием р делитель и, быть может, некоторые остатки будут содержать больше одной цифры. В новой системе счисления их следует заменить новыми цифрами, которые в системе с основанием р отсутствовали.


Чтобы пояснить последнее замечание, рассмотрим пример. Переведем число 511010 в двенадцатеричную систему. Новое основание в десятичной системе равно 12 (р=10; q=12). Деление производим в десятичной системе:


         5110  (   12


         48      (   425 (   12


        _ 31        36   ( _35
( 12



           24        _65
    24 
(  2.


_ 70        60
    11


   60          5


   10

Замечая, что  1010=A12,  1110=B12, получим:  511010=2B5A12 .

Для перевода правильных дробей вместо алгоритма последовательного деления используют так называемый алгоритм последовательного умножения, который мы также рассмотрим сначала на примере.


Пусть нужно перевести в двоичную систему десятичную дробь 0,4140625.


В двоичной системе счисления первая цифра после запятой означает половину. Поэтому она будет единицей или нулем, в зависимости от того, будет ли данное число больше или меньше половины. Это легко установить, проверив, будет ли единицей или нулем целая часть числа после его удвоения. Таким же образом можно получить следующие двоичные цифры путем дальнейшего удвоения.


Производимые вычисления удобно записать подряд в виде следующей схемы:                                                                

	0,
	4140625

          *           2

	0,
	8281250

          *           2

	1,
	6562500

          *           2

	1,
	3125000

          *           2

	0,
	6250000

          *           2

	1,
	2500000

          *           2

	0,
	5000000

          *           2

	1,
	0000000


Причем следует помнить, что удваивается всякий раз только дробная часть числа. Из приведенных вычислений видно, что 0,414062510 = 0,01101012 .


Покажем, что этот алгоритм является общим. Пусть дано число



Мp=а-1(q-1+а-2(q-2+а-3(q-3+а-4(q-4+. . . . .

Умножая это число на q (умножение производится в системе счисления с основанием p), получим:



q(Мp=а-1+(а-2(q-1+а-3(q-2+a-4(q-3+. . . .).

Таким образом, целая часть произведения дает первую цифру дроби а-1. Дробную часть (а-2(q-1+а-3(q-2+a-4(q-3+. . .) для получения следующей цифры следует умножить на q:



q((а-2(q-1+а-3(q-2+а-4(q-3+. . .)=а-2+(а-3(q-1+а-4(q-2+. . .)

и взять целую часть результата а-2 и т.д. Заметим, что в некоторых случаях этот процесс последовательного умножения может никогда не закончится - это означает, что результатом является бесконечная дробь.


Если же число является смешанным, т.е. его целая и дробная части отличны от нуля, то их следует переводить в другую систему счисления отдельно, каждое в соответствии с рассмотренными выше правилами.


Таким образом, если действия над числами производятся в системе с основанием q, то для перевода числа из системы с основанием р в систему с основанием q используется алгоритм подстановки. Обратный перевод производится при помощи алгоритмов последовательного деления (для целой части) и последовательного умножения (для дробной части).

1.5. Смешанные формы записи чисел.


При переходе от одной системы счисления к другой оказываются полезными смешанные формы записи чисел.


Если представить число в какой-либо системе счисления, а затем каждую цифру этого числа записать в другой системе, то мы получим смешанную форму записи числа. Практически используются двоично-десятичная и двоично-восьмеричная системы.


В двоично-десятичной системе число представляется в десятичной форме, а затем каждая десятичная цифра записывается в двоичной системе. При этом различные десятичные цифры требуют для своего двоичного написания различного числа двоичных разрядов: от одного (для нуля и единицы) до четырех (для восьми и девяти).Чтобы не применять никаких разделительных знаков, для двоичного изображения десятичной цифры всегда выделяются четыре двоичных разряда. Такая группа из четырех двоичных разрядов, предназначенная для изображения одной десятичной цифры, называется  тетрадой, 

Двоично-десятичную форму числа легко получить, заменив каждую цифру десятичного числа соответствующей тетрадой. Так, например, число 9807 в двоично-десятичной форме будет иметь вид:





   1001  1000   0000   0111.


Из возможных шестнадцати различных тетрад в двоично-десятичной системе используются только первые десять: 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000,1001. Остальные тетрады: 1010, 1011, 1100. 1101, 1110, 1111 не означают никакой десятичной цифры и поэтому не имеют смысла в двоично-десятичной системе.


Как уже было сказано, элементы в ЭВМ имеют два устойчивых состояния и поэтому не могут быть использованы для непосредственного изображения чисел в системе, требующей более двух цифр. Вместе с тем, исходные данные для вычислений естественно представляются в десятичной системе. Для записи десятичных чисел в машине и служит двоично-десятичная система.

Аналогично двоично-десятичной, двоично-восьмеричная форма записи числа состоит в том, что цифра восьмеричного числа записывается в двоичном виде.


Так как наибольшая цифра в восьмеричной системе есть семь, то для изображения любой восьмеричной цифры достаточно трех двоичных разрядов. Такая группа из трех разрядов, отведенная для изображения восьмеричной цифры, называется триадой.


Так, например, восьмеричное число 6124573 запишется в двоично-восьмеричной системе семью триадами:





110  001  010  100  101  111  011.


В отличие от тетрад, используемых в двоично-десятичной системе, в двоично-восьмеричной системе все возможные триады используются. Это обстоятельство составляет преимущество двоично-восьмеричной системы. Другим (и самым важным) преимуществом является то, что двоично-восьмеричная запись числа совпадает с его двоичной записью.


Это утверждение объясняет применение восьмеричной системы для сокращения записи двоичных чисел в программировании. Двоичное число разбивают влево и вправо от запятой на тройки двоичных разрядов - триады, а затем каждую триаду заменяют соответствующей восьмеричной цифрой. От этого запись числа становится втрое короче, в результате чего облегчается переписывание и уменьшается вероятность описок и просчетов. Формально преобразованное таким образом число является восьмеричным представлением исходного двоичного числа.

         Аналогично, во всех случаях, когда  q=pk  , любое  p-ичное число можно представить в  q-ичной системе счисления (перевести в  q-ичную систему), разбив его влево и вправо от запятой на группы по  k  разрядов и заменив каждую группу соответствующей   q-ичной цифрой. Обратный перевод производится заменой  каждой  q-ичной цифры на её  p-ичное представление. В двоично-восьмеричной системе  p=2,  q=8=23, т.е.  k=3.

         Восьмеричную систему удобно использовать при переводе вручную чисел из десятичной системы в двоичную. Для этого сначала переводят десятичное число в восьмеричную систему, а затем каждую восьмеричную цифру заменяют соответствующей триадой.


Аналогично можно производить и обратный перевод - из двоичной системы в десятичную. В этом случае следует, разбив двоичное число на триады, получить его восьмеричное изображение, а затем восьмеричное число перевести в десятичное.


Например, переведем в двоичную систему число 846,7510. Произведем перевод в восьмеричную систему отдельно целой и дробной части числа (используя алгоритм последовательного деления и умножения):
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Таким образом,  846,7510 = 1516,68 .Отсюда, так как  18=0012 ,  58=1012 ,                    

68=1102 , получим:        846,7510=1101001110,112 .


Сделаем обратный перевод:


            1101001110,112=001 101 001 110,1102=1516,68 ,

а затем, используя алгоритм подстановки, получим:    


            1516,68=1(83+5(82+1(81+6(80+6(8-1=846,7510 .


Очевидно, этот способ значительно сокращает запись по сравнению с непосредственным переводом из десятичной системы в двоичную и обратно.

1.6. Приближенные числа. Способы записи чисел.


Почти все числа, с которыми приходится иметь дело в процессе вычислений, являются приближенными. Действительно, исходные числовые данные обычно выражают значения тех или иных физических величин, полученные в результате измерений, которые, по самому своему существу, носят приближенный характер. Кроме того, действительные числа, хотя бы и рациональные, чаще всего не могут быть точно записаны в десятичной (также как и в любой р-ичной) системе счисления. Их приходится записывать в виде конечной десятичной дроби, обрывая ее в том или ином месте. Наконец, арифметические действия в большинстве случаев тоже не могут быть выполнены точно.


В этих условиях серьезную роль играет вопрос о точности полученных результатов и размерах возможных погрешностей.


Пусть А – некоторая величина, истинное значение которой известно или неизвестно. Число а, которое можно принять за значение величины А, называется приближенным значением величины А  или просто приближенным числом. Число а называют приближенным по недостатку, если оно меньше истинного значения, и по избытку, если оно больше. Так 3,14 является приближенным значением числа ( по недостатку, а 2,72 – приближением числа е по избытку. Чтобы охарактеризовать степень точности данного приближения, пользуются понятием погрешности или ошибки. 

Абсолютная погрешность (или ошибка) приближенного числа а есть абсолютная величина разности между истинным значением величины А и данным её приближенным значением:





            (а = |А-а |.
Чаще всего, когда речь идет об арифметических действиях с приближенными числами, употребляется термин погрешность, а когда говорят об измерениях, то употребляют термин ошибка.


Поскольку истинное значение величины обычно остается неизвестным, неизвестной остается также и абсолютная погрешность. Вместо нее приходится рассматривать предельную абсолютную погрешность, которая означает число, не меньшее абсолютной погрешности. Иногда, ради краткости речи, слово «предельная» опускают, понимая под абсолютной погрешностью именно предельную.


Приближенные числа принято записывать таким образом, чтобы вид числа показывал его абсолютную погрешность. Исходные данные, получающиеся в результате измерений, а также числа в математических таблицах записывают так, чтобы абсолютная погрешность не превосходила половины единицы последнего разряда, сохраняемого при записи. Например, запись 3,141610 означает, что абсолютная погрешность этого приближенного числа не превосходит 0,5(10-4=0,00005. Для числа 2,1508 абсолютная погрешность не превосходит 0,5(8-3 ( 0,001, а для числа 28010 – величины 0,5. Если это число имеет большую точность, например, если абсолютная погрешность меньше 0,05, то следует писать не 280, а 280,0.  При указанной форме записи числа все записанные цифры оказываются верными. Таким образом, если приближённое число M записано в p-ичной системе:

                              Мp=aк ... а0, а-1 …а-s ;         (0 ( ai ( p-1)                    

и указано, что все цифры верные, то его абсолютная погрешность

                                              (м( 0,5(p-s .
     
Если в результате действий, проводимых в р-ичной системе счисления, получается большее, чем нужно, количество цифр, то число следует округлять, отбрасывая излишние цифры. При этом руководствуются известным правилом округления: если первая из отброшенных цифр меньше 0,5(р, то последняя цифра сохраняется без изменения; если первая из отброшенных цифр равна или больше 0,5(р, то последняя оставшаяся цифра увеличивается на единицу.


Исключением из этого правила является случай, когда отбрасывается только цифра равная 0,5(р или она же с нулями. Здесь можно выбрать любое правило округления, например, округлять всегда вверх или, наоборот, всегда вниз. Часто пользуются правилом, предложенным К. Гаусом: последняя оставшаяся цифра сохраняется без изменения, если она четная, и увеличивается на единицу до четной, если она была нечетная. По этому правилу при округлении до целого число 10,12  округляется до 102, а 3,510 – до 410. 


Как мы уже отмечали, в ряде случаев задача перевода числа из одной системы счисления в другую не может быть решена точно. Например, десятичная дробь 0,9 не может быть точно представлена никакой конечной двоичной дробью. В таких случаях задача решается приближенно. Степень приближения либо задается при постановке задачи, либо выбирается так, чтобы возможная погрешность результирующей записи была близка к погрешности исходной записи.


Если задача перевода целых чисел всегда решается точно, то значение р-ичной дроби может быть точно представлено конечной дробью в q-ичной системе счисления, только если дробь 1/р может быть точно записана в виде конечной q-ичной дроби. Однако, если исходная запись числа не точная, а приближенная, то ее точный перевод в q-ичную систему может оказаться бессмысленным.


Пусть, например, р=2 и запись 0,1011 представляет собой двоичную дробь, все цифры которой верные. Абсолютная погрешность этой записи не превышает половины единицы младшего разряда, т.е. числа 0,5(2-4= =1/32(0,0310 (обычно, и мы будем придерживаться этого правила в дальнейшем, величина погрешностей записывается в десятичной системе счисления). Для записи 0,10112 существует точный десятичный эквивалент – запись 0,687510. Однако уже вторая цифра после запятой может оказаться неверной. Поэтому достаточно (даже с некоторым запасом точности) ограничиться десятичным числом 0,69 в качестве результата перевода.


В общем случае, когда задана S-разрядная р-ичная дробь:

                                       Mp= 0,a-1a-2 … a-s  ,

 можно предполагать, что все ее цифры верные и абсолютная погрешность этой дроби не превышает 0,5(р-s. Если результат перевода приближенно изобразить t-разрядной q-ичной дробью, то абсолютная погрешность этого приближения может быть сделана не превосходящей 0,5(q-t. Исходя из требования равноточности обоих представлений, получаем приближенное равенство:





q-t( р-s ;

или              
t (  S(log р/ log q;

 (логарифмы можно брать при любом основании). Чтобы обеспечить минимальный запас точности у результата перевода, в качестве t следует принять наименьшее целое число, большее или равное S(logqр, т.е. наименьшее целое  t, удовлетворяющее неравенству:  qt ( ps .
Если при переводе во всех промежуточных результатах сохранять не менее t значащих цифр, то при этом могут накопиться ошибки округления. Несколько проще и, вообще говоря, точнее оказывается следующая схема. Переводим в q-ичную систему целое число, р-ичная запись которого имеет вид





Mp(ps= а-1a-2 ... а-s .

Разделив полученный результат на целое число рs , получим требуемое значение. Только при последнем делении потребуется произвести округление до t верных знаков, так как предшествующие вычисления выполняются над целыми числами, которые записываются в q-ичной системе менее чем t цифрами. Такая схема особенно удобна при ручном счете.


Например, требуется перевести приближенное число 0,1011 из двоичной системы в десятичную. Сначала переводим в десятичную систему целое число 10112=((1(2+0)(2+1)(2+1=1110. Затем делим 11 на 24=16, сохраняя две цифры после запятой: 11/16(0,69.


Вернемся к общему случаю, когда в q-ичную систему переводится число, представленное р-ичной записью

                     

 Mp= аk … а1а0,а-1 ... а-s .

Можно отдельно перевести целую и дробную части этого числа и сложить полученные результаты. Но можно поступить так. Переводим (точно) в q-ичную систему целое число с р-ичной записью

                               
Mp(ps= ак … а1а0а-1 ... а-s .
Полученный результат делим на рs , сохраняя t знаков после запятой, где t имеет прежний смысл.


Например, требуется перевести число 3,14 из десятичной системы в двоичную. Здесь q=2, р=10, к=0, s=2 и должно быть выполнено неравенство 



t ( 2( log10/ log2  ( 6,6 ;   (или 2t(102=100)  ,
так что принимаем t = 7. Переводим целое число 31410 в двоичную систему:


                     
31410 = 4728 = 1001110102 .

Делим полученный результат на 102=10010=11001002 с точностью до 7-го знака после запятой:

          1001110,1 ( 11001


                                    11001      ( 11,0010001 …

              11100
              11001        

                   11100

                   11001

                         110000

                           11001

                           10111 .

Так как остаток больше половины делителя, округляем результат, добавляя 1 к младшему разряду. Получаем:     3,1410(11,00100102 .

Отметим, что точность любого приближенного числа не характеризуется его абсолютной погрешностью. Действительно, погрешность, равная 0,5 метра, слишком велика при измерении длины комнаты, допустима при измерении участка, отводимого для постройки дома, и не может быть замечена при измерении расстояния между городами. Настоящим показателем точности результата измерения или вычисления является его относительная погрешность.


Относительной погрешностью приближенного значения а  величины А называют абсолютную величину отношения его абсолютной погрешности к истинному значению этой величины:





(а = (а /(А(= (А-а(/(А(.
Часто эту относительную погрешность выражают в процентах.


Ввиду того, что фактически вместо абсолютной погрешности обычно рассматривается предельная, относительную погрешность также заменяют предельной относительной погрешностью, которая означает число, не меньшее относительной погрешности. Более того, при нахождении предельной относительной погрешности приходится заменять неизвестное истинное значение величины приближенным. Последняя замена обычно не отражается на величине относительной погрешности ввиду близости этих значений и малости абсолютной погрешности.


Например, для приближенного значения (=3,1410 предельная абсолютная погрешность составляет 0,0016, а относительная 0,00051, или 0,05%.


Для большинства чисел, даже и при малых относительных погрешностях, абсолютные погрешности могут иметь порядок единиц, десятков, сотен и т.п. Например, для числа 23400010 может не быть данных, указывающих на то, являются ли здесь нули действительно цифрами данного числа или, как принято говорить в таких случаях, замещают неизвестные цифры. Подчиняясь сформулированному ранее правилу, мы имеем право записать это число в виде 234000 только тогда, когда его абсолютная погрешность не превосходит 0,5. Если же абсолютная погрешность не превосходит пятидесяти, то последние два нуля замещают неизвестные цифры. Поэтому запись 234000 в этом случае является незаконной, число следует записывать в виде 2340(102 или 0,2340(106 .


Абсолютная погрешность приближенного дробного числа, представленного в р-ичной системе счисления, определяется числом р-ичных знаков в его записи. Относительная погрешность определяется количеством значащих цифр в числе. При этом значащими цифрами являются все цифры числа, кроме тех нулей, которые употребляются для определения места других цифр в р-ичной дроби или же замещают другие цифры. Например, в числе 0,200035 значащими являются все цифры, кроме нуля целых. В числе 0,04010 значащей является цифра 4, а также и нуль после нее, если число записано с соблюдением приведенного ранее правила и его абсолютная погрешность не превышает 0,0005. Два нуля впереди цифры четыре не являются значащими цифрами, так как они только определяют положение цифры 4. Можно не писать этих нулей, а записывать число в виде 40(10-3,   4,0(10-2 или же 0,40(10-1 .


Пользуясь термином «значащая цифра», мы можем упомянутое выше правило о записи приближенных чисел сформулировать таким образом: приближенные числа следует записывать так, чтобы все цифры числа, кроме нулей впереди, если они есть, были значащими и верными цифрами. 


О числах 0,40(10-1 и 0,2340(106 говорят, что они записаны в форме с плавающей запятой (ПЗ), в противоположность обычной записи, которую называют формой записи чисел с фиксированной запятой (ФЗ). Как видно из приведенных примеров, запись числа в форме с ПЗ не определяется однозначно. Чтобы устранить неоднозначность, принято первый множитель брать меньшим единицы и состоящим только из значащих цифр (кроме нуля целых), так что его первая цифра после запятой отлична от нуля. В этом случае число называется нормализованным.


Таким образом, запись числа Мр в форме с ПЗ означает его представление в виде



           

Мр=М0(рк.

Число М0 называют мантиссой числа Мр (обычно (М0(( 1), а число к – его порядком. Если число Мр нормализовано, то первая цифра мантиссы отлична от нуля, т.е.



                     
1((М0(( p-1   ,

и порядок к определен однозначно. При этом порядок числа, большего единицы, равен количеству целых разрядов числа до запятой, а порядок числа, меньшего единицы, отрицателен (либо равен нулю), и его абсолютная величина показывает количество нулей после запятой перед первой значащей цифрой числа.


При записи отрицательного числа в форме с ПЗ отрицательной считают его мантиссу.


Обычно в процессе вычислений стремятся иметь все числа с одинаковой точностью. Записывая все числа в форме с ФЗ с одним и тем же количеством р-ичных знаков после запятой, мы можем для всех чисел обеспечить одинаковую абсолютную погрешность. Запись всех чисел в нормализованной форме с ПЗ с одинаковым числом знаков в мантиссе позволяет обеспечить для всех чисел одинаковую относительную погрешность. В зависимости от потребностей вычислений и употребляется та или иная форма записи. 

1.7. Погрешность арифметических действий.


На погрешность результата вычислений, кроме погрешностей в исходных данных, влияют также и погрешности выполняемых нами арифметических действий. Поэтому в процессе вычислений сразу возникает вопрос о том, с какой точностью, т.е. с каким числом знаков, должны вестись вычисления. Часто такой вопрос решается однозначно: если исходные данные получены из опыта, нет необходимости вести промежуточные вычисления с большей точностью, чем точность исходных данных. Но в таких случаях нужно оценить, с какой точностью мы будем знать окончательный результат.


Пусть а и в – приближенные значения величин А и В соответственно, с предельными абсолютными погрешностями (а и (в, причем точные значения величин А и В могут быть известны и неизвестны. Тогда справедливы неравенства:

                     

а-(а( А ( а+(а ,



                    в-(в( В ( в+(в  .

Складывая оба этих неравенства, находим



           а+в -((а+(в)( А+В ( а+в +((а+(в),

так что приближенным значением суммы А+В можно считать а+в, причем за предельную абсолютную погрешность можно принять (a+в=(а+(в .Точно так же, вычитая из неравенства  А( а-(а неравенство В( в+(в, а из неравенства А( а+(а неравенство В( в-(в , находим 


                       а-в -((а+(в)( А-В ( а-в +((а+(в).


Таким образом, предельная абсолютная погрешность суммы или разности чисел равна сумме абсолютных погрешностей слагаемых. Иногда говорят короче: при сложении или вычитании абсолютные погрешности складываются. Это утверждение без труда переносится на случай любого конечного числа слагаемых.


Если не обращать внимания на знаки слагаемых, то вместо сложения и вычитания можно, как известно, говорить только о сложении (так называемое «алгебраическое сложение»). Однако это возможно только при рассмотрении абсолютных погрешностей. При установлении предельной относительной погрешности суммы необходимо различать случаи одинаковых или различных знаков слагаемых.


Считая все слагаемые положительными, для предельной относительной погрешности суммы получаем



((= ((а+(в + ... +(с)/ (а+в+ … +с).

Обозначим через (а,(в,….,(с предельные относительные погрешности слагаемых и через  (min, (max соответственно наименьшее и наибольшее из этих чисел. Так как (а=(а/а, то (а=(а(а. Такое же равенство справедливо и для всех остальных слагаемых. Поэтому

      ((=((а(а+(в(в+...+(с(с)/(а+в+…+с) ( (max(а+в+…+с)/(а+в+…+с)= (max
и, аналогично, ((( (min. Таким образом,

(min ( ((( (max,

т.е. относительная погрешность суммы слагаемых одного знака заключена между наименьшей и наибольшей относительными погрешностями слагаемых. 

Для слагаемых разных знаков дело обстоит иначе. Пусть а(0, в(0 и с=а-в. Тогда, сохраняя прежние обозначения, имеем






(с=((а+(в)/ (а - в(. 

Поэтому, если а и в близки между собой, то даже при очень малых погрешностях уменьшаемого и вычитаемого предельная относительная погрешность разности может оказаться весьма значительной, т.е. при вычитании близких величин происходит большая потеря точности.


Например, пусть а=1,363, в=1,353. Найдем относительную погрешность суммы и разности этих чисел.


Считая соблюденными правила записи приближенных чисел, получаем (а=(в=0,0005, откуда, (а( (в= 0,04%. Поэтому для суммы находим:

                (а+в= 0,001  и  (а+в( 0,04%.

Для разности же получаем:



         (а–в= ((0,0005+0,0005)/0,01)(100%= 10%  ,

так что относительная погрешность разности превышает относительную погрешность суммы в 250 раз.


Рассмотрим теперь умножение и деление приближенных чисел. Приближенное значение величины А можно представить в виде а+(а= =а(1+(а/а) =а(1+(а). Поэтому для произведения двух множителей получаем




ав(1+(а)(1+(в)=ав(1+(а+(в+(а(в).


Пренебрегая произведением малых относительных погрешностей по сравнению с их суммой, мы можем записать последнее выражение в виде





        ав(1+(а+(в),

откуда выводим, что предельная относительная погрешность произведения равна сумме предельных относительных погрешностей сомножителей:




         (ав = (а+(в.


Можно доказать, что относительная погрешность приближенных чисел а и 1/а одинакова. Отсюда следует справедливость полученного выражения не только для умножения, но и для деления, т.е.  при умножении или делении чисел их предельные относительные погрешности складываются.

Так как абсолютная и относительная погрешности точного числа равны нулю, то из сказанного выше вытекает, что при умножении или делении на точное число относительная погрешность приближенного числа не меняется. В частности, отсюда следует, что относительная погрешность не зависит от положения запятой в числе, что и объясняет использование представления числа в форме с ПЗ.


Рассмотренные правила подсчета погрешностей позволяют сформулировать важный практический совет: формулы для вычислений надо стараться приводить к такому виду, чтобы в них не было вычитания близких величин. Последнее может привести к большой потери точности и большим относительным ошибкам.


Обратим внимание еще на то, что нами был рассмотрен только один вопрос: как, зная погрешности исходных данных, оценить погрешность результата расчета. При этом мы совсем не касались вопроса о погрешностях округления. Пока мы ограничимся следующим практическим советом: для уменьшения погрешностей округления промежуточные действия рекомендуется производить, сохраняя один-два лишних знака, после чего окончательный результат следует округлять.

1.8. Представление чисел в вычислительных машинах.


Наиболее обычной для представления чисел в ЭВМ является двоичная система счисления. Применение этой системы позволяет использовать в качестве разрядов элементы, имеющие всего два устойчивых состояния. Одно из них служит для изображения единицы в соответствующем разряде числа, другое – для изображения нуля. Такие элементы просты по устройству и надежны в работе. Точно такие же элементы можно использовать для представления знаков числа. Обычно состояние элемента, служащее для представления нуля, используется в разряде знака для изображения знака «+», а состояние, изображающее единицу, - для представления знака «-». Из-за простоты выполнения арифметических действий в двоичной системе применение этой системы позволяет добиться простейшей схемы арифметического устройства.


Независимо от системы счисления, как мы уже знаем, существуют две основных формы представления чисел, с фиксированной запятой (ФЗ) и с плавающей запятой (ПЗ). В ЭВМ, использующих представление чисел с ФЗ, все разряды регистра или ячейки памяти, кроме разряда знака числа, служат для изображения разрядов чисел, причем каждому разряду регистра соответствует определенный, всегда один и тот же разряд числа. Такая система упрощает выполнение арифметических действий, но сильно ограничивает диапазон чисел, которые могут быть представлены в ВМ.   Чаще   всего  это  бывает  диапазон от –1 до +1 (-1(а( 1). Этот случай соответствует соглашению, что при чтении чисел, записанных в ЭВМ, запятая ставится непосредственно перед старшим цифровым разрядом.


Если число цифровых разрядов ЭВМ равно n, основание системы счисления, используемой в ЭВМ, равно р, то наибольшее по абсолютной величине число, которое может быть представлено в ЭВМ, равно 1-р-n , наименьшее, отличное от нуля, равно  р-n  ,   т.е.




                  р-n
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 | а |
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(1-р-n) .
При p=2  и  n=16  получаем:    2-16((a(((1-2-16)  или  0,15(10-4((a(( 0,999985.

Для представления чисел, не укладывающихся в этот диапазон, программист должен вводить масштабные множители, т.е. заменять истинные величины, участвующие в решении задачи, их произведениями на коэффициенты, подобранные так, чтобы не выйти за пределы диапазона чисел, представляемых в ЭВМ. Это заметно усложняет составление программы и саму программу.


Другой недостаток представления чисел с ФЗ состоит в том, что числа, малые по абсолютной величине, могут быть представлены со значительно меньшим  количеством значащих цифр, т.е. с меньшей относительной точностью, чем числа, близкие к единице.


Чтобы избавиться от этих недостатков, в современных ЭВМ используется представление чисел с ПЗ. При этом представлении часть разрядов отводится для записи порядка числа, остальные разряды – для записи мантиссы. По одному разряду в каждой группе служат для изображения знака порядка и знака мантиссы, соответственно.


Пусть, например, v разрядов регистра (или ячейки памяти) используются для изображения абсолютной величины порядка числа, n разрядов - для изображения абсолютной величины мантиссы и два двоичных разряда служат для изображения знаков порядка и мантиссы.


Тогда наибольшее по абсолютной величине число, которое может быть представлено в ЭВМ, равно






рpv-1 (1-р-n),

а наименьшее по абсолютной величине число, отличное от нуля, равно






p-(pv-1)р-n = р-n- pv+1 ,

если допускать использование ненормализованных чисел, и равно






p-(pv-1)р-1= р-pv, 
если пользоваться лишь нормализованными числами.

          При  p=2, n=10  и  v=6  для нормализованных чисел получаем: 

                    2-64((a(( 263((1-2-10)  или  0,54(10-19((а((0,92(1019.


Обычно в ЭВМ с ПЗ применение ненормализованной записи чисел допускается, но не рекомендуется, так как некоторые операции над ненормализованными числами ЭВМ может выполнять неверно.


Таким образом, ЭВМ с ПЗ обладают значительно более широкими диапазонами представляемых чисел, чем ЭВМ с ФЗ при тех же количествах цифровых разрядов регистров (ячеек памяти). Если число разрядов мантиссы равно n, то относительная погрешность при изображении в ЭВМ чисел в нормализованной форме с ПЗ не превосходит величины 0,5(р1-n, где р – основание рабочей системы счисления.


В то же время, арифметические операции над числами с ФЗ выполняются быстрее, чем над числами с ПЗ, да и схема арифметического устройства в этом случае проще. Благодаря этому, несмотря на все указанные недостатки, ЭВМ с представлением чисел только в форме с ФЗ существуют, но используются в основном для специального назначения (специализированные ЭВМ с ФЗ).


Современные ЭВМ, как правило, могут выполнять действия как над числами с ФЗ, так и над числами с ПЗ, т.е. допускают обе формы представления чисел. В таких ЭВМ обычно для чисел с ФЗ принято положение запятой после (непосредственно) младшего разряда, что соответствует целым числам. Но все расчеты , как правило, ведутся в числах с ПЗ, и лишь вычисление параметров осуществляется в виде целых чисел с ФЗ.


Использование в ЭВМ представления чисел с ПЗ усложняет схему арифметического устройства. При сложении и вычитании чисел нужно производить подготовительную операцию, называемую выравниванием порядков. Она состоит в том, что мантисса числа с меньшим порядком сдвигается в своем регистре в сторону младших разрядов на количество разрядов, равное разности порядков данных чисел. После этой операции одноименные разряды мантисс чисел оказываются расположенными в соответствующих разрядах обоих регистров и можно производить сложение или вычитание мантисс.


Поясним эту операцию примером (предполагая, что в ячейках памяти можно разместить один разряд порядка и пять разрядов мантиссы):





   0,23619(102       



        +   0,71824(10-1 .
Перед сложением второе слагаемое нужно преобразовать к виду: 0,00071824(102, после чего можно приступить к сложению:





   0,23619      (102



        +   0,00071824(102




   0,23690824(102 .    

Результат получили с большим количеством разрядов, чем вмещает ячейка памяти, поэтому он округляется и записывается в память в виде:   0,23691(102 .


При умножении двух чисел с ПЗ их порядки необходимо сложить, а мантиссы – перемножить. При делении из порядка делимого надо вычесть порядок делителя, а мантиссу делимого разделить на мантиссу делителя.


После операций над порядками и мантиссами мы получаем, вообще говоря, порядок и мантиссу результата, но последняя может не удовлетворять ограничениям, накладываемым на мантиссы нормализованных чисел. Так как от результата арифметических операций в ВМ обычно требуется, чтобы он был нормализованным числом, необходимо дополнительное преобразование результата, называемое его нормализацией. В зависимости от величины получившейся мантиссы результата, она сдвигается вправо или влево так, чтобы ее первая значащая цифра попала в первый разряд после запятой. Одновременно порядок результата увеличивается или уменьшается на величину, равную числу разрядов сдвига.


Более подробно на методике выполнения арифметических операций в ЭВМ мы здесь останавливаться не будем. Только заметим, что над мантиссами в арифметическом устройстве должны выполняться все четыре арифметических действия, а также операции сдвига, тогда как над порядками производятся только действия сложения и вычитания.


Остановимся теперь на вопросе о представлении в ЭВМ отрицательных чисел. Наиболее естественным кажется помещать в разряды цифровой части числа его абсолютную величину, а в разряде знака ставить соответствующий код знака. Такой способ представления отрицательных чисел называется прямым кодом.


Но этот способ не единственен даже в обычной математической практике. Вспомним, например, как принято записывать в таблицах логарифмов отрицательные логарифмы, в частности, логарифмы тригонометрических функций. Обычно такие значения логарифма увеличиваются на 10 единиц. Вместо –0,27589 в таблицу помещается значение 9,72411, вместо   –1,41630   – значение 8,58370 и т.п. Такой способ записи отрицательных чисел называется дополнительным кодом (в данном случае – по модулю 10).


Применяется этот способ довольно часто и в ЭВМ. Особенно часто – для записи порядков.


Рассмотрим, например, случай, когда для записи порядков в ЭВМ, работающей в двоичной системе, отводится шесть разрядов: один для знака и пять  для цифр порядка. Положительные порядки будут изображаться кодами с цифрой 0 в старшем разряде, например:



                        +1             0 00001



                        +5
          0 00101



                      +26
          0 11010.

Отрицательные порядки в дополнительном коде будут изображаться так:



                         -1   
1 11111
           

               -5            1 11011                                                                                                                                                                                                                                                                                                            


                       -26
          1 00110.

Если все эти шесть цифр прочесть как целое число в двоичной записи, то получим положительное число, отличающееся от закодированного им порядка на 26. Иначе говоря, в данном случае дополнительный код берется по модулю 26.


Удобство дополнительного кода (то же самое, что и при записи логарифмов) состоит в том, что при сложении порядков разных знаков не нужно менять характер действия (т.е. переходить от сложения к вычитанию абсолютных величин слагаемых). Достаточно сложить коды порядков, например:


+10
        0 01010

или


+11
      0 01011

             -3
        1 11101



           -27
      1 00101


  +7
   (1) 0 00111




 -16
      1 10000.
Единица в седьмом (старшем) разряде, получившаяся в первом примере, разумеется, должна быть отброшена. В ЭВМ это происходит автоматически, так как эта единица не сохраняется в разрядах, отведенных для записи порядков с их знаками.


 При сложении двух положительных (отрицательных) порядков может образоваться число, кодирующее отрицательный (положительный) порядок, например:



                      +18

    0 10010



                      +21

    0 10101


                      +39

    1 00111.

ЭВМ должна «уметь» распознавать такие случаи. Это достигается простым приемом, но мы не будем касаться этого вопроса.


Еще один способ изображения отрицательных чисел в ЭВМ – это запись их в обратном коде, получающемся заменой цифры каждого разряда прямого кода на ее дополнение до р-1, где р – основание системы счисления.


Например, для рассмотренных уже отрицательных порядков в двоичной системе обратные коды будут:



                            -1
      1 11110



                            -5
      1 11010



                          -26
      1 00101.


Целое число, изображаемое этими шестью разрядами, на единицу меньше числа, получающегося при дополнительном коде. Иначе говоря, обратный код представляет собой дополнительный код по модулю (26-1).


Удобство обратного кода заключается в простоте его получения из прямого, особенно в двоичной системе: для изменения знака числа нужно произвести замену всех нулей единицами, а единиц – нулями. Этот прием, называемый инверсией кода, используется при вычитании чисел, которое заменяется сложением уменьшаемого с инверсным (обратным) кодом вычитаемого. Дополнительная единичка в младшем разряде, необходимая для перехода от обратного кода к дополнительному, учитывается отдельно.


С особенностями представления чисел в ЭВМ, рассмотренными нами, системотехнику и программисту приходится сталкиваться сравнительно редко, главным образом, при чтении чисел на контрольных регистрах пульта управления. Однако специалисту (программисту) высокой квалификации необходимо точно знать не только способ представления чисел, но и методы выполнения арифметических и иных операций в ЭВМ, все встречающиеся при этом частные и особые случаи, применяемые в ЭВМ блокировки от получения неправильных результатов и т.п. Все эти сведения можно найти в описаниях ЭВМ.
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